
 عبارت است از: yشود )در صورت وجود حد( و مشتق جزئی نسبت به ثابت محاسبه می yکه به ازای 

(38                                       )
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑙𝑖𝑚

∆𝑦→0

𝑓(𝑥,𝑦+ ∆𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

∆𝑦
 

 شود )در صورت وجود حد(ثابت محاسبه می  xکه به ازای  

 دهند.مشتق جزئی را با نمادهای دیگر هم نمایش می توجه: 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
,
𝜕𝑓

𝜕𝑥
, 𝑓𝑥 , 𝑓𝑦 , 𝑧𝑥, 𝑧𝑦 , 𝐷𝑥𝑓, 𝐷𝑦𝑓 

𝑧تابع   دیفرانسیل کل  = 𝑓(𝑥, 𝑦)  کنیم. را با فرمول زیر حساب می 

(39                                                   )𝑑𝑧 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑧

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

𝑢و دیفرانسیل کل تابع سه متغیره   = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)   :عبارت است از 

(40                                       )𝑑𝑢 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑑𝑧 

𝑧تابع   مشتقات جزئی مرتبه دوم  = 𝑓(𝑥, 𝑦)   مشتقات جزئی مشتقاب مرتبه اول آن هستند و به صورت

 شوند. زیر بیان می

(41                                       )
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
) =

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2 = 𝑧𝑥𝑥 = 𝑓𝑥𝑥 

(42                                 )
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑧

𝜕𝑦
) =

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝜕𝑡
=

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 𝑧𝑥𝑦 = 𝑓𝑥𝑦 

(43                                      )
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑧

𝜕𝑦
) =

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2 = 𝑧𝑦𝑦 = 𝑓𝑦𝑦 

(44                                   )
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
) =

𝜕2𝑧

∂𝑦𝜕𝑥
=

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 𝑧𝑦𝑥 = 𝑓𝑦𝑥 

 شوند. و به طور مشابه، مشتقات مرتبه سوم و بالاتر تعریف می

𝑧ای فرضه کنید  قاعده زنجیره = 𝑓(𝑥, 𝑦)   و𝑦 = ℎ(𝑡)   و𝑥 = 𝑔(𝑡)  همچنین فرض کنید توابع ،ℎ(𝑡)  

,𝑓(𝑥و    𝑔(𝑡)و   𝑦) مرکب  مشتق تابع  مشتق  آنگاه  باشند.  𝑧پذیر  = 𝑓(𝑔(𝑡), ℎ(𝑡))   زیر فرمول  از 

 شود.  محاسبه می

(45                                                    )        
𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 



𝑧اگر   = 𝑓(𝑥, 𝑦)   و𝑦 = ℎ(𝑥)  آنگاه مشتق کل ،z  نسبت بهx   توان از فرمول زیر حساب کرد.  را می 

(46                         )                                 
𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝜕𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕𝑧

𝜕𝑦
.
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑧اگر   = 𝑓(𝑥, 𝑦)   وو𝑥 = 𝑥(𝑟, 𝑠)   و𝑦 = 𝑦(𝑟, 𝑠)شوند.، آنگاه مشتقات جزئی به صورت زیر بیان می 

(47                                                      )
𝜕𝑧

𝜕𝑟
=

𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑟
+

𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑟
 

(48                                                      )
𝜕𝑧

𝜕𝑠
=

𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑠
+

𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑠
 

,𝑓(𝑥اگر   - 2-3 ئلهمس 𝑦, 𝑧) = 𝑥3𝑒𝑦+𝑧 حاصل ،
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 را محاسبه کنید.   

                                                
𝜕𝑧

𝜕𝑡
=

𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑧

= −
𝑥3𝑒𝑦+𝑧

𝑥3𝑒𝑦+𝑧
= −1 

سانتیمتر بر ثانیه در حال افزایش است. یک    10متر است و با سرعت    4/2یک ضلع مثلثی    - 2-4سئله  م

باشد. زاویه بین دو ضلع  سانتیمتر بر ثانیه در حال افزایش می  5متر و با سرعت    6/1ضلع دیگر این مثلث  
𝜋

6
  

 ثابت است. مساحلت مثلث با چه سرعتی در حال افزایش است. 

𝑆دانیم  می  حل: =
1

2
𝑎𝑏𝑠𝑖𝑛𝐶   وb,a  توابعی ازt  ( هستند. با استفاده از فرمول )( داریم.45)زمان 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=
𝜕𝑆

𝜕𝑎
.
𝑑𝑎

𝑑𝑡
+
𝜕𝑆

𝜕𝑏
.
𝑑𝑏

𝑑𝑡
 

      =
1

2
𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝐶

𝑑𝑎

𝑑𝑡
+

1

2
𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝐶.

𝑑𝑏

𝑑𝑡
 

=
1
2

× 160×
1
2

×10+
1
2

×240×
1
2

×5 =
700 𝑐𝑚2

𝑠
 

𝑢اگر    -2-5  ئلهمس = √𝑥2 − 3𝑦 + 4z ، 𝑓(𝑢, 𝑣) =
𝑢

𝑣
𝑣و      = 𝑥𝑦𝑧  مقدار ،

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑧در      = 2 ،

𝑦 = 1  ،𝑥 =  کدام است؟  1

   زیرا  حل:

𝜕𝑓

𝜕𝑧
=
𝜕𝑓

𝜕𝑢
.
𝜕𝑢

𝜕𝑣
+
𝜕𝑓

𝜕𝑣
.
𝜕𝑣

𝜕𝑧
 

=
1
𝑣

2

√𝑥2 − 3y + 4z
=
𝑢

𝑣2 , 𝑥𝑦 



=
2

𝑥𝑦𝑧√𝑥  2 −  3𝑦 +  4𝑧
−
√𝑥2 −  3𝑦 +  4𝑧

𝑥𝑦𝑧2  

𝜕

𝜕𝑧
(1، 1، 2) =

2

2√1− 3+ 8
−
√1− 3+ 8

4
=
√6
6
−
√6
4
=
−√6
12

 

𝑧اگر    - 2-6مسئله   = 𝑥2 = 𝑥𝑦 + 2𝑦2    و𝑥 =
1

𝑡+1
𝑦و    = 1+ √𝑡   مقدار

𝑑𝑧

𝑑𝑡
ازای    𝑡به  = را   1

 محاسبه کنید.  

 حل:

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

=(2𝑥 − 𝑦)
−1

(𝑡+1)2 + (−𝑥 + 4𝑦)
1

2√𝑡
   

𝑥(1) =
1

1+ 1
=

1
2
, 𝑦(1) = 1+ √1 = 2 

 بنابراین

𝑑𝑧

𝑑𝑡
| 𝑡 = 1 = (2 ×

1
2
− 2)

−1
(1+ 2)2 + (−

1
2
+ 8)

1

2√1
= 4 

𝑤تابع    - 2-7مسئله   = 𝑓(𝑦 − 𝑧, 𝑧 − 𝑥, 𝑥 − 𝑦)   نسبی مشتقات  با  دیفرانسیل  معادله  کدام  جواب 

 است؟

1  )
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 1   2  )

𝜕𝑤

𝜕𝑧
=

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
 

(  4  ( هیچکدام 3
𝜕𝑤

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0 

𝑢( صحیح است. با فرض  4گزینه )   حل: = 𝑦 − 𝑧   و𝑣 = 𝑧 − 𝑥   و𝑡 = 𝑥 − 𝑦   داریم𝑤 = (𝑢, 𝑣, 𝑡) 

𝜕𝑤

𝜕𝑥
=
𝜕𝑤

𝜕𝑢
.
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑤

𝜕𝑣
.
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑤

𝜕𝑡
.
𝜕𝑡

𝜕𝑥
= 0 −

𝜕𝑤

𝜕𝑣
+
𝜕𝑤

𝜕𝑡
 

𝜕𝑤

𝜕𝑦
=
𝜕𝑤

𝜕𝑢
.
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑣
.
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑡
.
𝜕𝑡

𝜕𝑦
=
𝜕𝑤

𝜕𝑢
+ 0−

𝜕𝑤

𝜕𝑡
 

𝜕𝑤

𝜕𝑧
=
𝜕𝑤

𝜕𝑢
.
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑣
.
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑡
.
𝜕𝑡

𝜕𝑧
= −

𝜕𝑤

𝜕𝑢
+
𝜕𝑤

𝜕𝑣
+ 0 



𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0- 

𝑥𝑦𝑧یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی که جواب آن در رابطه    -2-8مسئله   = ∅(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 

 صدق کند عبارت است از: 

1  )𝑦
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑧 2  )𝑥 (

𝜕𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕𝑧

𝜕𝑦
) = 2𝑧 

3  )𝑥𝑦 (
𝜕𝑧

𝜕𝑥
−

𝜕𝑧

𝜕𝑦
) = 𝑧(𝑥 − 𝑦) 4  )𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑥
− 𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0 

و نسبت    xبایست مشتق عبارت را نسبت به  ( صحیح است. با توجه به جوابهای داده شده، می3گزینه )  حل:

 است داریم y, xتابعی از    zمحاسبه نمود: با فرض اینکه   yبه 

{
 

 𝑦𝑧 + 𝑥𝑦
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= ∅′(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

𝑥𝑧 + 𝑥𝑦
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= ∅′(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

⇒ 𝑧(𝑦 − 𝑥) + 𝑥𝑦 (
𝜕𝑧

𝜕𝑥
−
𝜕𝑧

𝜕𝑥
) = 0 

                ⇒ 𝑥𝑦 (
𝜕𝑧

𝜕𝑥
−

𝜕𝑧

𝜕𝑦
) = 𝑧(𝑥 − 𝑦) 

متغیر   - 2-9مسئله   تغییر  𝑣با  = 𝑥   و𝑧 = 𝑥 + 𝑦   معادله𝑢𝑥𝑥 − 2𝑢𝑦𝑦 = تبدیل   0 صورت  چه  به 

 شود. می

 ( داریم.  48( و )47هستند. با توجه به فرمولهای ) y, xتوابعی از  z, vباشد و  می  z, vتابعی از   u  حل:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑢

𝜕𝑣
.
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧
.
𝜕𝑧

𝜕𝑥
=
𝜕𝑢

𝜕𝑣
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧
 

𝜕 2𝑢

𝜕𝑥2 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑣2 .
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑣𝜕𝑧
.
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑣𝜕𝑧
.
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 .
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 

=
𝜕2𝑢

𝜕𝑣2 + 2
𝜕2𝑢

𝜕𝑣𝜕𝑧
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2  

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑣2 .
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑣𝜕𝑧
.
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑣𝜕𝑧
.
𝜕𝑧

𝜕𝑦
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 .
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 

=
𝜕2𝑢

𝜕𝑣𝜕𝑧
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑧2 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=
𝜕𝑢

𝜕𝑣
.
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧
.
𝜕𝑧

𝜕𝑦
=
𝜕𝑢

𝜕𝑧
⇒ 



𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑣𝜕𝑧
.
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 .
𝜕𝑧

𝜕𝑦
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2  

⇒
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 − 2
𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑣2 = 0⇒𝑢𝑣𝑣 = 0 

𝑢𝑡𝑡معادله    -2-10مسئله   − 𝑢𝑥𝑥 = متغیر   0 تغییر  𝑟با  = 𝑥 + 𝑡   و𝑠 = 𝑥 − 𝑡   از کدامیک  به 

 شود: صورتهای زیر تبدیل می

1  )𝑢𝑟𝑟 = 0    2  )𝑢𝑟𝑠 = 0 

3  )𝑢𝑟𝑠 + 𝑢𝑟 = 0   4  )𝑢𝑠𝑠 = 0 

 ( صحیح است. 2گزینه ) حل:

𝑢𝑡 = 𝑢𝑟𝑟𝑡 + 𝑢𝑠𝑠𝑡 = 𝑢𝑟 − 𝑢𝑠 

𝑢𝑡𝑡 = (𝑢𝑟 − 𝑢𝑠)𝑟𝑟𝑡 + (𝑢𝑟 − 𝑢𝑠)𝑠𝑠𝑡 

= 𝑢𝑟𝑟 − 2𝑢𝑟𝑠 + 𝑢𝑠𝑠 

𝑢𝑥 = 𝑢𝑟𝑟𝑥 + 𝑢𝑠𝑠𝑥 = 𝑢𝑟 + 𝑢𝑠 

𝑢𝑥𝑥 = (𝑢𝑟 + 𝑢𝑠)𝑟𝑟𝑥 + (𝑢𝑟 + 𝑢𝑠)𝑠𝑠𝑟 

= 𝑢𝑟𝑟 + 2𝑢𝑟𝑠 + 𝑢𝑠𝑠 

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑠𝑠 = −4𝑢𝑟𝑠 = 0⇒𝑢𝑟𝑠 = 0 

𝐹اگر   -2-11مسئله  (
𝑥

𝑧
,
𝑦

𝑧
) = 𝑥آنگاه   0

𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑦
 را محاسبه کنید. 

𝑧کنیم  فرض می   حل: = 𝑧(𝑥, 𝑦)   و𝑢 =
𝑥

𝑧
𝑣و    =

𝑦

𝑧
,𝐹(𝑢بنابراین  𝑣) = یکبار نسبت به    Fحال از   0

x  و یکبار نسبت بهy  گیریم. مشتق می 

{
𝐹𝑢𝑢𝑟 + 𝐹𝑣𝑣𝑟 = 0
𝐹𝑢𝑢𝑦 + 𝐹𝑣𝑣𝑦 = 0 

𝐹𝑢است، بنابراین دستگاه بالا دارای جواب بدیهی   v, uتابعی از    Fچون   = 𝐹𝑣 =  نیست و داریم  0

|
𝑢𝑟
𝑢𝑦

   𝑣𝑥
   𝑣𝑦

| = 0⇒𝑢𝑟𝑣𝑦 = 𝑣𝑢𝑦          (1) 

 از طرفی  



𝑢𝑥 =
𝑧 − 𝑥𝑧𝑥
𝑧2    ,    𝑣𝑥 =

−𝑦𝑧𝑟
𝑧2  

𝑢𝑦 =
−𝑥𝑧𝑦
𝑧2    ,    𝑣𝑦 =

−𝑦𝑧𝑦
𝑧2  

 ( داریم 1با جایگذاری مقادیر بالا در ) 

𝑧 − 𝑥𝑧𝑥
𝑧2 ×

𝑧 − 𝑦𝑧𝑦
𝑧2 =

−𝑦𝑧𝑥
𝑧2 ×

−𝑥𝑧𝑦
𝑧2 ⇒ 𝑥𝑧𝑥 + 𝑦𝑧𝑦 = 𝑧 

𝑧هرگاه   -2-12مسئله  = 𝐹(𝑥2 − 𝑦2)   مطلوبست محاسبه𝑦
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑦
 

𝑢با فرض   حل: = 𝑥2 − 𝑦2   داریم𝑧 = 𝐹(𝑢)   و 

{
 

 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
=
𝜕𝐹

𝜕𝑢
.
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑢
𝜕𝑧

𝜕𝑢
=
𝜕𝐹

𝜕𝑢
.
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −2𝑦

𝜕𝐹

𝜕𝑢

⇒ 𝑦
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0 

𝑍تابع    -2-13مسئله  = 𝑦𝑓 (
𝑥

𝑦
) + 𝐹(

𝑥

𝑦
 کند. در کدام یک از معادلات دیفرانسیل زیر صدق می (

1  )𝑍𝑥𝑥 + 2𝑍𝑥𝑦 + 𝑍𝑦𝑦 = 0 

2  )𝑍𝑥𝑥 − 2𝑍𝑥𝑦 + 𝑍𝑦𝑦 = 0 

3  )𝑥2𝑍𝑥𝑥 + 2𝑥𝑦𝑍𝑥𝑦 + 𝑦2𝑍𝑦𝑦 = 0 

4  )𝑥2𝑍𝑥𝑥 − 2𝑥𝑦𝑍𝑥𝑦 + 𝑦2𝑍𝑦𝑦 = 0 

 ( صحیح است. 3گزینه ) حل:

𝑍𝑥 =
𝑦

𝑦
𝑓′(
𝑥

𝑦
) +

1
𝑦
𝐹′(
𝑥

𝑦
) 

𝑍𝑥𝑥 =
1
𝑦
𝑓′′(

𝑥

𝑦
) +

1
𝑦2 𝐹′′(

𝑥

𝑦
) 

𝑍𝑥𝑦 = −
𝑥

𝑦2 𝑓
′′(
𝑥

𝑦
) −

1
𝑦2 𝐹

′(
𝑥

𝑦
) −

𝑥

𝑦3 𝐹′′(
𝑥

𝑦
) 

𝑍𝑦 = 𝑓(
𝑥

𝑦
) −

𝑥

𝑦
𝑓′(
𝑥

𝑦
) −

𝑥

𝑦2 𝐹′(
𝑥

𝑦
)  

𝑍𝑦𝑦 = −
𝑥

𝑦2 𝑓′(
𝑥

𝑦
) +

𝑥

𝑦2 𝑓′(
𝑥

𝑦
) +

𝑥2

𝑦3 𝑓′′(
𝑥

𝑦
) +

2𝑥
𝑦3 𝐹′(

𝑥

𝑦
) +

𝑥2

𝑦4 𝐹′′(
𝑥

𝑦
)  



𝑥2𝑍𝑥𝑥 + 2𝑥𝑦𝑍𝑥𝑦 + 𝑦2𝑍𝑦𝑦 = 0 

معادله    zاگر    مشتقات ضمنی ,𝐹(𝑥بوسیله  𝑦, 𝑧) = از   0 تابعی ضمنی  ,𝑥)به صورت  𝑦)   ،تعریف شود

 آنگاه  

(49                                                  )
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

𝐹𝑥

𝐹𝑧
,
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

𝐹𝑦

𝐹𝑧
 

𝑧فرض کنید    -2-14مسئله  = (𝑥, 𝑦)   .بصورت زیر بیان شده است 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑒−(𝑥+𝑦+𝑧) 

مطلوبست محاسبة  
𝜕𝑧

𝜕𝑥
−

𝜕𝑧

𝜕𝑦
 

 ( داریم  49با توجه به فرمول ) حل:

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 𝑒−(𝑥+𝑦+𝑧) = 0 

{
 
 

 
 𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −

1+ 𝑒−(𝑥+𝑦+𝑧)

1+ 𝑒−(𝑥+𝑦+𝑧)
= 1

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

1+𝑒−(𝑥+𝑦+𝑧)

1+ 𝑒−(𝑥+𝑦+𝑧)
= 1

⇒
𝜕𝑧

𝜕𝑥
−
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0 

 باشند و داشته باشیم.  y, xتوابعی ا متغیرهای مستقل   v, uاگر 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = 0   ,   𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = 0 

 آنگاه

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −

𝜕(𝑓, 𝑔)

𝜕(𝑥, 𝑣)
/
𝜕(𝑓, 𝑔)

𝜕(𝑢, 𝑣)
     ,     

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕(𝑓, 𝑔)

𝜕(𝑦, 𝑣)
/
𝜕(𝑓, 𝑔)

𝜕(𝑢, 𝑣)
 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕(𝑓, 𝑔)

𝜕(𝑢, 𝑥)
/
𝜕(𝑓, 𝑔)

𝜕(𝑢, 𝑣)
     ,     

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −

𝜕(𝑓, 𝑔)

𝜕(𝑢, 𝑦)
/
𝜕(𝑓, 𝑔)

𝜕(𝑢, 𝑣)
 

 که در آن 

𝜕(𝑓, 𝑔)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= |

𝜕𝑓
𝜕𝑢
𝜕𝑔
𝜕𝑢

     

𝜕𝑓
𝜕𝑣
𝜕𝑔
𝜕𝑣

| 

,𝑓(𝑥تابع  تعریف   𝑦)   را همگن از درجه𝛼   گوئیم اگر به ازای هر(𝑥, 𝑦) ∈  𝐷𝑓   و نیز هر عدد مثبت𝜆   که

(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) ∈  𝐷𝑓 داشته باشیم 



𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = 𝜆𝛼𝑓(𝑥, 𝑦) 

,𝑓(𝑥اگر تابع   قضیه اولر: 𝑦)  از درجه  همگن𝛼 پذیر باشد، آنگاه اش مشتقو در هر نقطه از دامنه 

(50                                               )𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝛼𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝐹(𝑢)قضیه: اگر   = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)   وf    تابعی همگن از درجه𝛼   باشد، آنگاه 

(51                                        )𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝛼

𝐹(𝑢)

𝐹′(𝑢)
 

,𝑓(𝑥اگر   -2-15مسئله  𝑦) = 𝑠𝑖𝑛
√𝑥2+𝑦2

𝑥+𝑦
آنگاه   

𝜕𝑓

𝜕𝑥
/
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 را محاسبه کنید.   

,𝑓(𝑥زیرا   حل: 𝑦) ( داریم 50باشد، لذا با استفاده از فرمول )همگن از درجه صفر می 

𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 0 ⇒

𝜕𝑓
𝜕𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦

= −
𝑦

𝑥
 

,𝑝(𝑥0بر یک سطح در نقطه    صفحه مماس 𝑦0, 𝑧0) ای که شامل تمام مماسهای مرسوم  عبارت است از صفحه

,𝐹(𝑥گذارند باشد، اگر سطح با معادله  می   pبر منحنیهای روی سطح که از نقطه  𝑦, 𝑧) = مشخص شده   0

 شود. توسط فرمول زیر بیان می pباشد، معادله صفحه مماس و خط قائم بر سطح در نقطه  

(52  ) 

(𝑥 − 𝑥0)𝐹𝑥(𝑥0, y0,z0) + (𝑦 − 𝑦0)𝐹𝑦(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) + (z − z0)Fz(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 0 

 آید.از فرمول زیربدست می pمعادله خط قائم به سطح در نقطه  

(53                                        )
x-x0

Fx(𝑥0,𝑦0,z0)
=

𝑦−𝑦0

𝐹𝑦(𝑥0,𝑦0,𝑧0)
=

𝑧−𝑧0

𝐹𝑧(𝑥0,𝑦0,𝑧0)
 

𝑥3خط عمود بر رویه    - 2-16مسئله   + 𝑦3 + 𝑧3 + 𝑥𝑦𝑧 = ( واقع بر رویه، را بدست  a   ،1  ،1در نقطه )  4

 آورید. 

,𝐹𝑧ابتدا   حل: 𝐹𝑦 , 𝐹𝑥  ( را در نقطهa  ،1  ،1) کنیم.  حساب می 

𝐹𝑥 = 3𝑥2 + 𝑦𝑧, 𝐹𝑋(1,1, 𝑎) = 3+ 𝑎 

𝐹𝑦 = 3𝑦2 + 𝑥𝑧, 𝐹𝑦(1,1, 𝑎) = 3+ 𝑎 

𝐹𝑧 = 3𝑧2 + 𝑥𝑧, 𝐹𝑧(1,1, 𝑎) = 3+ 𝑎 



 کند.  باشد و در معادله آن صدق می( روی رویه میa ،1 ،1از طرفی نقطه )

1+ 1+𝑎3 + 𝑎 = 4 ⇒ 𝑎3 + 𝑎 − 2 = 0⇒𝑎 = 1 

 ( داریم53با استفاده از فرمول )

𝑥 − 1
4

=
𝑦 − 1

4
=
𝑧 − 1

4
⇒ 𝑥 − 1 = 𝑦 − 1 = 𝑧 − 1 

𝑧معادله مماس بر سطح به معادله   -2-17مسئله  =
18𝑥2

25
+

8𝑦2

25
 ( را به دست آورید.  1، 2، 2در نقطه را ) 

𝐹با فرض   حل: =
18𝑥2

25
+

8𝑦2

25
− 𝑧  داریم 

𝐹𝑥 =
36
25
𝑥  ,   𝐹𝑥(1,2,2) =

36
25

 

𝐹𝑦 =
36
25
𝑦  ,   𝐹𝑦(1,2,2) =

36
25
  , 𝐹𝑧 = −1 

 شود صورت زیر بیان میمعادله صفحه مماس به 

(𝑥 − 1)
36
25
+ (𝑦 − 2)

32
25
− (𝑧 − 2) = 0 

36𝑥 + 32𝑦 − 25𝑧 − 50 = 0 

معادله    -2-18مسئله   به  بر سطح  𝑥2معادله صفحه مماس  + 𝑦2 + 𝑥𝑧2 = 2 ( نقطه  را  1،  0،  1در   )

 بدست آورید.  

 حل:

𝐹𝑥 = 2𝑥 + 𝑧2 , 𝐹𝑥(1,0,1) = 3 

𝐹𝑦 = 2𝑦 , 𝐹𝑦(1,0,1) = 0 

𝐹𝑧 = 2𝑥𝑧 , 𝐹𝑧(1,0,1) = 2 

 شود. مماس به صورت زیر بیان میمعادله صفحه 

3(𝑧 − 1) + 2(𝑧 − 1) = 0 ⇒ 3𝑥 + 2𝑧 = 5 

  



 اکسترمم توابع دو متغیره   3

𝑧فرض کنید تابع   = 𝑓(𝑥, 𝑦)  در یک همسایگی از𝑝0(𝑥0, 𝑦0) گوئیم  تعریف شده باشد، میf    در𝑝0   دارای

وجود داشته باشد بطوری که   𝑝0است اگر یک همسایگی از    مینیمم نسبی )ماکسیمم نسبی(یک مقدار  

,𝑥)برای هر   𝑦)  .در آن همسایگی داشته باشیم 

  (𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑓(𝑥0, 𝑦0)یا 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑓(𝑥0, 𝑦0)    نقطه𝑝0   نقطهکه تابع در آن اکسترمم دارد را یک  

 نامیم. می  اکسترمم

𝑧: اگر تابع  1قضیه   = 𝑓(𝑥, 𝑦)   در نقطه𝑝0(𝑥0, 𝑦0)   به اکسترمم خود برسد، آنگاه مشتقات جزئی مرتبه

,𝑝0(𝑥0اول آن در نقطه   𝑦0) .برابر صفر هستند یا وجود ندارند 

,𝑓(𝑥اگر تابع   توجه: 𝑦)   در نقطه(𝑥0, 𝑦0) پذیر باشد و مشتق(𝑥0, 𝑦0)   یک نقطه اکسترمم برایf    ،باشد

 آنگاه

(54                                   )𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 0 , 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 0 

,𝑥0)نقطه    تعریف: 𝑦0)   تابع    نقطه بحرانیرا یکf   نامیم، اگر  میf     در(𝑥0, 𝑦0) پذیر نباشد و یا مشتق

 ( برقرار باشد.  54رابطه )

 میم. نامی نقاط زینی ند شومقادیر اکسترمم نسبی نمیه منجر به نقاط بحرانی را ک 

,𝑥0)فرض کنید    :2قضیه   𝑦0)  طه بحرانی تابع  یک نق𝑓(𝑥, 𝑦)   مشتقات جزئی مرتبه اول و دوم  بوده و تمام

f    در یک همسایگی از(𝑥0, 𝑦0)   پیوسته باشند و فرض کنید 

𝐴 = 𝑓𝑥𝑥(𝑥0, 𝑦0), 𝐵 = 𝑓𝑥𝑦(𝑥0,y), 𝐶 = 𝑓𝑦𝑦(𝑥0, 𝑦0) 

𝐷مبین   = 𝐵2 − 𝐴𝐶  دهیم. را تشکیل می 

,𝑥0)گر  ا الف: 𝑦0), 𝐷 >  یک نقطه زینی است.  0 

𝐷اگر   ب: =  آید. ای بدست نمی، از این روش نتیجه0

𝐷اگر   پ: < 𝐴و   0 > ,𝑥0)، تابع در  0  𝑦0)  .دارای یک مقدار مینیمم نسبی است 



𝐷اگر   ت: < 𝐴و   0 < ,𝑥0)، تابع در  0 𝑦0)  نسبی است. دارای یک مقدار ماکسیمم 

 ترین مقدار تابع در یک ناحیه بسته( مشروط )بزرگترین و کوچک ماکسیمم و مینیمم 

𝑧خواهیم اکسترمم تابع  می = 𝑓(𝑥, 𝑦)   را با شرط𝑔(𝑥, 𝑦) = توان به یک  تعیین کنیم. اینکار را می 0

 تابع لاگرانژوسوم به آزمون اکسترمم معمولی، م

𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜆𝑔(𝑥, 𝑦) 

ژ  گرانی اکسترمم تابع لاضریب ثابت موسوم به ضریب لاگرانژ است. شرایط لازم برا 𝜆تحویل کرد که در آن  

 عبارت است از:

{
 
 

 
 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝜆

𝜕𝑔

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=
𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ 𝜆

𝜕𝑔

𝜕𝑦
= 0

𝑔(𝑥, 𝑦) = 0                

 

 رای پیدا کردن بزرگترین و کوچکترین مقدار تابع در یک ناحیه بسته، لازم است ب

 مقادیر تابع در نقاط بحرانی را حساب کنیم.  الف:

 منحنیهای مرزی پیدا کنیم.  قدار تابع را بررگترین و کوچکترین م بز ب:

 م. ختیار کنیرا ا  "ب"و  "الف"ر دست آمده دتمام مقادیر ببزرگترین و کوچکترین مقدار از بین  پ:

 یر را بدست آورید.حداقل )مینیمم( نسبی تابع ز -3-1مسئله 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 2𝑥 + 𝑦2 + 𝑦 + 4 

 کنیم.  ابتدا نقاط بحرانی تابع را پیدا می :حل

{
𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 6𝑥 + 2𝑥 + 2 = 0
𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 + 2𝑦 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −

1
4
, 𝑦 = −

1
4
 

 دهیم.حالا مبین را تشکیل می 

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = 6 ⇒ 𝐴 = 6 , 𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦)=2 ⇒ 𝐵 = 2 

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = 2 ⇒ 𝐶 = 2 , 𝐷 = 𝐵2 − 𝐴𝐶 = 4− 12 < 0 

−)با توجه ب تست پ قضیه )( نقطه  
1

 4 
, −

1

 4 
 جواب صحیح است.   (



𝑥3مینیمم نسبی عبارت   - 3-2مسئله  + 𝑦3 − 6𝑥𝑦   .را محاسبه کنید 

 حل:

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 𝑦3 − 6𝑥𝑦       , 𝑓𝑥 = 3𝑥2 − 6𝑦 

𝑓𝑦 = 3𝑦2 − 6𝑥 

 کنیم ابتدا نقاط بحرانی تابع را تعیین می

{
𝑓𝑥 = 3𝑥2 − 6𝑦 = 0
𝑓𝑦 = 3𝑦2 − 6𝑥 = 0

⇒ (0,0) , (2,2) 

𝑓𝑥𝑥 = 6𝑥 , 𝑓𝑦𝑦 = 6𝑦  , 𝑓𝑥𝑦 = −6 

(0,0) ⇒ 𝐴 = 𝑓𝑥𝑥(0,0) = 0 , 𝐵 = 𝑓𝑥𝑦(0,0) = −6 , 𝐶 = 𝑓𝑦𝑦(0,0) = 0 

𝐷              نقطه زینی است(    (0,0)) = 𝐵2 − 𝐴𝐶 = 36 > 0       

(2,2) ⇒ 𝐴 = 𝑓𝑥𝑥(2,2) = 12 , 𝐵 = 𝑓𝑥𝑦(2,2) = −6 , 𝐶 = 𝑓𝑦𝑦(2,2) = 12 

𝐷 = 𝐵2 − 𝐴𝐶 = 36 − 12 × 12 <  0 , 𝐴 => 0 

+8نیمم نسبی به اندازه  دارای می (2,2)بنابراین تابع در نقطه    8− 24 = −8 

𝑧سطحی با معادله   - 3-3مسئله  = 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦   مفروض است. نوع نقاط ایستای سطح را به

 نید. خص ک مش (1,1) , (0,0)یب در نقاط  ترت

 کنیم.  ( استفاده می2ضیه ) قاط تعیین کرده و از قمبین را برای هر یک از ن حل:

𝑧𝑥 = 3𝑥2-3𝑦   , 𝑧𝑥𝑥 = 6𝑥   , 𝑧𝑥𝑦 = −3   , 𝑧𝑦𝑦 = 6𝑦 

(0,0) ⇒ 𝐴 = 0   , 𝐵 = −3    , 𝐶 = 0 ⇒ 𝐷 = 9− 0 = 9 > 0  

 یک نقطه زینی است.  (0,0)بنابراین 

(1,1) ⇒ 𝐴 = 6   , 𝐵 = −3    , 𝐶 = 6 ⇒ 𝐷 = 9− 36 < 0 


