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 مهندس حسین خزایی

 *جزوه ماتریس و کاربردها 

 ها:* درس اول : ماتریس و اعمال روی ماتریس

 شود. ، یک ماتریس نامیده می، شامل تعدادی سطر و ستونهر آرایش مستطیلی از اعداد حقیقی تعریف:

 

 

 

 

 

mستون باشد، آن را با    nسطر و    mدارای    Aدر حالت کلی اگر ماتریسی مانند    * نتیجه: nA  دهیم. نشان می 

  Aام ماتریس   jام و ستون   iای که در سطر  گوییم، مثلا درایهبه هر عضو ماتریسف یک درایه می* درایه: 

قرار دارد را با  
ija  دهند.نشان می 

تذکر: ماتریس    *  مواقع  بعضی  می   Aدر  نوشت  توان  را  اختصار  به  و  داد  نمایش  آن  درایه عمومی  توسط 

ijA a =    در این صورت برای پیدا کردن هر درایه ماتریس .A   باید از ضابطه
ija  .تبعیت کرد 

اگر ماتریس   :1مثال
ijA a


 =  3 3

کدام   Aهای ماتریس  با ضابطه زیر تعریف شود، در این صورت جمع درایه 

 است؟

1 )2 -   2 )3 -   3 )2   4 )3 

ij

i j i j

a i j

i j i j

− 
= − =
 + 

2
1 

A→جمع درایه ها    3−=  

− − − 
 = − − 
 − 

1 3 5
3 1 4
4 5 1

 

 

 

 ستون

 دوم 

 

 ستون 

 اول

 ستون

 سوم 

 سطر اول

 
 سطر دوم
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در ماتریس  : 2مثال 
ijA a


 =  3 3

jبا   

ija i= aحاصل   1+ a a− +13 32  کدام است؟ 22

1 ) -1   2 )2 -   3 )3 -   4 )4-   

a

a a a a

a

 = + =


= + = → − + = − + = −


= + =

3
13

2
22 13 32 22

2
32

1 1 2

2 1 5 2 10 5 3

3 1 10

 

های  با درایههای روی ستون دوم  مجموع درایهدر ماتریس زیر    kبه ازای چند مقدار صحیح و نامنفی  :  3مثال

 ستون اول برابر است؟ واقع در سطر سوم 

 شمار ( بی4   2( 3   1( 2   ( هیچ 1

k

A

k

 − −
 
−=  
 + 

1 1
1 0
1 2

 

f
f

k k k k+ = − − + + → + + − =
2

1

1 1 0 2 1 1 2 

 کند. در این رابطه صدق میکنیم میبینیم که دو نقطه صحیح و نامنفی را رسم می f2و   f1وقتی دو تابع  

 

 

 

 

 

 ها :  * انواع ماتریس

دهیم و مرتبه آن  نشان می  Oهای آن صفر است. و آن را با  درایهماتریسی است که تمام  : ماتریس صفر:  1

 وابسته به مسئله است.

O


 
=  
 2 2

0 0
0 0

 

 

1 

 

1- 
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چون یک سطر دارد    است.  n1مرتبه این ماتریس    ماتریسی که فقط یک سطر دارد.: ماتریس سطری :  2

 تواند داشته باشد.هر تعداد ستونی می

 A a b c


=
1 3

 

است. چون یک ستون    n1. مرتبه این ماتریس  ماتریسی است که فقط یک ستون دارد  : ماتریس ستونی :3

 تواند داشته باشد.دارد هر تعداد سطری می

: 

nمرتبه این ماتریس  هایش با هم برابرند.  ماتریسی که تعداد سطرها و ستون : ماتریس مربعی:  4 n   .است

 این ماتریس دارای قطر فرعی و قطر اصلی است. 

 

 

 

 

 صفراند.پایین قطر اصلی آن  های ماتریسی است مربعی که تمام درایه: ماتریس بالا مثلثی: 5

ij

a d e

A b f i, j : i j a

c

 
 = →  → = 
  

0 0
0 0

 

های  درایهاین ماتریس همان ماتریس بالا مثلثی است با این تفاوت که    :* تذکر: ماتریس بالا مثلثی اکید  

 روی قطر اصلی هم صفراند.

 صفر است.های بالای قطر اصلی آن ماتریسی است مربعی که تمام درایهماتریس پایین مثلثی: : 6

ij

a

A d b i, j : i j a

e f c

 
 = →  → = 
  

0 0
0 0 

-این ماتریس همان ماتریس پایین مثلثی است با این تفاوت که درایه ماتریس پایین مثلثی اکید:  * تذکر:  

 های روی قطر اصلی هم صفراند.

 

 

 

 قطر فرعی

 قطر اصلی
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 آن صفراند.های غیر قطر اصلی ماتریسی است مربعی که تمام درایه  ماتریس قطری:: 7

ij

a

A b i, j : i j a

c

 
 = →  → = 
  

0 0
0 0 0
0 0

 

 با هم برابرند.ماتریسی است قطری که عناصر روی قطر اصلی آن : ماتریس اسکالر: 8

k

A k

k

 
 =  
  

0 0
0 0
0 0

 

باشد و  می  1آن  یک ماتریس اسکالر است که مقدار ثابت روی قطر اصلی    ماتریس همانی)واحد، یکه(::  9

 دهیم. نشان می Iآن را با  

I

 
 =  
  

3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 

n ij ijn n

  ;    i j
I a :    a

  ;   i j

=
 = =   

1
0

 

 فرعی آن صفر است.ماتریسی است مربعی که یک طرف قطر  : ماتریس شبه مثلثی : 10

 

 

 

 

یس  ماتردر : 4مثال
ijA a


 =  3 3

ijو   

ij      ;    i j
a

i j  ;   i<j


=  −

 های قطر فرعی کدام است؟مجموع درایه 

1 )6   2 )5   3 )4   4)3 

=  مجموع     5
aa

A a a

a a

= − = − 
 = → =  = → 
  =  =  

1313

22 22

31 31

1 3 2

2 2 4

3 1 3
 

 

 

 

 شبه پایین مثلثی شبه بالا مثلثی
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 ها: * عملیات مقدماتی روی ماتریس

:  ثانیا  : باید دو ماتریس هم مرتبه باشند و  اولا  برای جمع و تفریق دو ماتریس  : جمع و تفریق دو ماتریس:  1

 کنیم. را با هم جمع و تفریق میهای نظیر در دو ماتریس ، درایهآنهابرای جمع و تفریق  

، کافیست آن عدد را در تک تک  برای ضرب کردن یک عدد در یک ماتریس: ضرب عدد در ماتریس:  2

 ماتریس ضرب کنیم.ی هادرایه

های نظیر در دو ماتریس با هم  که درایهدو ماتریس هم مرتبه زمانی با هم برابرند  : تساوی دو ماتریس:  3

 برابر باشند.

به دست    A( در ماتریس  -1نمایش داده که از ضرب )  −Aرا با    Aقرینه ماتریس  : قرینه یک ماتریس:  4

)واضح است که  آید. می )A A O+ −  است. =

Aها خاصیت جا به جایی  دارد.                                               جمع ماتریس  :1  * خواص: B B A+ = + 

)                                         ها خاصیت شرکت پذیری دارد.  جمع ماتریس  :2 ) ( )A B C A B C+ + = + + 

A                                                  ماتریس صفر عضو خنثی عمل جمع است.  :3 O O A A+ = + = 

A                  در یک عدد دلخواه ضرب کرد.   توان  طرفین یک تساوی ماتریسی را می  :4 B rA rB= → = 

 بر یک عدد دلخواه مخالف صفر تقسیم کرد.  توان طرفین یک تساوی ماتریسی را می: 5

rA rB  ,  r A B=  → =0 

 اعداد حقیقی باشند داریم: s,rاگر   :6

( ) ( )r A B rA rB   ,  r s A rA sB =   =  

نامند و آن را با  میقطر اصلی را اثر ماتریس  های  در هر ماتریس مربعی مجموع درایهاثر ماتریس:  نکته:  *  

( )tr A  دهند.  نشان می 

Aاگر  :  5مثال
 

=  
 

1 0
2 3

و    
a

B
b

− 
=  − 

1
4

Aو     B+2    ماتریس همانی باشند، بزرگترین درایه ماتریسA B+ 

 کدام است؟

1 )1   2 )2   3 )3   4 )0 

A  با توجه به اینکه  جواب: B I+  آوریم: را به دست می bو   aاست مقادیر   2=
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a a
A B I

b b

a
A B

b

− + =      
+ = → + = →      − + =      

= −      
→ → + = + =      = − − − − −      

2 0 1 1 0 0 0
2

4 6 4 0 1 6 1

0 1 0 1 0 0 0
5 2 3 4 5 2 2

 

 پس بزرگترین درایه صفر است.

ماتریس :  6مثال
a c b

A
a c

+ 
=  + 0

با ماتریس    
   

B
i j

 
=  − 

2
2

شماره ستون    jشماره سطر و   iکه در آن   

 کدام است؟ abcحاصل  است، برابر است. 

1 )18 -   2 )18   3 )9   4 )9 - 

2باید   Bبرابر است. پس   Aبا   Bکنیم. توجه کنید چون ماتریس  را معلوم می Bهای  اول درایه جواب: 2 

 باشد: 

B
− − 

=  − − 

1 2 1 4
4 2 4 4

 

( )( )( )
a

B A B a c c abc

c b b

= −
− −  = → = → + = → = → = − − =  
   + = − → =−

1
1 3

2 3 1 6 3 18
2 0

3 6
 

Aاگر : 7مثال I
x

   
+ = +   
   

1 4 0 0
3 2

4 0 8
 کدام است؟ xباشد، مقدار   9برابر با  Aو اثر ماتریس   

1 )14   2 )12   3 )16   4 )16 - 

A
x

       
+ = + =       
       

1 4 2 0 0 0 2 0
3

4 0 2 0 8 0 10
 

A A
x x x

 
− −     

→ = − = → =       − −       − −
  

1 4
2 0 1 4 1 4 3 33
0 10 4 4 10 4 10

3 3 3

 

( )
x x

tr A x
 

→ = → + − = → − = → =− 
 

1 10 11
9 9 9 16

3 3 3 3 3
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 ها:* ضرب ماتریس

mاگر    : شرط انجام پذیری ضرب دو ماتریس :  1 nA     و
s pB 

Aباشد،     B    زمانی وجود دارد کهn s= 

با تعداد سطرهای  ی ماتریس اول  هاقابل تعریف است که تعداد ستونباشد. یعنی ضرب دو ماتریس زمانی  

Aبرابر باشند.  ماتریس دوم  B   ماتریسی است از مرتبهm p  . 

m n n p m pA B C   = 

شود. یعنی  ها به صورت سطر در ستون انجام میضرب ماتریس  : به دست آوردن ماتریس حاصلضرب:2

های هر سطر در ستون  داریم و درایهماتریس، از ماتریس اول سطر و از ماتریس دوم ستون برمی برای ضرب دو  

های  یعنی درایهگردد. شود و در ماتریس حاصلضرب جایگزین می حاصل با هم جمع میبه نظیر ضرب و نظیر 

 گیرد. اول و ستون را از ماتریس دوم می، سطر را از ماتریس ماتریس حاصلضرب

 

 

 

 

 

 

 ها :* ویژگی 

Aها در حالت کلی خاصیت جا به جایی ندارد.                                               ضرب ماتریس  :1 B B A   

Aدر صورتیکه   :2 B   وB A    آنگاه همواره اثر ماتریس هر دو تعریف شوند ،AB   با اثر ماتریسBA    برابر

 است. )تعویض پذیر باشند.(

( ) ( )tr AB tr BA= 

A                                                   ماتریس همانی عضو خنثی عمل ضرب است.: 3 I I A A =  = 

 توزیع پذیر است. ها ها نسبت به جمع و تفریق ماتریسضرب ماتریس :4

( )A B C A B A C  =    

 ایم. « از سمت چپ فاکتور گرفتهAکه از » توان گفت  میتوجه: اگر به ویژگی بالا از راست به چپ نگاه کنیم  

 

 



 

8 
 

 

)                          ها دارای خاصیت شرکت پذیری است. ضرب ماتریس :5 ) ( )A B C A B C  =   

 در یک ماتریس دلخواه ضرب کرد.  توان  طرفین یک تساوی ماتریسی را می :6

B C AB AC       , BA=CA= → = 

ABهای ماتریسی برقرار نسیت.                         در تساویقانون حذف در حالت کلی    :7 AC= →B C= 

 توان نتیجه گرفت یکی از دو ماتریس صفر بوده است.  ، نمیاگر حاصلضرب دو ماتریس صفر شود: 8

های نظیر روی قطر اصلی  درایهیک ماتریس قطری است که باید  حاصلضرب دو ماتریس قطری هم مرتبه    :9

 را در هم ضرب کنیم. 

' '

' '

' '

a a aa

b b bb

c c cc

    
     =    
         

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 

xاگر  :  8مثال
A

x    

 −
=  

− 

2 3 4
5 0

Bو      x

x

 
 = − 
 − 

2 1
1

7
باشد،    56برابر با    ABو درایه سطر اول و ستون دوم    

 کدام است؟ xحاصل جمع مقادیر  

1 )1   2 )3   3 )3   4 )4 

را در ستون دوم    Aاست ، کافی است سطر اول    56برابر با    ABچون درایه سطر اول و ستون دوم    جواب:

B  : ضرب کنیم 

= مجموع      3
( )( )

x x

x x
x x

x x

x ,x

 − + =
  

− − =  − − = → →    − + = −   = = −

2

2
2

3 28 56
1

3 28 0
3 4 56

7 4 0
7

7 4

 

های معادله  : جواب9مثال  
x

x O
−   

=   
   

1 0
1

2 3 1
 کدامند؟ 

   1و  3( 4    - 1و  3( 3  1و   -3( 2  - 1و   -3( 1
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 جواب:  

x  x

x

− −     
=     +     

1 0
2 3 1 2 3

 

   

( )( )

x
x x x O

x

x x x x x ,x

− 
 = − + + = =   + 

→− + + = → − + = → = = −

2

2

1 2 3 0
2 3

2 3 0 3 1 0 3 1

 

  اگر  :10مثال 
a

A
b

− 
=  
 

1
4

Bو   
 

=  − 

2 3
1 2

) ، حاصل  ماتریسی قطری باشد  ABو حاصل    )a b+
2  

 کدام است؟

1 )5 /7   2 )12   3 )25/12  4 )10 

( ) ( )

a a a
AB

b b b

a /
a b / /

b

− − − =      
= = →      − − − =      

=
→ → + = + = =

2 2

1 2 3 3 2 3 2 0
4 1 2 2 4 2 4 0

1 5
1 5 2 12 25

2

 

مربعی     Bو    Aاگر    :  11مثال ماتریس  2دو  بطوریکه    2 BAباشند 
 

=  
 

2 0
1 3

زیر     ماتریس  اثر   ،

B A B A
−   

+   − −   

7 0 6 0
2 5 2 4

 کدام است؟  

1 )2   2 )3   3 )4   4 )5 

 جواب: 

A   را از راست وB   گیریمفاکتور می را از چپ : 

( )

B A B A BIA BA

tr BA

 −       
+ = = = =        − −        

=

7 0 6 0 1 0 2 0
2 5 2 4 0 1 1 3

5

 

از رابطه ماتریسی  داخل :    98: کنکور  12مثال 
x

x x x

−   
   − − =   
   −   

3 1 1
2 1 4 0 2 2 0

1 2 0 1
کدام    xعدد غیر صفر    

 است؟

1  )2
9

   2  )3
8

   3  )4
9

   4  )3
5
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 جواب: 

 
x

x x x x

x

x x x x x x x
x

 
 − − − − = 
 − 

=
→ − − − + = → − = →
 =


2 2 2

11 1 2 3 2 0
1

0
11 2 4 3 0 9 2 0 2

9

 

 ها: * توان در ماتریس

 شوند:تعریف میبه صورت زیر  Aهای صحیح یا نامنفی  ، آنگاه توانیک ماتریس مربعی باشد  Aاگر  

n n

A I

A A

A A.A

A A .A

A A .A



−

=

=

=

=

=

1

2

3 2

1

 

 عدد حقیقی باشد، آنگاه:  kطبیعی و   nو   m،  ماتریسی مربعی A* توجه کنید اگر  

( )

( )

n

n n n

m n m n

n
m mn

: I I

: kA k A

: A A A

: A A

+

=

=

 =

=

1

2

3

4

 

، ابتدا توان دوم  ماتریسهای بزرگ در یک  برای محاسبه توانهای بزرگتر در یک ماتریس:  * محاسبه توان

 یابیم: حاصل توان بزرگ را میسپس با توجه به نکات زیر  آوریمآن را به دست می

n

n

n n

k

k

: A O A O

: A A A A

: A kA A k A

A I
: A I

A A

−

+

= → =

= → =

= → =

 =
= →

=

2

2

2 1

2
2

2 1

1

2

3

4

 

کنید:   توجه   *w    دوم توان  آوریم    Aاگر  دست  به  را  آن  سوم  توان  باید  نبود،  فوق  موارد  روی  در  از  و 

A ,A ,A3  را حدس بزنیم.  nAماتریس   2
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، در مورد توان رساندن آنها نیز برقرار  گفتیمقطری  که در مورد ضرب دو ماتریس    7صفحه    9نکته  * تذکر:  

 است. 

ماتریس  خارج:    96: کنکور  13مثال  
ijA a


 =  3 3

ijبه صورت    

        i=j
a

        i j


=  

1
2

. مجموع  تعریف شده است  

Aهای ماتریس  درایه A−2  کدام است؟ 4

1 )12   2 )15   3 )18   4)21 

 جواب: 

A A A A

A A

     
     = → − = −     
          

     
     → − = − =     
          

2

2

1 2 2 1 2 2 1 2 2
2 1 2 4 2 1 2 2 1 2 4
2 2 1 2 2 1 2 2 1

9 8 8 4 8 8 5 0 0
4 8 9 8 8 4 8 0 5 0

8 8 9 8 8 4 0 0 5
 

 →ها      = مجموع درایه 15 

Aاگر : 14مثال 

 
 =  
  

0 0 1
0 1 0
1 0 0

A، حاصل   A−100  کدام است؟ 99

1  )O   2  )
− 
 
 
 − 

1 0 1
0 0 0
1 0 1

 3  )
 
 
 
  

1 0 1
0 0 0
1 0 1

  4  )
− 

 
 
 − 

1 0 1
0 0 0
1 0 1

 

 جواب:  

A I

A I
A I I A

A A

     
     = = =     
          

− 
 =  = → → − =  =  − 

2

100
2

99

0 0 1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0 0 0 1

1 0 1
0 0 0
1 0 1
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Aاگر : 15مثال 

 
 =  
  

1 3 3
0 1 0
0 0 1

 کدام است؟ A6ماتریس  های سطر اول باشد، حاصل جمع درایه 

1 )37   2 )38   3 )32   4 )33 

A

A

     
     = =      
          
→

      
      = =      
            

2

3

1 3 3 1 3 3 1 6 6
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 6 6 1 3 3 1 9 9
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

 

n n+ → = →  + =6 1 6 6 6 1 nAnهای سطر اول   = مجموع درایه 37

n n

A

 
 = → 
  

1 3 3
0 1 0
0 0 1

 

Bاگر  :  16مثال   A

 
  
 = = 
  
   

1 1 1 14 3 6 246 2
1 11 1 1 1 2 8
4 324 8

و    
A

C
B

 
=  
 

درایه     مجموع  قطر  باشند،  های 

 داخل(   97)کنکور   کدام است؟ C2اصلی ماتریس  

1 )16   2 )18   3 )20   4 )24 

( )

C C

tr C

 
 

+ + +  
   + + +  = → =
 + + + 
  

+ + +  
 
 

→ = + + + =

2

2

1 3 6 24
1 1 1 1 11 2 8
3 1 1 1 1
1 1 1 1 1 11 4
6 2

1 1 1 11 1 1
1

24 8 4

4 4 4 4 16

 

Bاگر : 17مثال  ,A
−   

= =   
   

4 1 1 1
3 2 1 1

nBAو   
 

=  
 

96 96
160 160

 کدام است؟   nباشد،   

1 )6   2 )3   3 )9   4 )2 
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 جواب:  

n n n n
n n

n n n n

n n
n

n n

n

A A

A BA

BA

n

− − − −

− − − −

− −

− −

−

       
= = → =       
       

−    
→ = → =    

    

    
→ = =   

    

→  = → =

2 3

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

1

1 1 1 1 2 2 4 4
1 1 1 1 2 2 4 4

4 12 2 2 2
3 22 2 2 2

96 963 2 3 2
160 1605 2 5 2

3 2 96 6

 

. ولی اگر دارای  خاصیت جا به جایی نیسترای اها در حالت کلی دضرب ماتریسها : * اتحادها در ماتریس

یعنی اگر اتحادهای جبری  ، آنگاه اتحادهای جبری برای آنها برقرار است  و بالعکس.  خاصیت جا به جایی باشد 

 ها خاصیت جا به جایی دارد. مثلا داریم: ماتریس، حتما ضرب ها برقرار باشد در ماتریس

( )AB BA A B A AB B= →  =  +
2 2 22 

( )( )AB BA A B A B A B= → + − = −2 2 

( )( )AB BA A B A B A AB B= → − = − + +3 3 2 2 

( )( )AB BA A B A B A AB B= → + = + − +3 3 2 2 

. بنابراین تمام  دارای خاصیت جا به جایی است  Aبا هر ماتریس دلخواه مانند    Iضریب ماتریس  * تذکر:  

 برقرار است.  Aو   I  های در مورد ماتریساتحادهای جبری  

اگر : 18مثال 
m

B ,A
n

   
= =   −   

2 1 2
3 1 2

)و    )( )A B A B− mباشند، حاصل   + n+ کدام است؟ 

1 )4   2 )4 -   3 )6   4 )3 

( )( )

AB BA

A B A B A B AB BA

m m n
AB

n n m

m m m
BA

n n n

m m
m n

n n

=

− + = − → =

 +     
= =      − −      ⎯⎯⎯→

 − +     
 =      − − +       

− = → = −
→ + = − + = − − = → =

2 2

1 2 2 8 2
1 2 3 1

2 1 2 2 4
3 1 2 3 6

2 8 6
6 2 4

3 1 2
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A  در رابطه A: اگر ماتریس مربعی  19مثال  A I O− − Aصدق کند، حاصل   2= A+11  کدام است؟ 12

1  )I   2  )I A+2  3  )I A−2  4  )A− 

  

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

A A I

A A I O A A I

A A I A A I A A I

A A I A I A A

A A A A A A A A A A A A A A I I A

A A A A A A A A A A A I A

A A A I A A I A I

A A I A I I A

= −

− − = → = −

= − → = − = − + ⎯⎯⎯→

= − − + → =−

=   = − −  = =  = −  = − = − − = −

=   = − − − = − = −  = − − 

= − + = − − + = − + + =

→ + = − + = −

2

2 2

22 4 2

4 4

11 4 4 3 3 5 4 1 2

12 4 4 4 3 2

2

11 12

2

2

2

 

Aاگر  : 20مثال  A I O+ +  کدام است؟ A56باشد،  2=

1  )A−   2  )I−   3  )A   4  )A2 

( )( )
( )

( )

A I A A I A I A I

A A I O A I A I O A I

A A .A I .A I.A A

− + + = − = −

+ + = → − → − = → =

→ = = = =

2 3 3 3

2 3 3

1856 3 2 18 2 2 2

 

Aیک ماتریس مربعی باشد به طوریکه   Aاگر  : 21مثال  A O− )، آنگاه   2= )I A−
 کدام است؟  12312

1  )A   2  )I   3  )A I−2  4  )A I+2 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

A A

A A O A A

A I A AI I A A I

A I A A I A I I

A I A I . A I I . A I A I

=

− = → =

− = − + = − + ⎯⎯⎯→

− − + → − =

− = − − = − = −

2

2 2

2 2 2 2

2 2

1231 1230 1230

2 4 4 4 4

2 4 4 2

2 2 2 2 2

 

Aو  ماتریسی مربعی باشد  Aفرض کنید   : 22مثال  O=3   حاصل ،( )A I A−
52  چیست؟ 3

Aاز    O=3 گیریم که  نتیجه میA A .... O= = =4  ، داریم:5

( ) ( )( )( )
( )

A I A A I I A A A ... A

A I A CA A A CA A A

  − = − + + + +

= − + = − + = −

5 5 4 2 3 5
2 3 5

2 2 3 2

2 3 2 5 2 3

32 240 32 240 32 240
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B. و  های مربعی هم مرتبه هستند ماتریس  Bو    A:  23مثال   I=4    وAB B A= ). ماتریس  3 )AB
برابر    22

 کدام است؟

1  )I   2  )A   3  )A2   4  )B 

Bاز   I=4  گیریم که  نتیجیه میB B=5 توانیم بنویسیم: . حال می 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

AB AB .AB AB AB B AB B A B

             =AB .AB AB. AB AB B A

             =AB A AIA A

= = =

= =

= =

22 2 2 2 2 3

5 3

4 2

 

 * جزوه ماتریس و کاربردها:  

 های تکمیلی از درس اول: * مثال

3یک ماتریس    Aاگر    :  24مثال   های ستون  ، جمع درایهاز ضابطه زیر به دست آید های آن  باشد که درایه  3

 آن چقدر است؟دوم 

1 )5   2 )2   3 )3   4 )4 

ij

i j , i j a

a        ,  i j a

j i  ,  i j a

 +  → =  + =
 

= = → = → − = 
 −  → = − = − 

2
12

22

32

2 2 1 4 6

0 0 6 1 5

2 3 1
 

Aاگر   :25مثال 
 

=  − 

1 0
2 1

Bو   
 

=  
 

3 2
0 1

 کدام است؟  AB2و ستون دوم  ، درایه واقع در سطر دوم  

1 )5   2 )5-     3 )10   4 )10 - 

 : را به دست آوریم B2. پس ابتدا باید ستون دوم  مضرب کنی  B2دوم  را در ستون  Aد سطر دوم  یمیدانیم با

B

AB a

    
= =    
        

     
= = → =     

−          

2

2
22

3 2 2 6
1 0 0 2

6
10

2 102 1
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کنیم      :26مثال   فرض  Aاگر 
 

=  
 

1 4
4 1

Bو    
m n

 
=  
 

2 3
مرتب     زوج  چند   ،( )m,n  میباع که  شوند  ث 

AB BA=  شود؟ 

 2( 4   1( 3  شمار ( بی2   ( هیچ 1

( ) ( )

m n
AB

m n m n
AB BA

BA
m n m n m n

m m m
m,n ,

n n n

+ +     
= =      + +      → =

     
= =     + +      

→ + = → = → = 
→ =→ + = → = → = 

1 4 2 3 2 4 3 4
4 1 8 12

2 3 1 4 14 11
4 1 4 4

2 4 14 4 12 3
3 2

3 4 11 4 8 2

 

Aاگر  : 27مثال 
 

=  
 

1 2
1 1

Aاشیم  و داشته ب  A I = ، آنگاه   3+ + کدام است؟ 

1 )7   2 )10   3 )5   4 )3 

A

A

A
 

 
  

     
= =     
     

     
= =     
     

 + = → =    
= + →      + = → =    

2

3

3

1 2 1 2 3 4
1 1 1 1 2 3

3 4 1 2 7 10
2 3 1 1 5 7

1 2 1 0 2 0 10 5
1 1 0 1 1 7 2

 

Aاگر  : 28مثال 
 

=  − 

0 1
1 0

 کدام است؟ A1390باشد،   

1  )A   2  )I   3  )I−   4  )A− 

( )

A I

A

A I

A A A I I I

−     
= = = −     − − −     

− −     
= =     − −     

−     
= = =     −     

→ =  = − = −

2

3

4

3471390 4 2 347

0 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 1

1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0

0 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 1

 

( ) ( )A I A A I I=− → = = − =−
695 6952 1390  راه سریع :   2
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های  اگر ماتریس:  29مثال  
sin x

A

cos y cos x

 
 =
 
 

1
Bو    2

 
=  
 

3 4
4 3

xر باشند ،  تعویض پذی   y+    چند درجه

 است؟

1 )75   2 )85   3 )95   4 )105 

sin x sin x sin x
AB

cos y cos x cos y cos x cos y cos x

sin x sin x cos y cos x
BA

cos y cos x sin x cos y cos x

   
+ +    = =      ++ +   

   
+ +     = =       + +   

1 33 4 3 2 4
2 2

4 3 3 4 4 3

1 33 4 3 4 4
2 2

4 3 4 3 2 3

 

sin x cos x
sin x cos x

x

cos y
AB BA

cos y cos x cos x y

x y







 =
+ = + → 

=
  =→ = →  + = + → =

 + = 

3 3
4 4

2 2 45

1
2

4 3 2 3 60

105

 

Aاگر  : 30مثال  O=2  باشد، حاصل( )A I A+
 کدام است؟  3

1  )A   2  )A3     3  )A I+  4  )A I− 

( )
I I O O

A I A A I I A I A A AI A A
 

+ = + + + = + = 
 

3 3 2 2 3 23 3 3 

Aاگر  : 31مثال  A=2  کدام است؟ A100آنگاه   3

1  )A99 993  2  )A993  3  )A3   4  )I3 

( ) ( )

( )( ) ( )

A A A A A A A A
A A

A A A A A A A A

= = = = =
→ =

= = = = = 

3 2 2 2

100 99
4 3 2 2 2 2 3

3 3 3 3 3
3

3 3 3 3 3
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Aاگر  : 32مثال  O=2 ه حاصل باشد، آنگا( )A A I−
32  کدام است؟  3

1  )A27  2)  A−27    3  )I27   4  )I−27 

 

( )( )( )( )
( )

A A A I A I I

A A A I A A A A

− − − −

− − = − − = −

3

2 2

8 3 2 3 2 3 27

36 54 27 36 54 27 27
 

ماتریس:  33مثال   مربعی  اگر  رابطه    Bو    Aهای  Aدر  B

 
− 

= − 
 −
  

2 1
3 3
1 2
3 3

کنند،     ماتریس  صدق  اثر 

( )B BA AB A+ + +
32  کدام است؟  2

1  )1
9

   2  )2
9

   3  )1
27

   4  )2
27

 

( )

( )

( ) ( )( )

( )( )

B BA AB A A B

A B

A B I

B BA AB A A B I I I

I tr A B

+ + + = +

 
− 

+ =  
 −
  

     
− −     

+ = = =     
     − −
          

 
+ + + = + = = = 

 

 
 

→ = → + = 
 
  

22 2

2

333 22 2 3

32

2 1
3 3
1 2
3 3

2 1 2 1 1
0

13 3 3 3 3
1 2 1 2 1 3

0
3 3 3 3 3

1 1 1
3 27 27

1
0

1 227
27 1 27

0
27 
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Aو  یک ماتریس مربعی باشد  Aاگر   : 34مثال A I= A، حاصل 22− A−4  ست؟چی 52

1  )A I+5 2  2  )A I− −5 2  3  )A I−5 2  4  )A I− +5 2 

( )

( )( )

( )

A A I A A A A A I

                              A A I A I

                              A A A I

                              A A I A I

                              A A I

        

= + → →  = −

→ = + +

→ = + +

→ = + + +

→ = +

2 2 2 2 2

4

4 2

4

4

2 2

2 2

4 4

4 2 4

12 5

( )

( )

                      A A I

A A A A I A A A

                                      A A I A

                                      A A I

                                      A

→ = +

→  = + → = +

→ = + +

→ = +

→

4

4 5 2

5

5

4

2 24 10

12 5 12 5

12 2 5

29 12

2 ( )A A I A I

                                      A A A I

− = + − +

→ − = − −

5

4 5

24 10 12 29 12

2 5 2
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