
 فصل سوم 

 چند متغیره های مدل

 مقدمه

متغیرهای بسیاری وجود  اصولاً باشد نمیدر دنیای واقعی رابطه بین متغیرها به صورت ساده و دو متغیره 

در مدل ظاهر شوند. مدل رگرسیونی دو متغیره  بایستی میدارند که در هر معادله رگرسیونی اثرگذار بوده و 

توانایی تشریح و نشان دادن اثر سایر متغیرهای توضیحی بر متغیر وابسته در مدل را ندارد برای همین 

. در مدل رگرسیون چند متغیره امکان وارد کردن شود میرگرسیونی چند متغیره استفاده  های مدلمنظور از 

 ر متغیر وابسته وجود دارد. چندین عامل مهم و اثرگذار ب

 𝛽۱  به طوری که در معادله رگرسیونی
 , 𝑌 =   𝛽۰ + 𝛽۱ 𝑋۱ + 𝛽۲ 𝑋۲ + U   معیاری برای اندازه گیری

 . همچنین فرضباشد می با ثابت در نظر گرفتن سایر عوامل اثرگذار در مدل 𝑋۱با توجه به  Yتغییرات 

,  𝐸 (𝑈| 𝑋۱ شود که در این مدل  می 𝑋۲ ) =   𝑋۲و   𝑋۱ و یا به عبارت دیگر برای هر مقداری از  باشد می ۰ 

تواند  می . در هر مدل رگرسیونی چند متغیره مدلباشد میدر جامعه میانگین عوامل غیرقابل مشاهده صفر 

و رابطه تبعی بین  باشد میها  پارامتر نامشخص باشد که شامل عرض از مبداء و ضرایب شیب k+۱شامل 

 قل و وابسته به صورت درست تصریح شده باشد.متغیرهای مست

 چند متغیره های مدلبه  OLSبسط روش 

ی که شامل چند متغیر مستقل باشند بسط داد. مدل چند های مدلتوان به آسانی به  می را OLSروش 

 ( متغیر وابسته باشد(:Y( و )Xمتغیر مستقل ) K=۲متغیره زیر را در نظر بگیرید )به طوری که 

𝑌𝑡 = 𝛽۰ +  𝛽
𝑡۱ 𝑋𝑡۱ + 𝛽۲ 𝑋𝑡۲ + 𝑢𝑡   

 با مجذور نمودن طرفین و گرفتن مجموع، داریم:



𝑆 =  ∑(𝑌𝑡 − 𝛽̂۰ −  𝛽̂۱ 𝑋𝑡۱ − 𝛽̂۲ 𝑋𝑡۲ )
۲ 

= ∑𝑢̂𝑡  

𝜕𝑆

𝜕𝛽̂۰

= −۲ ∑(𝑌𝑡 − 𝛽̂۰ −  𝛽̂۱ 𝑋𝑡۱ − 𝛽̂۲ 𝑋𝑡۲ )
۲ 

= ۰  

𝜕𝑆

𝜕𝛽̂۱ 

= −۲ ∑𝑋𝑡۱ 
(𝑌𝑡 − 𝛽̂۰ −  𝛽̂۱ 𝑋𝑡۱ − 𝛽̂۲ 𝑋𝑡۲ )

۲ 
= ۰  

𝜕𝑆

𝜕𝛽̂ ۲  

= −۲ ∑𝑋𝑡۲ 
(𝑌𝑡 − 𝛽̂۰ −  𝛽̂۱ 𝑋𝑡۱ − 𝛽̂۲ 𝑋𝑡۲ )

۲ 
= ۰  

 با استفاده از معادلات فوق داریم:

∑(𝑌𝑡 − 𝛽̂۰ −  𝛽̂۱ 𝑋𝑡۱ − 𝛽̂۲ 𝑋𝑡۲ ) =  ۰   

∑𝑋𝑡۱ 
(𝑌𝑡 − 𝛽̂۰ −  𝛽̂۱ 𝑋𝑡۱ − 𝛽̂۲ 𝑋𝑡۲ ) = ۰  

∑𝑋𝑡۲ 
(𝑌𝑡 − 𝛽̂۰ −  𝛽̂۱ 𝑋𝑡۱ − 𝛽̂۲ 𝑋𝑡۲ ) = ۰  

∑𝑌𝑡 = 𝑇 𝛽̂۰  + 𝛽̂۱ ∑𝑋
𝑡۱ + 𝛽̂۲ ∑𝑋

𝑡۲   

∑𝑋
𝑡۱𝑌𝑡 = 𝛽̂۰ ∑𝑋

𝑡۱ + 𝛽̂۱ ∑𝑋
𝑡۱

۲ 
 +   𝛽̂۲ ∑𝑋

𝑡۱ 𝑋𝑡۲    

∑𝑋
𝑡۲ 𝑌𝑡 = 𝛽̂۰ ∑𝑋

𝑡۲ + 𝛽̂۱ ∑𝑋
𝑡۱ 𝑋𝑡۲  +   𝛽̂۲ ∑𝑋

𝑡۲

۲ 
   

[
 
 
 
 
 ∑  𝑌𝑡      

∑𝑋
𝑡۱ 𝑌𝑡

∑𝑋
𝑡۲ 𝑌𝑡]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 𝑇 ∑𝑋

𝑡۱ ∑𝑋
𝑡۲ 

∑𝑋
𝑡۱ ∑𝑋

𝑡۱

۲ 
∑𝑋

𝑡۱ 𝑋𝑡۲ 

∑ 𝑋
𝑡۲ ∑𝑋

𝑡۱ 𝑋𝑡۲ ∑𝑋
𝑡۲

۲ 

]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
𝛽̂۰

𝛽̂۱ 

𝛽̂۲ ]
 
 
 
 

 

 

  𝛽̂۲  تا  𝛽̂۰ . )مجهولاتکرد حل کرامر قاعدهبا استفاده از  مجدداًتوان  می سه معادله سه مجهولی فوق را

 باشند(. می



 متغیر به صورت زیر در نظر بگیریم:  Kمشاهده را برای  Tام از تعداد  tاجازه دهید مشاهده 

𝑌𝑡 =  𝛽۱ 𝑋𝑡۱ + 𝛽۲ 𝑋𝑡۲ + ⋯+ 𝛽𝑘 𝑋𝑘𝑡 + 𝑢𝑡 

𝑌 = 𝑋𝛽 + 𝑢  

 شکل بسته ماتریسی آن خواهد بود: 

[
 
 
 
 
 
𝑌۱۱

𝑌۲۱

 ⋮ 
𝑌

𝑇۱]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑋۱۱

𝑋۲۱

 ⋮ 
 𝑋

𝑇۱

  

𝑋 ۱۲ 

𝑋 ۲۲ 

 ⋮ 
𝑋

𝑇۲

 𝑖۰ … 

𝑙۰ …

𝑖.

𝑖 …

   

𝑋۱k 

𝑋۲𝐾 

 ⋮ 
𝑋𝑇k ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝛽̂۱ 

𝛽̂۲ 

⋮

𝛽̂𝑘 ]
 
 
 
 
 

+ 

[
 
 
 
 
𝑢۱۱

𝑢۲۱

⋮
𝑢

𝑇۱]
 
 
 
 

 

S ،:مجموع مجذورات پسماندها است 

𝑆 =  ∑(𝑌𝑡 − 𝛽̂۱ 𝑋𝑡۱ −  𝛽̂۲ 𝑋𝑡۲ − ⋯− 𝛽̂𝑘 𝑋𝑡𝑘 )
۲ 

= ∑𝑢̂𝑡 

۲ 
  

𝜕𝑆

𝜕̂ 𝛽̂۱ 

= −۲ ∑𝑋
𝑡۱ (𝑌𝑡 − 𝛽̂۱ 𝑋𝑡۱ −  𝛽̂۲ 𝑋𝑡۲ − ⋯− 𝛽̂𝑘 𝑋𝑡𝑘 ) = ۰  

𝛽̂۱ ∑ 𝑋
۱ 

  ۲ 
+ 𝛽̂۲ ∑𝑋۱ 𝑋  ۲  

 + ⋯+ 𝛽̂𝑘 ∑𝑋۱ 𝑋𝑘  = ∑ 𝑋۱ 𝑌  

𝛽̂۱ ∑ 𝑋۱ 𝑋  ۲  
+ 𝛽̂۲ ∑𝑋

۲ 

  ۲ 
 + ⋯+ 𝛽̂𝑘 ∑𝑋۲ 𝑋𝑘  = ∑ 𝑋۲ 𝑌  

⋮                  ⋮                              ⋮                            

𝛽̂۱ ∑ 𝑋۱ 𝑋𝑘  + 𝛽̂۲ ∑𝑋۲ 𝑋𝑘   + ⋯+ 𝛽̂𝑘 ∑𝑋
k 

۲ 
= ∑𝑋𝑘 𝑌  

[
 
 
 
 
 
 
 ∑𝑋

۱ 

  ۲ 

∑𝑋۱ 𝑋  ۲  

⋮

∑𝑋𝑘  𝑋۱ 

     

∑𝑋۱ 𝑋  ۲  

∑𝑋
۲ 

  ۲ 

⋮

∑𝑋𝑘  𝑋۲ 

     

…
…
⋮
…
.
.
…

     

∑𝑋۱ 𝑋𝑘  

∑𝑋۲ 𝑋𝑘   

⋮

∑𝑋
k 

۲ 

]
 
 
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 
 
𝛽̂۱ 
.

𝛽̂۲ 

⋮
⋮

𝛽̂𝑘 ]
 
 
 
 
 
 

 =   

[
 
 
 
 
 
 ∑𝑋۱ 𝑌

∑𝑋۲ 𝑌

⋮            

∑𝑋𝑘 𝑌

    

]
 
 
 
 
 
 

 

 توان نوشت:  می که به شکل ماتریس



(X′X) 𝛽̂  =  X′Y 

 کنیم:  می پیش ضرب X′X دو طرف را در معکوس

(X′X)
−۱

 (X′ 𝑋̂) 𝛽̂  = (X′X)
−۱

 X′Y 

 داریم:

𝛽̂  = (X′X)
−۱

 X′Y 

 مثال:

𝑌𝑡 = 𝛽۱ 
+ 𝛽۲ 

 𝑋𝑡 + 𝑢𝑡  

𝑋 =  

[
 
 
 
 
 ۱

۱
⋮

1

  

𝑋۱ 

𝑋۲ 

⋮
𝑋𝑡 ]

 
 
 
 
 

, 𝑋′ = [
1   
𝑋۱  

1
𝑋۲ 

  
1𝑖۲ 

 … 𝑖𝑖

 
…1
𝑋۱ 

 
1
𝑋۱ 

] 𝑋′𝑋 =  [

T
.

∑𝑋𝑡

 

∑𝑋𝑡

∑𝑥𝑡

۲
]  

𝑋′𝑌 =  [
∑𝑌𝑡     

∑𝑋𝑡 𝑌𝑡

 ] ,     𝑌 =  [

𝑌۱ 

⋮
𝑌𝑇 

] 

 𝛽̂  =  [

𝛽̂۱ 

𝛽̂۲ 

]  =  [

T
.

∑𝑋𝑡

 

∑𝑋𝑡

∑𝑥𝑡

۲
]

−۱

 [
∑𝑌𝑡     

∑𝑋𝑡 𝑌𝑡

 ] =   

[
 
 
 
 
 
 
 ∑ 𝑌𝑡 ∑𝑋𝑡

۲
− ∑𝑌𝑡𝑋𝑡  ∑ 𝑋𝑡 

𝑇 ∑ 𝑥𝑡

۲
− (∑𝑋𝑡)

۲
    

𝑖
𝑇 ∑𝑋𝑡 𝑌𝑡 − ∑𝑋𝑡 ∑𝑌𝑡 

𝑇 ∑ 𝑥𝑡

۲
− (∑𝑋𝑡)

۲

 

]
 
 
 
 
 
 
 

   

 فرض جدید

فرض جدیدی را باید به فروض مدل رگرسیون اضافه کنیم و آن این است که اگر ماتریس مشاهدات بر روی 

 K≤Tبرابر  ای مرتبهباید  می ، این ماتریسباشد می T.K نشان دهیم، ماتریس Xمتغیرهای مستقل را با 

پارامتر مدل را به دست آوریم. اما چنانچه مرتبه  Kتوانیم  می داشته باشد. تنها در این صورت است که

ستون مستقل  Kباشد، یعنی ماتریس مشاهدات، بر روی متغیرهای مستقل دارای  Kاز  تر کوچک X ماتریس



باشند و  نمی ضرایب متغیرهایی که با یکدیگر رابطه خطی دارند، قابل تفکیک از یکدیگر آنگاهاز هم باشد 

 به آن خواهیم پرداخت.  بعداًکه  شود میگفته  ۱به این مسئله مشکل هم خطی اصطلاحاً

𝛽̂   دریادآوری:  = (X′X)
−۱

 X′Y نیازمند به معکوس نمودن ماتریس X'X چنان چه ماتریس باشیم می ،X 

 ۲آن را منفرد اصطلاحاًمعکوس پذیر نبوده و  X'X باشد، در آن صورت ماتریس Kدارای مرتبه کمتر از 

 گویند.

توان نشان داد که  می در مورد تفسیر معادله رگرسیون برآورد شده به صورت روش حداقل مربعات معمولی

 :اگر معادله زیر را داشته باشیم

𝑌̂ = 𝛽̂۰ + 𝛽̂۱𝑋۱ + 𝛽̂۲𝑋۲ 

 با استفاده از تفاضل معادله فوق داریم:

∆𝑌̂ =  𝛽̂۱∆𝑋۱ + 𝛽̂۲∆𝑋۲ 

 ثابت باشد داریم: ۲Xحال اگر 

∆𝑋۲ = ۰  →  ∆𝑌̂ =  𝛽̂۱∆𝑋۱ 

 بنابراین در یک معادله گرسیون چند متغیره ضریب برآورد شده با فرض ثابت بودن سایر متغیرها تحلیل

 شود. می

یک معادله رگرسیون چند متغیره تحت چه شرایطی با ضریب  توان نشان داد که ضریب برآورد شده درمی

. برای این منظور کافی است نشان دهیم باشد می برآورد شده در معادله رگرسیون دو متغیره با یکدیگر برابر

 که چنانچه:

𝑌̂ = 𝛽̂۰ + 𝛽̂۱𝑋۱ + 𝛽̂۲𝑋۲ 

 

                                                           
1 Multicollinearity  

2
 Singular 



برازش کنیم و جملات اخلال ناشی از این معادله رگرسیون را به عنوان مثال  𝑋۲را بر روی  𝑋۱حال اگر 

 خواهیم داشت: Yداشته باشیم تحت این شرایط از برازش این جمله اخلال بر روی  ri1تحت عنوان 

𝛽̂۱ =

∑ 𝑟̂𝑖1 𝑌𝑖
𝑛 

𝑖=۱ 
 

∑ 𝑟̂
𝑖۱ 

𝑛 

𝑖=۱ 

  

𝑟̂به طوری که 
𝑖۱  بخشی از𝑋۱ که دارای همبستگی با  باشد می𝑋۲ بنابراین با توجه به این رابطهباشد نمی . 

𝛽̂۱ دو معادله رگرسیونی زیر را داشته باشیم تحت چه شرایطی  اگرتوان بیان کرد  می = 𝛽۱  برقرار 

 . باشد می

𝑌̃ =  𝛽۰ + 𝛽۱𝑋۱ 

𝑌̃ =  𝛽  ۰ + 𝛽̂  ۱ 𝑋
 ۱  

+ 𝛽̂۲𝑋۲ 
 

 توان به صورت زیر نمایش داد: می را 𝛽۱و  𝛽̂۱رابطه بین 

𝛽  ۱ = 𝛽̂ ۱ + 𝛽̂ ۲ 𝛿  ۱  

𝑋ضریب مربوط به معادله رگرسیون برازش   𝛿۱که در آن 
𝑖۲ 

𝑋بر روی  
𝑖۱ 

 :باشد می 

𝑋𝑖2 = 𝛿۰ 
+ 𝛿۱ 

𝑋
𝑖۱ 

 + 𝑟𝑖   

 𝛽̂۱بنابراین زمانی 
= 𝛽۱ 

 : که دو حالت زیر وجود داشته باشد باشد می  

۱ ) 𝛽̂  ۲ = 𝑋؛ به عبارتی متغیر  ۰  را  Yکه وارد معادله رگرسیون شده هیچ گونه قدرت توضیح دهندگی    ۲

 ندارد. Yیک متغیر بی ربط باشد که همبستگی با  𝑋۲نداشته باشد و یا 

۲ )𝛿 ۱ = 𝑋 ؛ به عبارت دیگر هیچ گونه همبستگی بین ۰
𝑋و  ۱ 

 وجود نداشته باشد.  ۲ 

های  معادله رگرسیون زیر به صورت انحراف از میانگین در نظر گرفته شده باشد، برآورد چنانچه (۱مثال 

 حداقل مربعات معمولی از ضرایب معادله رگرسیون را به دست آورید:



𝑦𝑡 = 𝛽۱ 
𝑋۱𝑡 

+ 𝛽۲𝑋۲𝑡 
+ 𝑢𝑡  

∑𝑋
۱

۲
 = ۴۲,       ∑𝑋

۲

۲
 = ۲۶,         ∑𝑦

۲
 = 5۲5,         ∑𝑋۱ 𝑦  = 3۰,        ∑𝑋۲ 𝑦  = ۲۰,  

    ∑𝑋۱𝑋۲   =  ۰ ,                    𝑛 =  ۲۴ 

 با توجه به استخراج ضرایب معادله رگرسیونی با استفاده از روش ماتریس داریم:

𝛽̂ = (𝑋
۱
′  𝑋۱)

−۱

 𝑋
۱
′𝑌 

 

𝛽̂ =  [

𝛽̂۱ 

𝛽̂۲ 

]  =  

[
 
 
 
 ∑𝑋

۱

۲
     

.

∑𝑋۱𝑋۲  

 

∑𝑋۱𝑋۲  

∑𝑋
۲

۲
    

]
 
 
 
 
−۱

 [

∑𝑋۱𝑦 

∑𝑋۲𝑦
] =  [

۴۲     
.

۰
 

۰

۲۶  
]

−۱

 [
3۰

۲۰
 ] 

=
۱

۲۶ ∗  ۴۲
  [

۲۶       
.

۰
 
۰

۴۲
] [

3۰

۲۰
 ] =

۱

۱۰9۲ 
  [

۲۶       
.

۰
 
۰

۴۲
] [

3۰

۲۰
 ] =   

[
 
 
 
 
 ۲۶

۱۰9۲ 
       

.

۰

 

۰

۴۲

۱۰9۲ 
]
 
 
 
 
 

[
3۰

۲۰
 ]   

= 

[
 
 
 
 
 
 ۲۶

۱۰9۲ 
   ∗ 3۰ 

.

۴۲

۱۰9۲ 
 ∗  ۲۰

]
 
 
 
 
 
 

=  [
۰.7۱۴۲

۰.7۶9۲
 ] 

با توجه به اطلاعات جدول ذیل معادله رگرسیون چند متغیره مورد نظر را برازش کرده و ضرایب  (۲مثال 

 آن را محاسبه کنید:

  



 جدول

۲X ۱X Y مشاهده 

۱ ۱۴ ۴۶ ۱ 

۱.۲5 ۱5 5۱ ۲ 

3 ۱۶ ۶9 3 

3.۲5 ۱7 7۴ ۴ 

۴ ۱8 8۰ 5 

5.۲5 ۱9 8۲ ۶ 

5.5 ۲۰ 97 7 

 توان ساختار زیر را بیان کرد: می با توجه به فرم ماتریسی بیان شده در این فصل

𝑁𝛽̂ ۰ + 𝛽̂ ۱ ∑𝑋۱𝑖
+ 𝛽̂۲  ∑𝑋۲𝑖

= ∑𝑌𝑖  

𝛽̂ ۰ ∑𝑋۱𝑖
+ 𝛽̂ ۱  ∑𝑋

۱𝑖

۲
+ 𝛽̂۲  ∑𝑋۱𝑖

𝑋۲𝑖
 =  ∑𝑋۱𝑖

𝑌𝑖 

𝛽̂۰ ∑𝑋۲𝑖
+ 𝛽̂ ۱  ∑𝑋۱𝑖

𝑋۲𝑖
+ 𝛽̂۲  ∑𝑋

۲𝑖

۲
 =  ∑𝑋۲𝑖

𝑌𝑖 

 7𝛽̂۰    ۱۱9𝛽̂۱  ۲3. ۲5 𝛽̂۲ = ۴99   𝛽̂۰ = −۲9. ۲3۱ 

۱۱9𝛽̂۰       ۲۰5۱𝛽̂۱ ۴۱7.75 𝛽̂۲ = 87۰9   𝛽̂۱ = −5. ۲۱9 

۲3. ۲5𝛽̂۰  ۴۱7.75𝛽̂۱ 95.9۴ 𝛽̂۲ = ۱8۴۱.۲5    𝛽̂۲ = −3. 5۴9 

بیان شده افراد های  باشیم با توجه به ویژگیچنانچه به دنبال بررسی عملکرد افراد در محیط کار ( 3 مثال

 تجربه کاری و ارزش تحصیلات افراد را بر عملکرد افراد مورد بررسی قرار دهید:های  شاخص تأثیر

  



 جدول

  ۲X  *۱X Y*۲X Y*۱X ۲X ۱X  Y 

۱۰۰۰ ۲5 ۴۰ ۲5 ۴۰ ۱ 

9۰۰ ۴۰ 9۰ ۲۰ ۴5 ۲ 

۱۱۴۰ 3۰ 38 3۰ 38 ۱ 

۱5۰۰ 9۰ ۱5۰ 3۰ 5۰ 3 

۱3۴۴ 5۶ 9۶ ۲8 ۴8 ۲ 

۱۶5۰ 9۰ ۱۶5 3۰ 55 3 

۱8۰۲ ۱۰۲ ۱59 3۴ 53 3 

۱98۰ ۱۴۴ ۲۲۰ 3۶ 55 ۴ 

۱85۶ ۱۲8 ۲3۲ 3۲ 58 ۴ 

۱3۶۰ ۱۰۲ ۱۲۰ 3۴ ۴۰ 3 

۲۰9۰ ۱9۰ ۲75 38 55 5 

۱3۴۴ 8۴ ۱۴۴ ۲8 ۴8 3 

۱35۰ 9۰ ۱35 3۰ ۴5 3 

۱98۰ 7۲ ۱۱۰ 3۶ 55 ۲ 

۲۰۴۰ ۱3۶ ۲۴۰ 3۴ ۶۰ ۴ 

۲۲8۰ ۱9۰ 3۰۰ 38 ۶۰ 5 

۲5۲۰ ۲۱۰ 3۰۰ ۴۲ ۶۰ 5 

۲۴7۰ ۱9۰ 3۲5 38 ۶5 5 

۱7۰۰ ۱3۶ ۲۰۰ 3۴ 5۰ ۴ 

۲۲۰۴ ۱۱۴ ۱7۴ 38 58 3 

 ۲X  *۱X Y*۲X Y*۱X ۲X ۱X  Y 

 ۶5 ۱۰38 ۶55 35۱3 ۲۲۱9 3۴5۱۰ جمع

 ۲۰ ۲۰ ۲۰ ۲۰ ۲۰ ۲۰ تعداد

 



توان برآوردگرهای روش حداقل مربعات را به صورت ذیل استخراج  می خطی بیان شدههای  روش بر اساس

 کرد: 

𝛽̂۱ =

(∑𝑋
۲

۲
) (∑𝑋۱𝑦)− (∑𝑋۱𝑋۲) (∑  𝑋۲𝑌)

(∑𝑋
۱

۲
) (∑𝑋

۲

۲
)− (∑𝑋۱𝑋۲)

۲
=

(5۲۱.75) (۱39.5)− (5۱5.5) (9۰.۲5) 

( ۱۰9۱. 8) (5۲۱.75)− (5۱5.5)
۲

    

=
(7۲78۴.۱3)−(۴۶5۲3.88) 

(5۶9۶۴۶.7)−(۲۶57۴۰.3)
=

۲۶۲۶۰.۲5 

3۰39۰۶.۴ 
= ۰.۰8۶۴  

 

𝛽̂۲ =

(∑𝑋
۱

۲
) (∑𝑋۲𝑦)−(∑𝑋۱𝑋۲) (∑  𝑋۱𝑌)

(∑𝑋
۱

۲
) (∑𝑋

۲

۲
)−(∑𝑋۱𝑋۲)

۲
=

( ۱۰9۱. 8) (9۰.۲5)− (5۱5.5) (۱39.5) 

( ۱۰9۱. 8) (5۲۱.75)− (5۱5.5)
۲

   

=
۲۶۶۲۲.7 

3۰39۰۶.۴ 
= ۰.۰8۶۴  

𝛽̂۰ = 𝑌̅ − 𝛽̂۱ 𝑋̅۱ − 𝛽̂۲ 𝑋̅۲ = 3.۲5 − ۰.۰8۶۴ (5۱.9) −  ۰.۰87۶ (3۲.75) =  − ۴.۱۰ 

𝑌̂ =  − ۴.۱۰  +۰.۰8۶𝑋۱ + ۰.۰87𝑋۲  

 فصل چهارم

 خواص آماری 

  OLSبرآورد کننده 

 مقدمه

متغیر  Yiکه در بخش رگرسیون دو متغیره و روش حداقل مربعات معمولی بیان شد، رابطه بین  گونه همان

 : گیریم می)متغیر مستقل( را در جامعه آماری به صورت مدل رگرسیون زیر در نظر  Xiوابسته( و 

𝑌𝑖 = 𝛽 ۰ + 𝛽 ۱ 
𝑋𝑖 + 𝑈𝑖    i = ۱, ۰۰۰۰, n 

  اختلال عبارتند از: در مورد جملهفروض کلاسیک رگرسیون 



(۱ )𝐸(𝑢𝑖  |𝑋𝑖) = ۰  

(۲)𝑣𝑎𝑟(𝑢𝑖 |𝑋𝑖) = 𝜎
۲
   

,cov (𝑢𝑖جملات اختلال مستقل از یکدیگر بوده و( 3) 𝑢𝑗) = ≠ 𝑖 برای    ۰ 𝑗 

, cov (𝑢𝑖 مستقل بوده و  𝑋𝑖از متغیر مستقل  𝑢𝑖جمله اختلال  (۴)  𝑋𝑖 ) = ۰ 

 شود. به علاوه برای می دارای توزیع نرمال فرض 𝑢𝑖آماری عمومأ جمله اخلال های  به منظور استنباط( 5

 گردد. می به فروض فوق اضافه Xiتسهیل در محاسبات و استخراج نتایج، فرض غیر تصادفی بودن 

 𝛽 ۱و   𝛽 ۰چنانچه برآوردگرهای حداقل مربعات معمولی از 
 𝛽̂ ۱و  𝛽̂ ۰را به ترتیب  

 بنامیم خواهیم داشت: 

 (۱ )     𝑌𝑖 = 𝛽̂ ۰ + 𝛽̂ ۱ 
𝑋𝑖 + 𝑒𝑖 

 و یا:

𝑌̂𝑖 = 𝛽̂ ۰ + 𝑏𝑋𝑖 

. با در نظر گرفتن متغیرها به صورت انحراف از میانگین باشد می  𝑌𝑖برآورد  𝑌̂𝑖و  𝑢𝑖برآورد  𝑒𝑖که در آن 

 :ضریب و از روابط فوق حذف شده و داریم

𝑦𝑖 = 𝛽̂ ۱𝑥𝑖 + 𝑒𝑖 

𝑦̂𝑖 = 𝑏𝑥𝑖 

  :که در آن

𝑦𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝑌̅,            𝑦̂𝑖 = 𝑦̂𝑖 − 𝑌̅,             𝑥𝑖 = 𝑋𝑖 − 𝑋̅ 

 .آیند می به ترتیب از روابط زیر به دست 𝛽۰و  𝛽۱ برآوردگرهای حداقل مربعات از 

(۲ )        𝛽̂۱ = ∑𝜔𝑖𝑌𝑖,        𝜔𝑖 =
𝑥𝑖 

∑𝑥
𝑖  

۲ 
 

 (3 )     𝛽̂ ۰ =  𝑌̅ −  𝛽̂ ۱𝑋̅ = ∑ ℎ𝑖𝑌𝑖,                  ℎ𝑖 =
 1  

𝑛
− 𝑋̅𝜔𝑖    



با ها  Xباشند بدین مفهوم که از ترکیب خطی  می گردد برآوردگرهای مذکور خطی می همان طور که ملاحظه

به ترتیب  𝛽̂ ۰و  𝛽̂ ۱به گونه ای محاسبه شده اند که ها  گردند. این وزن می حاصل ℎ𝑖و   𝜔𝑖های  وزن

بوده و در عین حال کمترین واریانس را در میان برآوردگرهای خطی نااریب   𝛽۰ و  𝛽۱ برآوردهای نااریبی از 

3داشته باشند. لذا به این برآوردها به اصطلاح 
blue گویند. به علاوه ثابت شده است که چنانچه جمله  می

دارای توزیع نرمال باشد برآوردگر حداقل مربعات معمولی کمترین واریانس را در میان کلیه  u;اختلال 

 ی خطی و غیرخطی دارد. برآوردگرها

𝑒𝑖∑ با حداقل کردن  𝛽̂ ۰و  𝛽̂ ۱برای محاسبه ( 3و )( ۲از طرف دیگر روابط )
یعنی مجموع مربعات جملات  2

نامند. در  می OLSآیند به همین دلیل آنها را برآوردگر حداقل مربعات معمولی یا  می اخلال نیز به دست

𝑒𝑖∑فرایند حداقل کردن 
 گردد: می دو معادله موسوم به معادلات نرمال به صورت زیر تشکیل 2

∑𝑒𝑖 = ۰                           ∑𝑋𝑖𝑒𝑖 = ۰   

 آید.  می هم به دست 𝛽̂ ۰و  𝛽̂ ۱برای محاسبه ( 3و )( ۲که از حل آنها روابط )

 :داریم( 3و )( ۲با جایگذاری از مدل اصلی در معادلات )

𝛽̂ ۱ = 𝛽۱ + ∑𝜔𝑖𝑢𝑖 ,  

 (5 )     𝛽̂ ۰ = 𝛽۰ + ∑ℎ𝑖𝑢𝑖   

توان امید ریاضی  می گیرند. در واقع می رابطه مذکور در حل بسیاری از مسائل مورد استفاده قرار ود

( در معادله اصلی 5( و )۴را با جایگذاری از روابط ) 𝛽̂ ۰و  𝑌𝑖  ،𝛽̂ ۱عبارتهای مشتمل بر متغیرهای تصادفی

 محاسبه کرد.

  

                                                           
3 The Best Linear Unbiased Estimator 

 



با استفاده از روابط فوق و در نظر  𝛽̂ ۰و   𝛽̂ ۱به عنوان مثال امید ریاضی، واریانس و کوواریانس برآوردگرهای 

 : آیند می گرفتن فروض کلاسیک به صورت زیر به دست

(۶ )      𝐸 (𝛽̂ ۱) =  𝛽۱ + ∑𝜔𝑖𝐸(𝑢𝑖) =  𝛽̂  

(7  )       𝐸 (𝛽̂ ۰) =  𝛽۰ + ∑ℎ𝑖𝐸(𝑢𝑖) =  𝛽̂ ۰  

(8)  𝑣𝑎𝑟 (𝛽̂ ۱) = 𝐸 (𝛽̂ ۱ − 𝛽۱)
۲
− 𝐸(∑𝜔𝑖𝑢𝑖)

۲
= 𝜎2 ∑𝜔

𝑖 

۲
− 𝜎

۲
∑𝑥

𝑖 

۲ 
⁄   

(9 )  𝑣𝑎𝑟 (𝛽̂ ۰) = 𝐸 (𝛽̂ ۰ − 𝛽۰)
۲
− 𝐸(∑ℎ𝑖𝑢𝑖)

۲
= 𝜎

۲
∑ℎ

𝑖 

۲
− 𝜎

۲ ۱  

 𝑛 
+ 

𝑋̅
۲

∑𝑥
𝑖 

۲ 
⁄ 

𝑐𝑜𝑣𝐸 (𝛽̂ ۰ − 𝛽̂ ۱) =  𝐸(𝛽̂ ۱ − 𝛽̂ ۱) (β̂ ۰ − β۰)= 𝐸(∑𝜔𝑖𝑢𝑖)  (∑ℎ𝑖𝑢𝑖)  

= 𝜎
۲
∑ℎ𝑖𝑢𝑖 =  𝜎

۲
 (

−𝑋̅ 

∑𝑥
𝑖 

۲ 
) 

𝜎که در آن 
 گردد:  می یا واریانس خطا از رابطه زیر برآورد ۲

𝑆
۲

=
∑𝑒𝑡 

۲ 

𝑛 − ۲ 
=

∑(𝑦𝑖 − 𝛽̂۱𝑥𝑖)
2

𝑛 − ۲
=

∑𝑒
𝑖 

۲ 
− 𝛽̂

۱ 

۲ 
∑𝑥

𝑖 

۲ 

𝑛 − ۲
  

 در حالت ماتریسی 𝜷̂خواص آماری برآوردکننده 

 در مدل چند متغیره است: OLSاین خواص بدون تورش بودن تخمین زننده 

𝑌
𝑇.۱ = 𝑋𝑇.𝐾𝛽

𝑇.۱ + 𝑢
𝑇.۱ 

𝛽̂ = (𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′𝑌 

𝛽̂ = (𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′[𝑋𝛽 + 𝑈] = (𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′𝑋𝛽 = (𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′𝑢 

𝛽̂ = 𝛽 + (𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′𝑢 

𝐸(𝛽̂) = 𝛽 + (𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′𝐸(𝑢) = 𝛽 



 

  𝜷̂ماتریس واریانس کوواریانس 

𝛽̂ = 𝛽 + (𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′𝑢 

𝛽̂ −  𝛽 =  (𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′𝑢 

𝑉𝐶 (𝛽̂) = 𝐸(𝛽̂ − 𝛽)( 𝛽̂ − 𝛽′) =  𝐸(𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′𝐸 (𝑢𝑢′) 𝑋(𝑋′𝑋)
−۱

  

= (𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′𝐸 (𝑢𝑢′) 𝑋(𝑋′𝑋)
−۱

 

= 𝜎
۲
(𝑋′𝑋)

−۱ 

𝐸(𝑢𝑢′) چون  =  𝜎
۲
 𝐼𝑇 باشد می : 

𝐸 

[
 
 
 
 
 
𝛽̂ ۱ − 𝛽̂ ۱

𝛽̂ ۲ 
− 𝛽̂ ۲ 

⋮ 
𝛽̂ k 

− 𝛽̂ k ]
 
 
 
 
 

 [(𝛽̂ ۱ − 𝛽̂ ۱) (𝛽̂ ۲ 
− 𝛽̂ ۲ 

) … (𝛽̂ k 
− 𝛽̂ k 

)] 

= 𝐸 

[
 
 
 
 
 
 
 (𝛽̂ ۱ − 𝛽̂ ۱)

۲

(𝛽̂ ۱ − 𝛽̂ ۱) (𝛽̂ ۲ 
− 𝛽̂ ۲ 

)

⋮ 

(𝛽̂ k 
− 𝛽̂ k 

) (𝛽̂ ۱ − 𝛽̂ ۱)

 

(𝛽̂ ۱ − 𝛽̂ ۱) (𝛽̂ ۲ 
− 𝛽̂ ۲ 

)    

(𝛽̂ ۱ − 𝛽̂ ۱)
۲

 
 
 

 

…
.
…
.
 
 
…

 

  (𝛽̂ ۱ − 𝛽̂ ۱) (𝛽̂ k 
− 𝛽̂ k 

)

   (𝛽̂ ۲ 
− 𝛽̂ ۲ 

) (𝛽̂ k 
− 𝛽̂ k 

)
 
 

(𝛽̂ k 
− 𝛽̂ k 

)
۲

]
 
 
 
 
 
 
 

   

= 𝜎
۲
(𝑋′𝑋)

−۱ 

 

𝑉𝐶(𝛽̂)

ماتریس

واریانس

کورایانس

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜎
𝛽̂ ۱

۲

 

𝑐𝑜𝑣 (𝛽̂ ۲ 
− 𝛽̂ ۱ 

)

 ⋮ 

𝑐𝑜𝑣 (𝛽̂ k 
− 𝛽̂ ۱ 

)

     

𝑐𝑜𝑣 (𝛽̂ ۲ 
− 𝛽̂ ۱ 

)
 

𝜎
𝛽̂ ۲

۲
 

 
  
 

     

…   
   
 

… 
  
   
…  

     

(𝛽̂ ۱ 
− 𝛽̂ k  )
 

𝑐𝑜𝑣 (𝛽̂ ۲ 
− 𝛽̂ k  )

 𝑐𝑜𝑣 (𝛽̂ k−۱  
− 𝛽̂ k )  

𝜎
𝛽̂ ۲

۲

]
 
 
 
 
 
 
 
 

  



= 𝜎
۲

[
 
 
 
 
 
  ∑𝑋

𝑡۱

۲ 

∑𝑋
𝑡۱ 𝑋𝑡۱ 
 
 

∑𝑋𝑡𝑘 𝑋𝑡۱ 

   

∑ 𝑋
𝑡۱ 𝑋𝑡۲ 

∑𝑋
𝑡۲

۲ 

 
 

    

⋯
…
 
 
 
…

    

∑ 𝑋
𝑡۱ 𝑋𝑡𝑘 
 

∑ 𝑋
𝑡۲ 𝑋𝑡𝑘 

⋮ 

∑ 𝑋
𝑡k 

۲ 

]
 
 
 
 
 
 

   

 مثال: در مدل دو متغیره 

𝑌𝑡 = 𝛽۰ + 𝛽۱𝑋𝑡 + 𝑢𝑡 

[

𝛽̂۰

𝛽̂۱

] = 𝜎
۲
 [

𝑇
  

∑ 𝑥𝑡

  

 ∑𝑥𝑡

∑𝑋𝑡 

۲ 
] 

= 𝜎
۲
 

[
 
 
 
 ∑𝑋𝑡 

۲ 

  

−∑𝑥𝑡

  
−∑ 𝑥𝑡

  
𝑇 ]

 
 
 
 

 .
 ۱   

∑𝑋𝑡 

۲ 
− (∑𝑥𝑡)

۲
  

 

𝑣𝑎𝑟 (𝛽̂۰) =
𝜎

۲
∑𝑋𝑡 

۲ 
 

𝑇 ∑𝑋𝑡 

۲ 
− (∑𝑥𝑡)

۲
 ,   𝑣𝑎𝑟 (𝛽̂۱) =

𝑇𝜎
۲
 

𝑇 ∑𝑋𝑡 

۲ 
− (∑𝑥𝑡)

۲
  

که عامل دیگری را برای تولید محصول ذرت در نظر گرفته که عبارت است  باشد می ۱ادامه جدول  ۴جدول 

 :(۲Xاز سموم آفات نباتی )

𝑌𝑖 =  𝛼 +  𝛽𝑋۱𝑖
+  𝛾𝑋۲𝑖

+ 𝑢𝑖 

𝛼̂ =  𝑌̅ − 𝛽̂𝑋۱ − 𝛾𝑋̅۲ 

𝛽̂ =

(∑𝑋۱ ) (∑𝑋
۲ 

۲ 
) − (∑𝑋  ۲  

𝑌) (∑𝑋۱ 𝑋  ۲  
) 

(∑𝑋
۱ 

  ۲ 
)(∑𝑋

۱ 

۲ 
) − (∑𝑋۱ 𝑋  ۲  

)
۲ 

  



𝜆̂ =

(∑𝑋  ۲  
𝑌)(∑𝑋

۱ 

  ۲ 
) − (∑𝑋۱ 𝑌) (∑𝑋۱ 𝑋  ۲  

) 

(∑𝑋
۱ 

  ۲ 
) (∑𝑋

۲ 

۲ 
) − (∑𝑋۱ 𝑋  ۲  

)
۲ 

 

 خواهیم داشت:  3فوق از جدول های  با محاسبه فرمول 

𝛽̂ =
(95۶) (5۰۴) − (9۰۰) (5۲۴) 

(57۶) (5۰۴) − (5۲۴)
۲ 

 ≈  ۶5/۰  

𝛾 =
(9۰۰) (57۶) − (95۶) (5۲۴) 

(57۶) (5۰۴) − (5۲۴)
۲ 

 ≈  ۱۱/۱  

𝛼̂ =  57 - ( ۶5/۰ ) (۱8) −  ( ۱۱/۱ ) (۱۲) =  98/3۱  



 

 جدول

i Y ۱X ۲X  y ۱x ۲x  y۱x y۲x ۲
x ۱x 

𝑋
۱ 

  ۲ 
 𝑋

۲ 

۲ 
 

۱ ۴۰ ۶ ۴ ۱7- ۱۲- 8- ۲۰۴ ۱3۶ 9۶ ۱۴۴ ۶۴ 

۲ ۴۴ ۱۰ ۴ ۱3- 8- 8- ۱۰۴ ۱۰۴ ۶۴ ۶۴ ۶۴ 

3 ۴۶ ۱۲ 5 ۱۱- ۶- 7- ۶۶ 77 ۴۲ 3۶ ۴۶ 

۴ ۴8 ۱۴ 7 9- ۴- 5- 3۶ ۴5 ۲۰ ۱۶ ۲5 

5 5۲ ۱۶ 9 5- ۲- 3- ۱۰ ۱5 ۶ ۴ 9 

۶ 58 ۱8 ۱۲ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ 

7 ۶۰ ۲۲ ۱۴ 3 ۴ ۲ ۱۲ ۶ 8 ۱۶ ۴ 

8 ۶8 ۲۴ ۲۰ ۱۱ ۶ 8 ۶۶ 88 ۴8 3۶ ۶۴ 

9 7۴ ۲۶ ۲۱ ۱7 8 9 ۱3۶ ۱53 7۲ ۶۴ 8۱ 

۱۰ 8۰ 3۲ ۲۴ ۲3 ۱۴ ۱۲ 3۲۲ ۲7۶ ۱۶8 ۱9۶ ۱۴۴ 

۱۰N ∑𝑌 = 57۰   

57 Y = 

∑𝑥۱  =  ۱8۰    

۱8 𝑥۱ = 

∑𝑥۲  =  ۱۲۰    

𝑥۲ =  ۱۲   

∑𝑦 =  ۰    

  

∑𝑥۱  =  ۰    

 

∑𝑥۲  =  ۰    

 

∑𝑥۱𝑦 =  95۶    ∑𝑥۲𝑦 =  9۰۰    

 

∑𝑥۱𝑥۲  =  5۲۴    

 

∑𝑋
۱ 

  ۲ 
=  57۶    ∑𝑋

۲ 

  ۲ 
= 5۰۴   

  



𝑋 مشاهدات بر روی( ۱مثال 
𝑡۲ و 𝑋

𝑡3 .در جدول زیر ارائه شده است 

𝑌𝑡 = 𝛽۱ + 𝛽۲𝑋𝑡3 + 𝛽3𝑋𝑡3 = 𝑢𝑡   

 تخمین بزنید. OLSرا با استفاده از روش   𝛽۱ ، 𝛽۲  ،𝛽3 ضرایب

𝒙
3
 𝒚𝒕 𝒙

۲
 𝒚𝒕 𝒙

t۲
 𝒚

𝒕3
 

𝒙
𝒕3

3
 𝒙

𝒕۲

۲
 

𝒙
t3

 𝒙
t۲

 𝒚𝒕 t 

۱۲- ۲- ۶- 3۶ ۱ ۶- ۱ ۲- ۱ 

۰ ۰ ۰ ۰ ۴ ۰ ۲- ۰ ۲ 

۴ ۲- ۲- ۴ ۱ ۲ ۱- ۲ 3 

۱۲ ۶ 8 ۱۶ ۴ ۴ ۲ 3 ۴ 

۲8 ۲ 0 56 ۱0 0 0 3  

 

𝛽̂ =  

[
 
 
 
 
𝛽̂۱ 

𝛽̂۲ 

𝛽̂k ]
 
 
 
 

,   𝑋 =

[
 
 
 
 
 
𝑋۱۱

𝑋۲۱

𝑋3۱ 

 𝑋۴۱

     

𝑋۱۲

𝑋۲۲

𝑋3۲ 

 𝑋۴۲

     

𝑋۱3

𝑋۲3

𝑋33 

 𝑋۴3

 

]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 ۱ 

۱ 

۱ 

 ۱ 

      

۱ 

−۲ 

−۱  

 ۲ 

      

−۶ 

۰ 

۲  

 ۴  

 

]
 
 
 
 
 
 

  𝑋′ =

[
 
 
 
 ۱ ۱ 

۱ −۲ 

−۶ ۰ 

     

۱ ۱  

−۱ ۲ 

۲ ۴ ]
 
 
 
 

 

𝑋′𝑋 =

[
 
 
 
 
 
 
 ∑ 𝑋𝑡۱

۲ 
 ∑𝑋𝑡۱ 

∑𝑋𝑡۲ 
∑𝑋𝑡۱ 

∑𝑋𝑡3 

∑𝑋𝑡۲ 
𝑋𝑡۱ 

∑𝑋
𝑡۲

۲ 
∑𝑋

𝑡۲ 𝑋𝑡3 

∑ 𝑋𝑡3 
𝑋𝑡۱ 

∑𝑋𝑡3 
 𝑋𝑡۲ 

∑𝑋𝑡3

۲ 

]
 
 
 
 
 
 
 

=  

[
 
 
 
 

 

۴ ۰ ۰ 

۰ ۱۰ ۰ 

۰ ۰ 5۶ 

 

]
 
 
 
 

 

 



𝑋′𝑌 =  

[
 
 
 
 3 

 ۲ 

۲8 ]
 
 
 
 

, 𝛽̂

[
 
 
 
 
 
 
 

3 

۴  

 
۲ 

۱۰ 

۲8 

5۶ ]
 
 
 
 
 
 
 

=  

[
 
 
 
 75/۰  

 ۲۰/۰  

5۰/۰ ]
 
 
 
 

      (𝑋′𝑋)
−۱

= 

[
 
 
 
 
 

۱ 

 ۴  

 ۰ 

۰ 

     

۰ 

 
۱ 

۱۰ 

۰  

     

۰ 

 ۰ 

۱ 

5۶ ]
 
 
 
 
 

   

 

𝝈̂) تخمین واریانس 
۲
) 𝒖       

𝝈̂  یک متغیره داریم،در مدل بدون عرض از مبدأ 
۲ 

=
∑𝒆𝒕 

۲ 

𝑻−۱ 
 باشد.  u برآورده  e ، به طوری که   

  مدل بدون عرض از مبدأ مقابل را ملاحظه کنید:

𝑦𝑡 = 𝑥𝑡𝛽 + 𝑢𝑡 

 :پس از تخمین و جایگزین نمودن آن در مدل فوق داریم

𝑦̂𝑡 = 𝑥𝑡𝛽̂  

 ، پس داریم:   𝑦̂𝑡و   𝑦𝑡 عبارت است از اختلاف بین et، یعنی 𝑢𝑡برآورد جمله اخلال  

𝑦𝑡 − 𝑦̂𝑡 = 𝑒𝑡  

 ن واریانس داریم:برای به دست آوردن تخمی

∑𝒆𝒕 

۲ 
= ∑(𝑦𝑡 − 𝑦̂𝑡 )

۲ 
  

∑𝒆𝒕 

۲ 
= ∑(𝑥𝑡 𝛽 + 𝑢𝑡 − 𝑥𝑡 𝛽̂𝑡 )

۲ 
 

∑𝒆𝒕 

۲ 
= ∑ {𝑢𝑡 − 𝑥𝑡 (𝛽 + 𝛽̂𝑡 )}

۲  

∑𝒆𝒕 

۲ 
= ∑ {𝑢𝑡

۲

 
+ 𝑥𝑡

۲
(𝛽 + 𝛽̂𝑡 )

۲ 
+ ۲𝑥𝑡 𝑢𝑡 (𝛽 + 𝛽̂𝑡 )}

   

 

= ∑𝑢𝑡

۲

 
+ ∑𝑥𝑡

۲

 
(𝛽 − 𝛽̂𝑡 )

۲ 
+ ۲ ∑𝑥𝑡 𝑢𝑡  (𝛽 + 𝛽̂𝑡 )  

 چنانچه از طرفین، امید ریاضی بگیریم، داریم: 



𝐸 (∑𝑒𝑡 

۲ 
) = 𝑇𝜎

۲
+ ∑𝑥𝑡

۲

 
(𝛽 − 𝛽̂𝑡 )

۲ 
−  ۲E∑𝑥𝑡 𝑢𝑡

∑𝑥𝑡 𝑢𝑡

∑𝑥𝑡 

۲ 
    

𝛽)  چون در مدل یک متغیره بدون عرض از مبدأ  − 𝛽̂𝑡 )
۲ 

=
𝜎

۲

∑𝑥𝑡 

۲ 
 ه آخر نیز برابر است: و جمل 

−۲ 𝜎
 ۲  ∑ 𝑥𝑡  

۲ 

 ∑ 𝑥𝑡 

۲ 
 

= 𝜎
۲ 

 داریم:پس 

 𝑇𝜎̂
۲

=  𝑇𝜎
۲
+ ∑𝑥𝑡  

۲ 
 

𝜎
۲

∑𝑥𝑡  

۲ 
 

− ۲𝜎
۲ ∑𝑥𝑡  

۲ 
 

∑𝑥𝑡  

۲ 
 

  

𝑇𝜎̂
۲

=  𝑇𝜎
۲
− 𝜎

۲
= (𝑇 − ۱)𝜎

۲
 

 عبارت از: uدر نتیجه تخمین واریانس 

𝜎̂
 ۲

=
 𝑇 − ۱

 𝑇 
 𝜎

 ۲
 

𝜎̂برای بررسی بدون توش بودن
 ۲

 :گیریم می از آن امید مجدداً،   

𝐸(𝜎̂
 ۲
) =

 𝑇 − ۱

 𝑇 
 𝜎

 ۲ 

  یعنی:  دارای تورش است،شود که  می ملاحظه

𝐸 (𝜎̂
 ۲
) ≠  𝜎

 ۲ 

𝜎̂ استفاده شود یعنی T-۱از  Tپس چنانچه از ابتدا در مخرج کسر به جای 
 ۲

=
∑𝑒𝑡 

۲ 

  𝑇−۱
 𝜎

 باشد، یا به  ۲ 

 عبارت دیگر از درجه آزادی استفاده کنیم، داریم: 

𝜎̂
 ۲

=
 𝑇 − ۱

 𝑇 
 𝜎

 ۲
 

(𝑇 − ۱) 𝜎̂
 ۲

= (𝑇 − ۱)  𝜎
 ۲

 



𝐸 (𝜎̂
 ۲
) =  𝜎

۲
  

 پارامتر باشد: چنانچه مدل دارای دو

𝜎̂
 ۲

=
∑𝑒𝑡 

۲ 

  𝑇 − ۲   
 

 متغیره: Kدر مدل  uتخمین واریانس 

𝜎̂
 ۲

=
∑ 𝑢̂𝑡 

۲ 

  𝑇 − k  
 

 به زبان ماتریسی عبارت است از:  u  تخمین واریانس

𝜎̂
 ۲

=
𝑈̂ ′ 𝑈̂

  𝑇 − k  
=

(𝑌 − 𝑌̂)′(𝑌 − 𝑌̂)

 𝑇 − k 
 

(𝑌 − 𝑌̂)
′
(𝑌 − 𝑌̂) = 𝑌′𝑌 − 𝑌̂′𝑌 − 𝑌′𝑌̂  + 𝑌′𝑌̂   

𝑌′𝑌 − (𝑋𝛽̂)
′
𝑌̂ 

𝑌′𝑌̂ = 𝑌′𝑋𝛽̂ = 𝑌′𝑋(𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′𝑌 = 𝑌′𝑃𝑌 ; 𝑃 = 𝑋(𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′  

P  عبارت از پروجکشن ماتریس یعنی ضرب آن درY تصویر ،Y  یا𝑌̂ .را میدهد 

𝑌̂′𝑌̂ = 𝛽̂′𝑋′𝛽̂ = 𝑌′𝑋(𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′𝑋𝛽̂ = 𝑌′𝑋𝛽̂  

𝑌′𝑋(𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′𝑌 = 𝑌′𝑃𝑌  

𝜎̂
 ۲

=
𝑌̂′𝑌̂ − 𝛽̂′𝑋′𝑋𝛽̂

  𝑇 − k  
=

𝑌′𝑌 − Y′X(X′X)
−۱

 X′X(X′X)
−۱

X′Y  

 𝑇 − k 
 

صورت = Y′𝑌 −  Y′X (X′X)−۱
 X′Y = Y′ [I − X(X′X)−۱

 X′ ] Y = Y′MY  

 : به طوری که 

𝑀 = 𝐼 − 𝑋 (𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′ 



M  :ماتریسی است هم قوه، یعنی 

𝑀
۲

= 𝑀.𝑀      ,      𝑀 = 𝑀′ 

 پس:

𝜎̂
۲

= 
𝑌′𝑀𝑌

𝑇 − 𝐾 
 

𝜎̂
۲

= 
𝑌′(𝐼 − 𝑃)𝑌

𝑇 − 𝐾 
 

 یا

 : به طوری که

𝐼 − 𝑃 = 𝑀  

که به صورت جدول زیر جمع آوری شده اند، پارامترهای  Yو  Xبا توجه به مشاهدات مربوط به ( ۲مثال 

𝑌𝑡  معادله رگرسیون = 𝛽
 ۰ + 𝛽 ۱ 𝑋𝑡 + 𝑈𝑡   را برآورد کرده و سپس خطاهای معیار ضرایب را محاسبه

 نمایید.

8 ۱۲ 7 5 ۱ 3 𝑌 𝑡  

۱7 8 ۴ ۶ 5 ۲ 𝑋 𝑡  

 

شود و سپس با استفاده از روش اختلاف از  می برای این منظور ابتدا به محاسبه میانگین مشاهدات پرداخته

 . شود میمیانگین به محاسبه برآوردگرهای مدل رگرسیون پرداخته 

𝑋 ̅ =
8  +۱7  +۴  +۶  +5  +۲

۶  
= 7 

𝑌̅ =
8  +۱۲  +7  +5  +۱  +3

۶  
=  ۶ 



∑𝑥𝑡𝑌𝑡 = ( 7 - ۲ ) (3) + ( 7 - 5 ) ( ۱ ) + ( 7 - ۶ ) (5) +  ( 7 - ۴ ) (7) +  ( 7 - 8 ) (۱۲)

+  ( 7 - ۱7 ) (8) =   ۴9  

∑𝑥𝑡 

۲ 
= (۲ − 7 )

۲
+ (5 −  7)

۲
+ ( ۶ − 7)

۲
+ (۴ − 7)

۲ 
+ (8 −  7)

۲
+ (۱7 − 7 )

۲

=   ۱۴۰  

∑𝑦𝑡 

۲ 
= ( ۶ - 3 )

۲
+ (۱ − ۶)

۲
+ (5 − ۶)

۲
+ (7 − ۶)

۲ 
+ (۱۲ −  ۶)

۲
+ (8 − ۶ )

۲
=   7۶  

𝛽̂
 ۱  =

∑𝑥𝑡𝑌𝑡

∑𝑥𝑡 

۲ 
=

۴9 

۱۴۰ 
= ۰.35 

𝛽̂
 ۰  = 𝑌̅ − 𝛽̂۱𝑋̅ = ۶ −  (۰.35)(7) =  3.35 

𝑅𝑆𝑆 =  ∑𝑒𝑡 

۲ 
= ∑𝑦𝑡 

۲ 
−  𝛽̂۱ ∑𝑥𝑡 

۲ 
=  7۶ − (۰.35)

۲
(۱۴۰) = 58.85  

𝑆
۲

=
𝑅𝑠𝑠

𝑛 − ۲
=

58.85 

۶ − ۲
= ۱۴.7۱  

𝑣𝑎𝑟 (𝛽̂۱) =
 𝑆

۲
 

∑ 𝑥𝑡 

۲ 
= 

 ۱۴.7۱ 

۱۴۰ 
= ۰.۱۰5۰ ⟹ 𝑆𝐸 (𝛽̂۱ ) = ۰.3۲۴ 

𝑣𝑎𝑟 (𝛽̂۱) =  𝑆
۲
(

1

 𝑛 
+

𝑋̅
۲

∑𝑥𝑡 

۲ 

  

) =  ۱۴.7۱ (
۱ 

۶ 
+

۴9 

۱۴۰
) = 7.۶۰۰۱ ⟹ 𝑆𝐸 (𝛽̂۰) = ۲.757  

دهد که نتایج به دست آمده  می را نمایش Excelجدول ذیل نتیجه خروجی محاسبه شده توسط نرم افزار 

 . باشد می با محاسبات انجام شده یکسان

 

 SSUMMARY OUTPUT 

 Regression Statistics 

0.4750 Multiple R 



0.2257 R Square 

0.0321 Adjusted R Square 

3.8357 Standard Error 

6 Observations 

 

     ANOVA 

Significance F F MS SS df  

0.341 1.166 17.150 17.150 1 Regression 

 14.713 58.850 4 Residual 

 76 5 Total 

 

Lower 95% P-value T Stat Standard Coefficients  

-4.1049 0.2673 1.287 2.7571 3.55 Intercept 

-0.5501 0.3410 1.079 0.3242 0.35 X 

 مدل زیر را در نظر بگیرید( 3مثال 

𝑌𝑡 =  𝛼 + 𝛽𝑋𝑡 + 𝑢𝑡     t = 1, ...,T 

بدو گروه مساوی  Tفروض کلاسیک را تأمین کند، مشاهدات را با فرض زوج بودن    𝑢𝑡چنانچه جمله اخلال 

, 𝑌̅۱ .(T = 2nکنیم ) می مشاهده در هر گروه تقسیم nبا  𝑋̅  ۲  
 , 𝑋̅۱  و𝑌̅۲   نشان دهنده به ترتیب میانگین

𝑋𝑡   و𝑌𝑡  پیشنهاد شده است که پارامترباشد می در هر گروه . β از رابطه زیر تخمین زده شود 

β
̂

=

𝑌̅۱ − 𝑌̅  ۲  

𝑋̅۱ − 𝑋̅  ۲  

 

βبرای این منظور )
̂)E ( وβ

̂)var  .را محاسبه کنید 



βابتدا 
𝑋۱𝑖آوریم. مشاهدات مربوط به گروه اول را با ) می را برحسب جملات اخلال به دست ̂

 , 𝑌۱𝑖
( و 

𝑋۲𝑖)مشاهدات مربوط به گروه دوم را با 
 , 𝑌۲𝑖

 دهیم. می نشان (

β
̂

=

∑𝑌۱𝑖
− ∑𝑌۲𝑖

∑𝑋۱𝑖
− ∑𝑋۲𝑖

=

∑(𝛼 +  𝛽𝑋۱𝑖
+ 𝑢۱𝑖

) − ∑ (𝛼 +  𝛽𝑋۲𝑖
+ 𝑢۲𝑖

)

∑𝑋۱𝑖
− ∑𝑋۲𝑖

  

𝑛𝛼 +  𝛽 ∑𝑋۱𝑖
+ ∑𝑢۱𝑖

− 𝑛𝛼 +  𝛽 ∑𝑋۲𝑖
− ∑𝑢۲𝑖

 

∑𝑋۱𝑖
− ∑𝑋۲𝑖

= 𝛽 +

∑𝑢۱𝑖
− ∑𝑢۲𝑖

∑𝑋۱𝑖
− ∑𝑋۲𝑖

  

βبنابراین امید ریاضی و واریانس 
̂

 با توجه به فروض کلاسیک برابر خواهد بود با:   

𝐸 (β
̂
) =  β +

∑𝐸(𝑢۱𝑖
) − ∑𝐸(𝑢۲𝑖

)

 ∑𝑋۱𝑖
− ∑𝑋۲𝑖

 
=  β 

𝑣𝑎𝑟 (β
̂
) = 𝐸 (β

̂
−  β)

۲  

=  𝐸 (

∑𝑢۱𝑖
− ∑𝑢۲𝑖

 ∑ 𝑋۱𝑖
− ∑𝑋۲𝑖

 
)

۲  

=

∑𝐸(𝑢
۱𝑖

۲
) − ∑𝐸(𝑢

۲𝑖

۲
)

 (∑𝑋۱𝑖
− ∑𝑋۲𝑖

)
۲
 

  

= 
𝑛𝜎

۲
+  𝑛𝜎

۲

 (∑𝑋۱𝑖
− ∑𝑋۲𝑖

)
۲
 

=  
𝑇𝜎

۲

 (∑𝑋۱𝑖
− ∑𝑋۲𝑖

)
۲
 

 

𝑌𝑡  معادله رگرسیون( ۴مثال  = 𝛽𝑋𝑡 + 𝜀𝑡 .مفروض است 𝜀𝑡 کند. سه  می کلیه فروض کلاسیک را تأمین

 در نظر بگیرید: 𝛽برآوردگر زیر را از 

(۱ )       𝛽̂۱ =
 𝑌̅

𝑋̅
   

(۲)       𝛽̂۲ =
∑𝑋𝑡 𝑌𝑡

∑𝑥𝑡

۲
 

(3 )       𝛽̂
 3 =

∑𝑋𝑡 𝑌𝑡

∑𝑥𝑡

۲
 

 نشان دهید که آیا هر سه برآورد کننده نااریب اند و کدامیک از سه برآورد کننده فوق بهترین است؟



از معادله رگرسیون مربوطه جایگزین کرده و پس  𝑌𝑡 به طور کلی برای حل اینگونه مسائل بایستی به جای 

از ساده کردن عبارت حاصله از دو طرف رابطه امید ریاضی گرفته شود. همان طور که در ادامه خواهیم دید 

 داریم:( ۱سه برآورد کننده مذکور نااریب هستند. برای برآوردگر )

(۴  )       𝛽̂۱ =
 𝑌̅

𝑋 ̅
= 

∑𝑌𝑡

∑𝑋𝑡 
=

∑(𝛽𝑋𝑡 +𝜀𝑡)

∑𝑋𝑡 
=

𝛽 ∑𝑋𝑡 + ∑𝜀𝑡 

 ∑𝑋𝑡  
= 𝛽 + (

1

 ∑𝑋𝑡 
)∑ 𝜀𝑡  =  𝛽 + 𝑊1𝑡 ∑𝜀𝑡   

𝑊1  که در آن =
۱  

∑𝑋𝑡 
متغیری غیر  𝑋𝑡. با توجه به آنکه گیریم می است از دو طرف رابطه فوق امید ریاضی 

𝐸(𝜀𝑡)  تصادفی و =  است خواهیم داشت: ۰

𝐸 (𝛽̂۱) = 𝛽 + 𝑊1𝑡 𝐸(𝜀𝑡) = 𝛽 

 داریم:( ۲به همین ترتیب برای برآوردگر )

(5 )    𝛽̂۲ =
∑𝑋𝑡 𝑌𝑡

∑𝑥𝑡

۲
= 

∑𝑋𝑡(𝛽𝑋𝑡+𝜀𝑡)

∑𝑥𝑡

۲
=

𝛽 ∑𝑥𝑡 

۲ 
+ ∑𝑋𝑡 𝜀𝑡

∑𝑥𝑡

۲
= −𝛽 + ∑(

𝑋𝑡 

∑ 𝑥𝑡

۲
) 𝜀𝑡 =    

𝛽 + 𝑊۲𝑡
 𝜀𝑡  

𝑊۲𝑡  که در آن
= 

∑𝑋𝑡 

∑𝑥𝑡

۲
𝑊۲𝑡های  است توجه کنید که در اینجا وزن  

 𝑋𝑡زیرا  باشد می ام tتابعی از مشاهده  

. اما در حالت شود میاستفاده ها  برای وزن شود به همین دلیل از اندیس می در صورت کسر مربوطه ظاهر

 𝑊۱ برای تمامی جملات اخلال برابر مقدار ثابتها  قبل وزن
به دست آمد. از دو طرف رابطه حاصله در فوق  

 :گیریم می امید ریاضی

𝐸 (𝛽̂۲) = 𝛽 + ∑𝑊۲𝑡
 𝐸(𝜀𝑡) = 𝛽 

 خواهیم داشت:( 3و بالاخره برای برآوردگر )

𝛽̂3 = 
∑𝑥𝑡  𝑌𝑡

∑𝑥𝑡

۲
= 

∑𝑋𝑡(𝛽𝑋𝑡 + 𝜀𝑡)

∑𝑥𝑡

۲
=

𝛽 ∑𝑋𝑡 𝑥𝑡

∑𝑥𝑡

۲
+ ∑(

𝑋𝑡 

∑ 𝑥𝑡

۲
)𝜀𝑡    

𝑋𝑡 𝑥𝑡∑ اما با توجه به این نکته که = ∑𝑥𝑡

۲
 است لذا داریم:  



(۶)      𝛽̂ = 𝛽 + ∑(
𝑋𝑡 

∑𝑥𝑡

۲
) 𝜀𝑡 =  𝛽 + ∑𝜔𝑡 𝜀𝑡  

باشند. لازم به توضیح است که در این مرحله ما  می سه برآوردگر مذکور نااریبهمان طور که ملاحظه گردید 

نداشتیم اما همان طور که خواهیم دید تعریف این متغیرها ها  برای وزن Wنیازی به تعریف متغیرهای جدید 

 در قسمت بعد عملیات محاسباتی را ساده تر خواهند نمود.

 𝛽̂۱واریانس را داشته باشد. واریانسبهترین برآورد کننده بایستی کمترین 
به طریقه ( ۴با استفاده از رابطه ) 

 شود:  می زیر محاسبه

𝛽̂۱ 
−  𝛽 = 𝑊۱  ∑𝜀𝑡  → 𝑣𝑎𝑟 (𝛽̂۱ 

) = 𝐸 (𝛽̂۱ 
−  𝛽 )

۲
= 𝐸 [𝑊1  ∑𝜀𝑡 ]

۲
 

= 𝐸[𝑊
۱ 

۲
(𝜀𝑡 + ⋯+ 𝜀𝑛)

۲
= 𝑊

۱ 

۲
𝐸(𝜀𝑡 + ⋯+ 𝜀𝑛)

۲
   

𝐸(𝜀𝑡𝜀𝑡) پس از بسط عبارت داخل پرانتز و استفاده از فروض کلاسیک = 𝐸 (𝜀 و t ≠ sبرای  0
t 

۲
) = ۰ 

 𝑊۱ رابطه تعریفی
=

۱ 

∑𝑋𝑡
 داریم:  

𝑣𝑎𝑟 (𝛽̂۱ 
) = 𝑊

۱ 

۲
(𝑛𝜎2) =

𝑛𝜎
۲ 

(∑𝑋𝑖)
۲

= 
𝑛𝜎

۲ 

(𝑛𝑋̅)
۲

= 
𝜎

۲ 

𝑛𝑋̅
۲
  

 𝛽̂۲ به همین ترتیب واریانس
 شود.  می به شیوه زیر محاسبه( 5با استفاده از )

𝛽̂۲ 
−  𝛽 =   ∑𝑊۲𝑡

𝜀𝑡  → 𝑣𝑎𝑟 (𝛽̂۲ 
) =  𝐸 (𝛽̂۲ 

−  𝛽)
۲

= 𝐸(∑𝑊۲𝑡
𝜀𝑡)

۲ 

𝐸(𝜀𝑡𝜀𝑡) پس از بسط عبارت داخل پرانتز و استفاده از فروض کلاسیک = 𝐸 (𝜀 و t ≠ sبرای  ۰
t 

۲
) = 𝜎

2  
و  

𝑊۲𝑡 رابطه تعریفی
=

𝑋𝑡 

∑ 𝑥𝑡

۲
 داریم:  

𝑣𝑎𝑟 (𝛽̂۲ 
) = 𝜎2 ∑𝑊

۲𝑡

۲
= 𝜎2 ∑(

𝑋𝑡 

∑ 𝑥𝑡

۲
)

۲ 

 =   
𝜎

۲ 

∑𝑥𝑡

۲
 

  



 𝛽̂3و بالاخره برای محاسبه واریانس 
 کنیم: می زیر عملبه ترتیب ( ۶با توجه به رابطه )  

𝛽̂3 
− 𝛽 =  ∑𝜔𝑡𝜀𝑡  → 𝑣𝑎𝑟 (𝛽̂3 

) =  𝐸 (𝛽̂3 
−  𝛽)

۲
= 𝐸(∑𝜔𝑡𝜀𝑡)

۲
  

 𝜎2 ∑𝜔
 t

۲
= 𝜎2 ∑(

𝑋𝑡 

∑ 𝑥𝑡

۲
) =   

𝜎
۲ 

∑𝑥𝑡

۲
 

 

 𝛽̂۲دهیم که واریانس می حال نشان
دیگر است. بدین منظور ابتدا های  کمتر از واریانس برآورد کننده 

𝑣𝑎𝑟(𝛽̂3 
 𝑣𝑎𝑟(𝛽̂۲ را با (

 :کنیم می مقایسه  (

𝑣𝑎𝑟 (𝛽̂3 
) =  

𝜎
۲ 

∑(𝑋𝑡 − 𝑋̅)
۲
 
=  

𝜎
۲ 

∑𝑋𝑡

۲
− 𝑛𝑋̅

۲
> 

𝜎
۲ 

∑𝑋𝑡

۲
 

=  𝑣𝑎𝑟(𝛽̂۲ 
)  

 𝑣𝑎𝑟(𝛽̂۱حال 
 𝑣𝑎𝑟(𝛽̂3را با  (

 کنیم:  می مقایسه (

𝑣𝑎𝑟 (𝛽̂۱ 
) =   

𝜎
۲ 

 𝑛𝑋̅
۲

= 
𝜎

۲ 

∑𝑋𝑡

۲
− ∑𝑥𝑡

۲
> 

𝜎
۲ 

∑𝑋𝑡

۲
 

=  𝑣𝑎𝑟(𝛽̂۲ 
) 

𝑥𝑡∑ در عبارت فوق از اتحاد 

۲
= ∑𝑋𝑡

۲
− 𝑛𝑋̅

۲
𝑛𝑋̅ و یا به طور معادل  

۲
= ∑𝑋𝑡

۲
− ∑ 𝑥𝑡

۲
استفاده  

 𝛽̂۲ ایم. همانطور که ملاحظه گردید نموده
. در مسئله بعد نشان خواهیم داد که باشد می بهترین برآوردگر 

 𝛽̂۲مقدار 
𝑒𝑡∑از حداقل کردن مجموع مربعات خطا یعنی 

۲
𝑌𝑡 در معادله رگرسیون     =  𝛽𝑋𝑡 + 𝜀𝑡 به دست 

 آید.  می

𝑌𝑡 معادله رگرسیون (5مثال  =  𝛽𝑋𝑡 + 𝜀𝑡 و  باشد می را که در آن ضریب مقدار ثابت برابر صفر 

𝜀𝑡 ~ 𝐼𝑁 (۰ , 𝜎
۲
به دست  𝛽در نظر بگیرید، برای این منظور برآوردگر حداقل مربعات معمولی را برای  (

 پیشنهاد نمایید.  var(bآورده و واریانس آن را محاسبه کنید همچنین برآوردگر نااریبی برای )

 نشان میدهیم. در اینصورت خواهیم داشت: bرا در رگرسیون مورد نظر با  𝛽برآوردگر حداقل مربعات از 

𝑌𝑡 =  𝑏𝑋𝑡 + 𝑒𝑡 



min∑𝑒 𝑡 

 ۲  
 ⟹

𝑑(∑𝑒 𝑡 

 ۲  
)

 𝑑𝑏 
=

𝑑 ∑(𝑌𝑡 − 𝑏𝑋𝑡)
۲  

 𝑑𝑏 
=  ۰   

−۲ ∑𝑋𝑡(𝑌𝑡 − 𝑏𝑋𝑡) = ۰ ⟹ − ∑𝑋𝑡𝑌𝑡  + b ∑𝑋𝑡

۲
= ۰  

(۱ )    𝑊𝑡 = 
𝑋𝑡 

∑ 𝑥𝑡

۲
   b =∑𝑊𝑡𝑌𝑡      ,               

 :توان به سادگی تحقیق نمود داریم می به علاوه شرایط کافی برای حداقل بودن جواب حاصله را 

𝑑
۲
∑(𝑌𝑡 − 𝑏𝑋𝑡)

۲ 

 𝑑𝑏
۲
 

=  −۲ ∑𝑋𝑡

۲
< ۰     

در به صورت  𝑌𝑡و   𝑋𝑡 باشند. در این مورد هیچ یک از متغیرهای می مورد نظرهای  جواب( ۱بنابراین معادله )

حداقل  خطی بدون تورشهای  شوند. این برآوردگر در میان براورد کننده نمی انحراف از میانگین ظاهر

 است. blueواریانس را دارد و لذا یک برآوردگر 

 آوریم:  می به دست( ۱را با توجه به رابطه حاصله ) bحال واریانس 

(۲ )   𝑏 =
∑𝑋𝑡𝑌𝑡

∑𝑋𝑡

۲
=

∑𝑋𝑡 (𝛽𝑋𝑡+𝜀𝑡) 

∑𝑋𝑡

۲
 

=  𝛽 +
∑𝑋𝑡𝜀𝑡

∑𝑋𝑡

۲
 

= 𝛽 + ∑𝑊𝑡𝜀𝑡  

𝑊𝑡که در آن  =
𝑋𝑡 

∑𝑋𝑡

۲
𝐸(𝑏)است. با توجه به   =  𝛽    :داریم 

𝑣𝑎𝑟(𝑏) = 𝐸(𝑏 − 𝛽)
۲ 

= 𝐸 (∑𝑊𝑡𝜀𝑡 )
۲

= 𝐸 (∑𝑊۱𝜀۱ + ⋯+ ∑𝑊𝑛 𝜀𝑛 )
۲

=  𝜎
۲
∑𝑊𝑡

۲
 

= 𝜎
۲
∑(

𝑋𝑡

∑𝑋𝑡

۲
)

۲

=
𝜎

۲
∑𝑋𝑡

۲

(∑𝑋𝑡)
۲ 

 =
𝜎

۲

∑𝑋𝑡

۲
 

  

 با حالتی که در معادله رگرسیون عرض از مبدأ مخالف صفر bدر اینجا نیز تنها تفاوت در محاسبه واریانس 

 شود.  نمی در مخرج کسر به صورت انحراف از میانگین ظاهر 𝑋𝑡 هآن است ک باشد می



𝜎بایستی  var(bبه منظور تخمین )
۲
𝑆  توان پیش بینی کرد که می را برآورد کنیم.  

۲
=

∑𝑒𝑡

۲

𝑛−۱ 
یک برآوردگر   

𝜎نااریب از 
تخمین زده شده و در نتیجه  β در معادله رگرسیون مورد بحث تنها یک پارامتر یعنیاست زیرا  ۲

𝑆است. در ادامه نااریب بودن  n − ۱درجه آزادی آن 
 :کنیم می را اثبات ۲

𝐸(𝑆
۲
) =

∑𝜀𝑡

۲

𝑛 − ۱ 
=  

𝐸[∑(𝑌𝑡 − 𝑏𝑋𝑡)
۲ 
]

𝑛 − ۱ 
  

𝑌𝑡 و( ۲در رابطه فوق به ترتیب از معادله ) Yو  bبه جای  − 𝑏𝑋𝑡 + 𝜀𝑡  کنیم:  می جایگزین 

(3)  

𝐸(𝑆
۲
) =

𝐸 {∑[(𝛽𝑋𝑡 − 𝜀𝑡) − (𝛽𝑋𝑡 − ∑𝑊𝑡 𝜀𝑡)𝑋𝑡]
۲
}

𝑛 − ۱ 
=

𝐸[∑(𝜀𝑡 − 𝑋𝑡 ∑𝑊𝑡𝜀𝑡)
۲ 

𝑛 − ۱ 
 

=

𝐸 [∑ 𝜀𝑡

۲
− ۲ ∑𝑊𝑡 𝜀𝑡  ∑ 𝑋𝑖 𝜀𝑖 + ∑𝑋𝑡

۲
 (∑𝑊𝑡 𝜀𝑡)

۲
]

۲

 𝑛 − ۱
 

𝜀∑با در نظر گرفتن فروض کلاسیک
𝑖 

۲ 
= σ

۲  
𝐸(𝜀𝑖 𝜀𝑗) و    = 𝑖 برای  ۰ ≠ 𝑗  و غیرتصادفی بودن𝑋𝑡  اجزاء

 : کنیم می صورت کسر را محاسبه

𝐸 ∑ (𝜀
𝑖 

۲ 
) = 𝑛 σ

۲ 
,   𝐸(∑𝑊𝑡 𝜀𝑡)(∑𝑋𝑡 𝜀𝑡) = σ

۲  
∑𝑋𝑡 𝑊𝑡 = σ

۲  
∑𝑋𝑡  (

𝑋𝑡 

∑𝑋𝑡

۲
) = σ

۲  
,   

∑𝑋𝑡

۲
𝐸 (∑𝑊𝑡 𝜀𝑡)

۲
= σ

۲  
∑𝑋𝑡

۲
∑𝑊𝑡

۲
= σ

۲  
∑𝑋𝑡

۲
(

𝑋𝑡

∑𝑋𝑡

۲
)

۲

=   σ
۲   

 داریم:( 3با جایگذاری عبارات فوق در )

E (S
۲ 
) =

𝑛σ
۲  

− ۲σ
۲  

+ σ
۲  

𝑛 − ۱ 
=  σ

۲  
 



𝑣𝑎𝑟̂(𝑏)میتوان از رابطه bبنابراین بمنظور برآورد واریانس   = S
۲ 
/∑𝑋

𝑖 

۲
Sکه در آن     

۲ 
=

∑𝑋𝑡

۲
 

𝑛−۱ 
 است 

 استفاده نمود. 

 فصل هفتم 

 بزرگهای  در نمونهها  خواص برآورده کننده

بیشتر تا به حال گفته شد، مانند بدون تورش بودن و کارایی، ها  : خواصی که درباره تخمین زنندهسازگاری

در ها  گیرد، بنابراین لازم است به خواص تخمین زننده می کوچک مورد استفاده قرارهای  در حجم نمونه

 ۲گویند. یکی از این خواص ویژگی سازگاری ۱بزرگ نمونه توجه کرد. این خواص را خواص مجانبیهای  اندازه

حجم های  نیز از خواص دیگر نمونهاست، البته بدون تورش بودن به طور مجانبی. کارایی به طور مجانبی 

 زیاد است.

، یک دنباله  𝜃𝑛های  دنبال تخمین زننده آنگاهباشد.  nحجم نمونه  بر اساس 𝜃تخمین زن   𝜃𝑛فرض کنید 

𝛿 شود. اگر برای هر مقدار اختیاری  می سازگار خوانده > 𝜀  و  ۰ >  : داشته باشیم۰

𝑝𝑟𝑜𝑏 [|𝜃̂𝑛 − 𝜃| <  𝜀 ] > 1 − 𝛿 

شود. این بیان را  می 𝜃 با احتمال نزدیک به یک به مقدار واقعی و نزدیک   n ،𝜃𝑛یعنی با افزایش حجم نمونه 

  به صورت زیر هم مینویسند:

𝑝𝑟𝑜𝑏 (|𝜃𝑛 − 𝜃| <  𝜀 ) = 1  

 نویسند: می و به طور خلاصه

Plim 𝜃𝑛 = 𝜃 

𝑃𝑙𝑖𝑚 =  𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑙𝑖𝑡𝑦 𝐿𝑖𝑚𝑖𝑡 

 کند.  می گرایش پیدا 𝜃 به طور احتمالی به سمت   𝜃𝑛می گویند: 

                                                           
1
 Asymptotic 

2 Consistency  



 بریم. می به کار 𝜃در عمل غالبا مفاهیم فوق را ویژگی، سازگاری برای 

آن است که وقتی تورش و واریانس اندازه در   𝜃𝑛شرایط کافی برای سازگاری: شرط کافی برای سازگاری 

ن شرط، شرط خوبی است که در عمل، سازگاری یک کند. ای می نمونه، افزایش یابد به سمت صفر تمایل پیدا

 تخمین زننده را بررسی کنیم ولی توجه داریم که شرط لازمی برای سازگاری نیست. یک امین زننده

 تواند سازگار باشد حتی اگر مقدار تورش آن به سمت صفر میل نکند. می

 Plimبرخی از خواص 

 𝐶۱اگر 
C و    مقادیر ثابتی باشند: ۲ 

(۱ )     Plim (𝐶۱𝑦𝑡۱ + C  ۲ y t۲) =  𝐶۱Plim 𝑦
𝑡۱ + C  ۲ Plim y

t۲ 

(۲)      Plim (𝑦
𝑡۱y t۲) = (Plim  𝑦

𝑡۱) + (Plim y
t۲) 

(3 )    (y  ۲ ≠ Plim (𝑦 اگر  (۰ 
𝑡۱/ y t۲) = Plim  𝑦

𝑡۱/ (Plim y
t۲ 

𝑃𝑙𝑖𝑚 𝑦𝑡اگر  = 𝑐  باشد و 𝑔𝑡 = (𝑦)  ،داریم: آنگاهتابعی پیوسته از لا باشد 

(۴)       Plim g(𝑦𝑡) = g(c) 

 باشند؟  می برای ضرایب مدل رگرسیون خطی یک تخمین زننده سازگار OLSتخمین زننده 

 :مدل دو متغیره را در نظر بگیریم

𝑦𝑡 = 𝛽۰ + 𝛽۱ 
𝑋𝑡 + 𝑢𝑡  

 برحسب انحراف از معیار داریم:

𝛽̂۱ 
=

∑𝑥𝑡𝑦𝑡 

∑ 𝑥𝑡 

۲
  

𝛽̂۱ 
= ∑𝑤𝑡𝑦𝑡   



𝑤𝑡 =
 𝑥𝑡 

∑ 𝑥𝑡 

۲
  

𝛽̂۱ 
=  𝛽۱ 

+ ∑𝑤𝑡𝑦𝑡  =  𝛽۱ 
+ 

∑𝑥𝑡𝑢𝑡 

∑ 𝑥𝑡 

۲
  

  : گیریم می برای اثبات سازگاری، از طرفین حد احتمال

Plim 𝛽۱ 
=  Plim 𝛽۱ 

+ Plim (
∑𝑥𝑡𝑢𝑡 

∑𝑥𝑡 

۲
)   

= 𝛽۱ 
+

Plim (
∑𝑥𝑡𝑢𝑡 

𝑇
)

Plim (
∑𝑥𝑡 

۲

𝑇
)

   

) Plimاما 
∑𝑥𝑡𝑢𝑡 

𝑇
) Plim و باشد می  𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡𝑢𝑡) یک برآورد کننده سازگار از  (

∑𝑥𝑡 

۲

𝑇
هم یک براوردکننده   (

 . باشد می  Var(𝑋𝑡)ساز گار از 

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡𝑢𝑡)یک مقدار ثابت و غیرتصادفی است،  𝑋𝑡چون  =  ۰ ، 

 پس

Plim (
∑𝑥𝑡𝑢𝑡 

𝑇
)   →  ۰  

 

 هم یک مقدار ثابت است، بنابراین  𝑋𝑡 و واریانس

Plim𝛽̂
۱ 

= 𝛽۱ 
+  

 ۰ 

 مقدار ثابت
   

 مقدار 

 𝛽̂۱پس 
 است.یک تخمین زننده سازگار  



Plim𝛽̂
۱ 

= 𝛽۱ 
 

 𝛽̂۰به همین ترتیب برای 
 توان نشان داد، برآورد کنندهای سازگار است.  می  

  در حالت چند متغیره:

Y = Xβ +U 

𝛽̂ = (𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′𝑌 = (𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′[𝑋𝛽 + 𝑈] =  𝛽 + (𝑋′𝑋)
−۱

𝑋′𝑈  

𝛽̂ = 𝛽 + (𝑋′𝑋)
−۱

𝑋′𝑈 

Plim𝛽̂ =  Plim𝛽 + Plim (𝑋′𝑋)
−۱

𝑋′𝑈 =  𝛽 +    

Plim
(𝑋′𝑋)

−۱

 𝑇 
. Plim

 𝑋′𝑈 
 𝑇 

 

Plim اگر
 𝑋′𝑋

−۱

 𝑇 
 → 𝑄   یعنی به ،Q  میل کند، به طوری که 𝑄

 آنگاهوجود داشته باشد،  ۱−

 Plim [
 𝑋′𝑋

−۱

 𝑇 
]  → 𝑄

 مقداری ثابت است. ۱−

Plim  برای سازگاری باید ثابت کرد که
 𝑋′𝑈 

 𝑇 
 کند. می به سمت صفر میل 

Plim𝛽̂ = 𝛽 + 𝐴
−۱

. 0 =  𝛽 

, 𝑋̅ مثال: از نمونه  𝑋۱, 𝑋۲, … , 𝑋𝑛  .یک تخمین زن بدون تورش و سازگار است 

𝐸𝑋̅ =  𝜇 

𝑉𝑎𝑟 (𝑋̅) =  
 𝜎

 ۲ 
 

 𝑛 
  

lim𝑉𝑎𝑟 (𝑋̅) = lim
𝑛 → ∞

 𝜎
 ۲ 

 

 𝑛 
 → ۰  

 .شرط کافی برای سازگاری را داراست  𝑋̅بنابراین 



 فصل هشتم

 استفاده از رگرسیون برای پیش بینی

عمده در مطالعات اقتصادسنجی، پیش بینی مقدار متغیر وابسته به ازای مقدار معینی از های  یکی از هدف

و ممکن است به دو صورت انجام  باشد می برآورد پارامترها بر اساسمتغیر مستقل است. این پیش بینی 

 گیرد.

𝑋 ، مثلا Xپیش بینی میانگین متغیر وابسته به ازای یک مقدار معین از متغیر مستقل  -۱
𝑇+۱ 

  

𝑋، مانند Xپیش بینی متغیر وابسته به ازای یک مقدار معینی از متغیر مستقل  -۲
𝑇+۱ 

. 

واضح است که پیش بینی دوم کمتر از حالت اول قابل پیش بینی است و در هر یک از حالات فوق دچار 

 باید محاسبه کرد. می خطا خواهیم شد که متوسط هر دو خطا برابر با صفر است و واریانس آنها را نیز

 برآورد شده باشند: OLSاز روش   𝛽۱  ،𝛽۰ مثال: مدل زیر را در نظر بگیرید، به طوری که

𝑌𝑡 = 𝛽۰ + 𝛽۱𝑋𝑡 + 𝑈𝑡  

𝑡 = ۱ , … , 𝑇  

𝑇) برای دوره  Xحال چنان چه مقدار  + 𝑇)داده شده باشد، برآورد مقدار لا، متناظر با دوره (۱ + را  (۱

𝑌𝑇)کنیم مقدار واقعی  می پیش بینی کننده گویند. ما سعی +  را پیش بینی کنیم. (۱

𝑌
𝑇+۱ = 𝛽۰ + 𝛽۱𝑋𝑇+۱ + 𝑢

𝑇+۱   

را داریم، یک منبع خطا، خطای نمونه گیری در برآورد  𝛽۱ ،𝛽۰ نمونه برآورد بر اساسچون ما فقط 

𝑢پارامترهاست. اما بدون توجه به دقت تخمین پارامترها، ما هرگز قادر به پیش بینی 
𝑇+۱  به طور کامل

 نیستیم.

 به صورت زیر خواهند بود:ها  پیش بینی کننده



  𝑌
𝑇+۱
𝑝

= 𝛽̂۰ + 𝛽̂۱𝑋𝑇+۱ 

 خطای پیش بینی عبارت است از:

𝑒
𝑇+۱ = 𝑌

𝑇+۱  − 𝑌
𝑇+۱
𝑝

    

= 𝛽۰ + 𝛽۱𝑋𝑇+۱ + 𝑢
𝑇+۱ − 𝛽̂۰ + 𝛽̂۱𝑋𝑇+۱  

= (𝛽۰ − 𝛽̂۰) + (𝛽۱−𝛽̂۱) 𝑋𝑇+۱ + 𝑢
𝑇+۱  

𝐸(𝑒𝑇+1) شود که  می با گرفتن امید ریاضی از طرفین، ملاحظه = ۰  

بدون تورش است، بدین معنی که خطای پیش بینی دارای  OLSروش  بر اساساست. بنابراین، پیش بینی 

 میانگین صفر است.

 شود: می واریانس خطای پیش بینی به صورت زیر محاسبه

𝑉𝑎𝑟(𝑒𝑇+1) = 𝑣𝑎𝑟 (𝛽̂۰) + (𝑋
𝑇+۱)

۲
𝑣𝑎𝑟 (𝛽̂۱) +  ۲𝑋

𝑇+۱ Cov (𝛽̂۰ + 𝛽̂۱) + 𝑉𝑎𝑟(𝑢𝑇+1) 

= 𝜎
۲
 

[
 
 
 
 

 ۱ + [
 ۱ 

𝑇
+

𝑋̅
۱ 

𝑆𝑥𝑥
] +

(𝑋
𝑇+۱)

۲

 𝑆𝑥𝑥 
−

۲𝑋̅𝑋
𝑇+۱

 𝑆𝑥𝑥 
 

]
 
 
 
 

 

= 𝜎
۲
 

[
 
 
 
 

 ۱ +
 ۱ 

𝑇
+

(𝑋
𝑇+۱ − 𝑋̅)

۲
 

 𝑆𝑥𝑥 
  

]
 
 
 
 

  

𝜎با قرار دادن تخمین نمونه ای 
𝑋که قادر خواهیم بود برای ۲

𝑇+۱ .فاصله اطمینان بسازیم 

دارد یعنی هر  Tای غیرمستقیم با حجم نمونه، شود که میزان پراکندگی خطای پیش بینی رابطه می ملاحظه

چه قدر حجم نمونه بیشتر باشد میزان خطا کمتر است از طرفی میزان پراکندگی رابطه ای مستقیم با فاصله 

𝑋
𝑇+۱ یزان پراکندگی به تغییرات متغیراز مرکز مشاهدات دارد و همچنین م Xt ،  ،رابطه ای مکوس دارد

 یابد. می بینی افزایش، دارای تغییرات بیشتری باشند قدرت بیش  Xt یعنی وقتی



 چند متغیره های مدلپیش بینی در 

= t فرض کنیم مشاهدات روی ۱ , … . , T    و تابع  باشد می 𝑌 = 𝑋𝑡.𝐾 𝛽 + 𝑢    را تخمین زده ایم. حال

 بنامیم، دو مدل داریم:  𝑋𝑡.𝐾ها داشته باشیم و آن راXبیشتری روی های  چنان چه داده

 𝑌∗ = 𝑋∗ 𝛽 + 𝑢∗ 

دارای یک پیش بینی منطقی باشیم باید در اینجا هم دارای مدلی با ساختار مشابه باشیم، پس برای آن که 

 فرض زیر ضروری است:

𝐸 [
𝑢 
𝑢∗

] (𝑢′𝑢∗ 
′ ) = 𝐸 [

𝑢 𝑢′

𝑢∗𝑢∗ 
′  

   
𝑢𝑢∗ 

′

𝑢∗𝑢∗ 
′  

] = [
σ

۲
𝐼𝑇

۰
   

۰ 

σ
۲
𝐼𝑆

] 

   ∗𝑌دوم خود و  ∗𝑌خواهیم دو چیز را پیش بینی کنیم، اول میانگین می

𝛽̂ اساس براین دو را  = (𝑋′𝑋)
−۱

 𝑋′𝑌 کنیم. می پیش بینی 𝑌∗ 
𝑝   عبارتست از پیش مقدارY  در دورهS 

  ها. Xs بر اساس

 𝑒۱در اینجا ما دو خطا خواهیم داشت 
 : 𝑒۲و  

𝑒۱ 
= 𝐸(𝑌∗) − 𝑌∗

𝑝
 

𝑒۱ 
= 𝐸(𝑋∗𝛽) − 𝑋∗𝛽̂ = 𝑋∗(𝛽 − 𝛽̂) 

𝑒۱ 
= 𝑌∗ − 𝑌∗

𝑝 = 𝑋∗(𝛽 − 𝛽̂) + 𝑢∗  

 توجه کنید: ها  واریانس میانگین هر دو خطا برابر صفر است. به

𝑉𝐶 (𝑒۱) = 𝑉𝐶 [𝐸 (𝑌∗) − 𝑌∗
𝑝] = 𝐸 [𝑌∗

𝑝 − 𝐸 (𝑌∗
𝑝] [ 𝑌∗

𝑝 − 𝐸 (𝑌∗
𝑝)]

′ 

𝑉𝐶 (𝑒۱) = 𝐸 [𝑋∗(𝛽 − 𝛽̂)] [(𝛽 − 𝛽̂)
′
 𝑋∗

′ ]  

𝑉𝐶 (𝑒۱) =  𝑋∗ 𝐸(𝛽 − 𝛽̂) (𝛽 − 𝛽̂)
′
 𝑋∗

′
= 𝜎

۲
𝑋∗ (𝑋′𝑋)

−۱ 

𝑋∗
′   



𝑉𝐶 (𝑒۲) =  𝑉𝐶 (𝑌∗ − 𝑌∗
𝑝) = 𝑉𝐶[𝑋∗(𝛽 − 𝛽̂)(𝛽 − 𝛽̂) + 𝑢∗]  

𝛽و  ∗𝑢چون  − 𝛽̂  رابطه ندارند:با یکدیگر 

𝑉𝐶 (𝑒۲) = 𝑉𝐶[𝑋∗(𝛽 − 𝛽̂)] +  𝑉𝐶(𝑢∗) 

𝑉𝐶 (𝑒۲) =  𝜎
۲𝑋∗ + (𝑋∗

′𝑋)
−۱

 𝑋∗
′ + 𝜎

۲
   

𝑉𝐶 (𝑒۲) =   𝜎
۲[𝑋

∗
+ (𝑋∗

′𝑋)
−۱

 𝑋∗
′ + 𝐼]  

 (۱مثال 

𝑦𝑡 =  𝛼 + 𝑏𝑥𝑡 + 𝑢𝑡 

𝑋۱      یک دوره بعد = ۱             𝑋۰ = [۱          𝑋
𝑇+۱] 

𝑉𝑎𝑟 (𝑒۲) = 𝜎
۲

[
 
 
 
 

۱ + [۱          𝑋
𝑇+۱] [

𝑇 

∑𝑥𝑡
  
∑𝑥𝑡

∑𝑥𝑡 

۲ 
]  [

۱      

𝑋
𝑇+۱

]

]
 
 
 
 

 

𝑉𝑎𝑟 (𝑒۲) = 𝜎
۲

[
 
 
 
۱ +

 ۱ 

 𝑇 
+

(𝑋
𝑇+۱ 

− 𝑋̅)
۲

∑(𝑥𝑡 − 𝑋̅)
۲   

]
 
 
 
 

از میزان  ۱هر چقدر حجم مشاهدات را زیاد کنیم، واریانس پیش بینی کننده گیریم می از این رابطه نتیجه

 . شود میواقعی آن کمتر 

 (۲مثال 

 مدل رگرسیون دو متغیره زیر را در نظر بگیرید:

𝑦𝑡 =  𝛼 +  𝛽𝑋𝑡 + 𝑢𝑡  

 به طوری که: 

                                                           
1
 Predictor  



𝑇 = ۲۰    ,        ∑𝑦𝑡 = ۱۶  ,        ∑𝑥𝑡 = 8۰  

∑𝑦𝑡 

۲ 
= 5۲    ,        ∑𝑥𝑡 

۲ 
= ۴۰۰   ,        ∑𝑥𝑡𝑦𝑡 = ۴۰  

 باشد، ۱۰برابر با  T+۱در دوره  xچنانچه مشاهده بر روی 

 واریانس مقدار خطای پیش بینی کننده از مقدار واقعی آن را به دست آورید. -۱

 واریانس پیش بینی کننده را محاسبه کنید.  -۲

[
𝑎
 
̂

𝑏̂
] = (𝑋′𝑋)

−۱
 𝑋′ 𝑌 =  [

T
.

∑𝑋𝑡

 

∑𝑋𝑡

∑𝑥𝑡

۲
] [

∑𝑌𝑡     

∑𝑋𝑡 𝑌𝑡

 ] = [
۲۰ 

8۰
    

8۰ 

۴۰
]

−1

 [
۱۶ 

۴۰
 ]  

[
𝑎
 
̂

𝑏̂
] =  [

۲ 

− 3/۰
],  

 داریم: XT+۱  =۱۰برای 

𝑦̂ = ۲ − 3/۰  (۱۰) =  −۱  

𝑦̂ (𝑦̂𝑓 − 𝑦𝑓 ) = 𝜎̂
۲
 [ ۱ + [ ۱ ۱۰] [

۰ 5⁄ − ۰ ۰5⁄

− ۰ ۰5⁄ ۰ ۰۱۲5⁄
] [

۱

۱۰
]] = ۰ 5⁄  𝜎̂

۲ 

 

 کننده:برای پیش بینی 

𝑣𝑎𝑟̂(𝑦̂𝑓 ) =  𝜎̂
۲
(𝑋𝑓 (𝑋′𝑋)

−۱ 

𝑋𝑓
′   

𝜎̂
۲

=
𝑢̂′ 𝑢̂ 

𝑇 − ۲ 
=

𝑦′𝑀𝑦 

۱8
=

 ۱ 

۱8 
 . (𝑦′𝑦 − 𝑦′𝑋𝛽̂);𝑀 = 𝐼 − 𝑋(𝑋′𝑋)

−۱ 
 𝑋′ 

𝜎̂
۲
 =  ۱ 77 ⁄  

𝑣𝑎𝑟̂(𝑦̂𝑓 ) =  ۱ 77 ⁄ (۰ 5 ⁄ )  



 𝑦̂ و 𝛽̂ ، محاسبات اضافی را برای آزمون آماری معنی دار بودن ضرایب (۴ادامه جدول ) 5جدول ( 3مثال 

X۱iبا جایگذاری مقادیر  ۴از جدول   𝑌̂𝑖 نشان میدهد. مقادیر 
X۲iو  

در معادله رگرسیون برآورد شده، به  

 دست آمده است.

  



 محاسبه آزمون معنی دار بودن آثار پارامترهای مدل -5جدول 

i Y 𝐗۱ 𝐗۱ y 𝒆 
𝒆

۲  𝒚
۲  

۱ ۴۰ ۶ ۴ 3۲/۴۰ 3۲/۰- ۱۰۲۴/۰ ۲89 

۲ ۴۴ ۱۰ ۴ 9۲/۴۲ ۰8/۱ ۱۶۶۴/۱ ۱۶9 

3 ۴۶ ۱۲ 5 33/۴5 ۶7/۰ ۴۴89/۰ ۱۲۱ 

۴ ۴8 ۱۴ 7 85/۴8 85/۰- 7۲۲5/۰ 8۱ 

5 5۲ ۱۶ 9 37/5۲ 37/۰- ۱3۶9/۰ ۲5 

۶ 58 ۱8 ۱۲ ۰۰/57 ۰۰/۱ ۰۰۰۰/۱ ۱ 

7 ۶۰ ۲۲ ۱۴ 8۲/۶۱ 8۲/۱- 3۱۲۴/3 9 

8 ۴8 ۲۴ ۲۰ 78/۶9 78/۱- ۱۶8۴/3 ۱۲۱ 

9 7۴ ۲۶ ۲۱ ۱9/7۲ 8۱/۱ ۲7۶۱/3 ۲89 

۱۰ 8۰ 3۲ ۲۴ ۴۲/79 58/۰ 33۶۴/۰ 5۲9 

۱۰ N =     ∑𝑋۱ = ۰  ∑𝑒
۲ 

= ۶7۰۴/۱3  ∑𝑦 
۲ 

= ۶3۴/۱  

 

𝑅  محاسبه( ۴مثال 
 کند عبارت است از: می یبرای مثال فوق که میزان برازش مدل را بررس  ۲

𝑅
۲ 

= ۱ −
∑ 𝑒

𝑖 

۲

∑ 𝑦
𝑖 

۲
= ۱ −

۱3 ۶7۰۴⁄

۱۶3۴
 ≈ ۱ −   ۰ ۰۰8۴⁄  

= ۰ 99۱۶⁄ 99 %  یا   ۱۶⁄  

𝑅اگر 
رگرسیون ساده مقایسه کنیم، یعنی زمانی که فقط اثر کودشیمیایی را درصد در مدل  ۱۰/97 را با  ۲

𝑅شود که  می ملاحظه (کردیم، )به عنوان یک متغیر مستقل می بررسی
افزایش یافته است، در حالی که   ۲

 ضریب تعیین تعدیل شده عبارت است از:



𝑅̅
۲ 

= ۱ − (۱ − 𝑅
۲ 
) 

𝑛 −  ۱

𝑛 − 𝑘 
= ۱ − (۱ − ۰ 99۱۶⁄ ) −

۱۰ −  ۱

۱۰ − 3 
= ۰ 99۱۶⁄   

درصد از تغییرات میزان برداشت محصول ذرت، توسط کودشیمیایی و اضافه نمودن سموم  97/98یعنی 

 . شود میآفات نباتی توضیح داده 

  

 

 

 

 

 

 

 

𝒙درصد برای  95فاصله اطمینان  -5-۱شکل 
۲   (8  =df) 

 

 

 

 

 

 

 

 

95% 

۲.5% 

𝒙
۲ 

 

ی
ال
گ
چ

 

𝒇(𝒙
۲ 
) 

۲.۱797 ۱7.5346 

𝑿
0.0۲5

۲
  𝑿

0.975 

۲
  

۲.5% 



 

 

 

 

 

 

 

 

  𝛽̂۲ درصد برای 95فاصله اطمینان  5-3شکل 
  𝛽̂۲ بر فرضیه بنا 

= ۰.3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 8با درجه آزادی  tدرصد برای  95فاصله اطمینان : 5-۴شکل 

 

 ناحیه بحرانی

۲.5 ٪  

𝛽̂۲  
 

ی
گال

 چ
𝒇(𝛽̂۲  

) 

0.۲۱77 0.38۲3 0.3 

در این ناحیه بحرانی 

 جای دارد ٪ ۲.5

𝛽̂۲  
= ۰.5۰9۱   

 %95ناحیه پذیرش  
 ناحیه بحرانی

۲.5 ٪  

t 

ی
گال

 چ

𝒇(𝑡) 

- ۲.306  + ۲.306  0 

در این ناحیه بحرانی 

 جای دارد ٪ ۲.5

𝑡 =  8۶/۰    



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 آزمون معنی دار بودن یک دنباله :  5-5شکل 

 ناحیه بحرانی %95  یا قبول  ناحیه پذیرش

۲.5 ٪  

𝛽̂ 2  

ی
گال

 چ
𝒇( 𝛽̂2) 

+ 0.3664  0.3 

 𝛽̂ 2 =  ۰ 5۰9۱⁄  در   

قرار  ٪ 5این ناحیه بحرانی 

 میگیرد

 ناحیه بحرانی %95ناحیه پذیرش یا قبول   

۲.5 ٪  

𝑡  

ی
گال

 چ

𝒇( 𝑡) 

+ ۱.860  0 

𝑡 =   ۰ 8۶⁄  در   

 این ناحیه بحرانی

 قرار میگیرد ٪ 5 
 

  

𝛽
2 
° + ۱.8۶۰ 𝑠𝑒 (𝛽̂ 2 )  

 

  ۰.۰5   (8 𝑑𝑓)  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Yو مقادیر تکی  Yاطمینان برای میانگین  (های فواصل )محدوده -5-۶شکل 

 

X 

 Yفاصله اعتماد برای میانگین 

58 

x 0 

Y 

 60  

۶8 

  فاصله اعتماد برای 

Y  انفرادی یا تکی 

 

80 ۱00 ۱۲0 ۱40 ۱60 ۱80 ۲00 ۲۲0 ۲40 ۲60 

70 

90 

۱۱0 

۱30 

۱50 

۱70 

0 

9۲ 

83 

 𝑌̂𝑖 = 24.4545 + 0.4091 𝑋𝑖 


