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 مقدمه  1.2

ای یک بعدی حول محور خودش متقارن باشد و بارگذاری نی به صورن متقارن اعمال گردد، اگر یک عضو سازه

ی سازی شود. اگر این سازهآل با استفاده از یک خط معادل شبیهتواند به صورت یک ستون یک بعدی ایدهمی

آل شود. )شکل خط معادل یک بعدی ایدهتواند با استفاده از یک متقارن نیز تحت بارهای جانبی قرار گیرد، می

( نشان داده شده است. قابل ذکر 1.2سازی تیر ستون برای بارهای محوری و جانبی در شکل )آل(. ایده1.2

باشد و رفتار غیرخطی را که منجر خطی از اثرات ستون و تیر می 1سازی، یک جمع آثارآلاین ایدهاست که 

 گیرد.، در نظر نمیگرددمی 2به اثراتی مانند کمانش

دهد. این شمع می تواند مانند یک ( یک شمع را تحت بارهای محوری و جانبی نشان می1.2شکل )

ی خمش ها برای مسئلهحلی راه3ی کلاسیک خمش تیر و ستون تحلیل شود. از این رو، ابتدا فرم بستهمسئله

و تحت بارگذاری جانبی  5های ارتجاعیکدر خامدفون  4های تکیتیر را که معمولا به منظور تحلیل شمع

 و عددی بسته ی فرمهاحلسپس در فصل بعدی، یک توضیح مختصر از راه اند، ارائه خواهیم کرد.استفاده شده

، 6های فونداسیونهایی که برای تحلیل دالحلهیک دال دو بعدی روی خاک ارتجاعی خطی همانند رابرای  را

 مشابه دیگر معرفی خواهیم کرد. هایو سازه 7های گستردهپی

 تیرها با مدل خاک فنری  2.2

ی خاک توانند شامل رفتار ترکیبی پیچیده بین سازه و شالودهقرار گرفته روی خاک، میپذیر شکل و دال هاتیر

[ 1] 8ی وینکلرشود، به وسیلهی فنر که معمولا برای در نظر گرفتن رفتار خاک استفاده میشوند. مدل ساده

[. مدل فنر بر اساس این فرض 2نیز استفاده شده است ] 11و زیمرمن 10، فاس9ارائه شد؛ این مدل توسط اولر

                                                 
1 Superposition 
2 Buckling 
3 Closed-form 
4 Single pile 
5 Elastic 
6 Foundation slabs 
7 Rafts 
8 Winkler 
9 Euler 
10 Füss  
11 Zimmerman 



که اغلب به صورت ارتجاعی خطی در  های مستقلای از فنرتواند با استفاده از مجموعهاست که رفتار خاک می

کا اغلب غیرخطی و ترکیبی است، مدل جایی که رفتار خ(. از آن2.2شکل مدل شود ) شوند،نظر گرفته می

از نیز [ 2-9شود. تعدادی از مقالات ]ی پاسخ خاک در نظر گرفته میوینکلر به عنوان یک روش تقریبی ارائه

 اند.مدل خاک وینکلر استفاده نموده

 معادلات حاکم برای تیرها با مدل وینکلر 1.2.2

، در p، به صورت یک تابع خطی از فشار خاک، y، در راستای vی یک نقطه از خاک، یجادر مدل وینکلر، جابه

 باشد:ی زیر میشود و به صورت رابطهآن نقطه فرض می

(1.2) 
 

 

(؛ واحدهای 2.2دهد )شکلرا نشان می y( خاک در راستای 12مشخصه )سختی 0kبرای پاسخ ارتجاعی خطی، 

0k ،  های های مختلفی از جمله مدولاین عبارت با نامهستند.  های طولمکعب واحدبه صورت واحد های نیرو بر

شود. اشاره می های طولهای نیرو بر مکعب واحدواحدهای فنر با بعد و مدول 14، ضریب واکنش بستر13بستر

 های راه آهن استفاده شد.ها زیر سیستمها و تغییرشکلی تنشمدل وینکلر در ابتدا برای محاسبه

 

 

 آل شده( شمع ایدهb( شمع )طول( )aسازی یک بعدی شمع )آلایده  1.2شکل 

 

                                                 
12 Stiffness 
13 Subgrade modulus 
14 Coefficient of subgrade reaction 



 

 تیر یک بعدی  2.2شکل 

شود، ممکن است تعریف مدل پیوسته، نیازمند که خاک به عنوان یک جسم جامد در نظر گرفته میبه دلیل این

، E، 16، دو ثابت مانند مدول یانگ15ی خطی ارتجاعی و همسانثابت باشد؛ حتی برای رفتار سادهبیش از یک 

بنابراین، برای یک محیط دو بعدی  ، مورد نیاز است.K، و مدول بالک، G، یا مدول برشی، υ، 17و نسبت پواسون

شود. با این وجود، مدل وینکلر تنها رفتار های عمودی و افقی شامل مییا سه بعدی، رفتار ترکیبی بین پاسخ

شود. بنابراین، مدل وینکلر تنها گیرد و اثر ترکیبی در راستای افقی نادیده گرفته میعمودی را در نظر می

[ مدل وینکلر را با به 5] 19فو لئونتی 18فبرای مواد پیوسته فراهم کند. ولاسلو را تواند یک پاسخ تقریبیمی

در ادامه، تیرهای و در نتیجه افزایش اثر ترکیبی، اصلاح نمودند.  υو  Eکار گیری محیط ارتجاعی خطی با 

 گیرند.بررسی قرار نمیها در اجرا مورد گیریم؛ تیرهای صلب به دلیل کاربرد محدود آنپذیر را در نظر میشکل

 پذیرهای شکلمعادلات حاکم برای تیر  2.2.2

 شود:، ضرب میb((، در عرض تیر، 1.2ی ))معادله 0kهای بستر، برای یک تیر دو بعدی، مدول

(2.2) 
 

 

 باشد.های طول میهای نیرو بر مجذور واحدبه صورت واحد kبعد 

(. 2.2( قرار بگیرد )شکل Pای )( و نقطهqهای گسترده )بار تواند تحت نیروهای مختلفی از جملهتیر می

 باشد.مقاومت خاک می pاست؛ که در آن  b(p - q)بنابراین، فشار موثر بر تیر برابر 

 ی دیفرانسیل غالب برای تیر می تواند به صورت زیر به دست بیاید.معادله

                                                 
15 Isotropic 
16 Young's module 
17 Poison's ration 
18 Vlaslov 
19 Leontiev 



(3.2) 
 

 

 شود( به شکل زیر تبدیل می3.2)ی ، رابطهb0k=kو  v0p=kبا جایگزینی 

(4.2) 
 

 

 تواند بدین صورت توصیف شود:، میvجایی، ، و جابهMی بین لنگر خمشی، حال، رابطه

(5.2) 
 

 

( 5.2ی )باشند. با دو بار مشتق گرفتن از رابطهممان اینرسی تیر می Iو  20سختی خمشی EIکه در آن 

 آوریم:، عبارت زیر را به دست میxنسبت به 

(6.2) 
 

 

 ( داریم:4.2ی )با جایگزینی رابطه

 الف( 7.2)
 

 

 یا

 ب( 7.2)
 

 

 (.2.2به عنوان بار جانبی گسترده به کار گرفته شده است )شکل  qکه 

 ( داریم4.2ی )با دو بار مشتق گرفتن از رابطهبه علاوه 

(8.2) 
 

 

 ( جایگزین شده است.5.2ی )از رابطه 2v/dx2dکه در آن 

 حلراه  3.2.2

 توانیم به شکل زیر بیان نماییم:( را می7.2ی )در معادله vحل برای ی راهفرم بسته

(9.2)  

 

                                                 
20 Flexural (Bending) stiffness 



 شوند، وتعیین می 21باشند که با اعمال شرایط مرزیضرایب ثابت می Dو  A ،B ،Cکه در آن 

(10.2) 
 

 

ی سازه )تیر( است، در نظر ( را که مشخصهEI، اثرات واکنش بستر و سختی خمشی )λاین تعریف از 

 باشد.خاک می-ی طول سیستم تیرهای طول است و معکوس آن، مشخصه، معکوس واحدλگیرد. بعد واحد می

تر جایی بزرگکه منجر به جابه ی طول بزرگ استتر باشد، مشخصهاگر تیر در مقایسه با خاک بسیار سخت

ی مقابل، وقتی گردد. در نقطهای که بار به آن اعمال شده است، مینقطه توجه ازی قابلتیر برای یک فاصله

ی اعمال بار متمرکز جایی در نزدیکی منطقهتر باشد، جابهتر و تیر نسبت به خاک نرمی طول کوچکمشخصه

 شود.می

هش نمایی که دو عبارت دیگر کا(( شامل دو عبارت با رشد نمایی است، در حالی9.2ی ))رابطه vحل راه

توان از طریق شرایط مرزی موجود تعیین کرد. را می Dو  A ،B ،Cدهند. ضرایب نسبت به فاصله را نشان می

ها با شرایط مرزی استفاده ی تیر برای شمعوقتی که معادله Dو  A ،B ،Cی به دست آوردن در مورد نحوه

 شود، بحث خواهیم کرد.می

 دی(تحت بار جانبی )یک بعهای شمع 3.2

ی خاک تحلیل تواند به صورت یک تیر روی شالودههمانطور که در قبل بیان شد، یک شمع تحت بار جانبی می

 گردد.آل شده و توسط مدل وینکلر ارائه میشود که معمولا به صورت ارتجاعی خطی ایده

در بالای شمع یا خط تراز  tPو بار  tM( یک شماتیک از یک شمع یک بعدی را تحت یک لنگر 3.2bشکل )

ی فنر ارتجاعی خطی ارائه نمود، یک مجموعه از که بتوان خاک را به وسیلهبا فرض ایندهد. خاک نشان می

اند. حال یک علامت قراردادی برای مسئله ( در امتداد طول شمع نشان داده شدهa 3.2این فنرها در شکل )

، M، لنگر خمشی، V، نیروی برشی، pانند فشار خارجی، های مختلف مگیریم که برای کمیتدر نظر می

 است. ( نشان داده شده4.2، در شکل )vجایی، و خیز یا جابه Sگرادیانت یا شیب، 

 (( بیان شود.9.2ی )تواند مانند تیر )رابطه، در شمع نیز میvجایی، سته برای جابهبحل تحلیلی یا فرم راه

 شرایط مرزی بر اساس Dو  A ،B ،C ضرایب 1.3.2

با  Dو  A ،B ،Cهای می باشند. از این رو، ثابت vو/یا مشتقات  vجایی، شرایط مرزی معمولا به صورت جابه

های زیر را بر اساس شرایط حلگردند. ما راه( تعیین می9.2ی )استفاده از شرایط مرزی با استفاده از رابطه

 گیریم.نهایت در نظر میهای بسیار بلند با طول بیمرزی، ابتدا برای شمع

                                                 
21 Boundary condition 



 

یافته؛ ( شماتیک شمع تغییرشکلb(مقاومت خاک توسط فنرها؛ )aشمع تحت بار جانبی و حالت تغییرشکل یافته. ) 3.2شکل 

Pt:  بار اعمالی در بالای شمع وMt.لنگر اعمالی در بالای شمع : 

 

 

 .vجایی مثبت، ، جابهS، شیب مثبت، M( لنگر مثبت، c( برش مثبت و )b( بار مثبت؛ )aعلامت قراردادی ) 4.2شکل 

 

 نهایتطول بی درشمع   2.3.2

(( بسیار کوچک خواهند 9.2ی ))معادله B sin λxو  A cos λxهای (، عبارت5.2نهایت )شکل برای طول بی

عبارت انتهایی از حل تنها وابسته به دو تقریبا برابر صفر هستند. بنابراین، راه Bو  Aشد. از این رو، ضرایب 

 شد که مطابق آن( خواهد 9.2ی )رابطه

(11.2)   



ها و/یا لنگرهای مشخص و شرایط مرزی معلوم را به ها شامل بارهای مربوط به شمعحلتوانیم راهاکنون می

 دست آوریم.

 بار جانبی در بالا  3.3.2

((، وقتی که شمع در 6.2، در بالا، که در سطح زمین یا خط تراز قرار دارد )شکل )tPبرای یک بار متمرکز، 

، =0xی مشتق دوم در نقطه، که tM=0کند و لنگر، قسمت بالایی )در راستای افقی( آزادانه حرکت می

0)=2v/dx2(d است یا 

(12.2) 
 

 

 

 

 نهایتشمع در طول بی  5.2شکل 

 

 

 جانبی در قسمت بالاشمع با بار   6.2شکل 

 



 باشدبه صورت زیر می xنسبت به  vمشتق اول 

(13.2) 

 

 

 آید:نیز به دست می vمشتق دوم 

(14.2a) 

 

 

 تواند به صورت زیر بازنویسی شود:ی بالا میجایی که دو عبارت اول صفر هستند، رابطهاز آن

(14.2b) 
 

 

 توانیم بنویسیم:( می12.2ی )با استفاده از رابطه بنابراین؛ xλ-e =1و   0x= ،0x=λsin  ،1x=λcosدر 

 

 توانند صفر باشند.نمی  2λو  EIزیرا 

 باشد:به صورت زیر می vاست؛ لذا مشتق سوم  tV=P، نیروی برشی =0xدر 

(14.2c) 

 

 

 :، بنابراینxλ-e=1و   0x= ،0x=λsin  ،1x=λcosو در  =0A=B=Dکه با توجه به این

(15.2) 

 

 

 گردد:، به صورت زیر ارائه میvسپس، حل خاص برای تغییرشکل، 

(16.2) 
 

 

 رسیم:ی زیر می(، به رابطه16.2ی )( در معادله10.2ی )از معادله kبا جایگذاری 

(17.2a) 
 

 

 



 آیند:می( به صورت زیر به دست 17.2aی )های مختلف برای تحلیل و طراحی از رابطهکمیت

(17.2b) 
 

 

 

(17.2c)  

 

 

(17.2d) 
 

 

 دهیم:ها قرار میروابط بالا، مقادیر زیر را را در آنن برای ساده کرد

(18.2a) 
 

 

 

(18.2b)  
 

 

(18.2c)   

 

(18.2d) 
 

 

 شکل ساده شده بیان شوند:توانند به ظر میتلف موردنت های مخسپس کمی

(19.2a) 
 

 

 

(19.2b) 
 

 

 

(19.2c) 
 

 

 

(19.2d) 
 

 

 



(19.2e)   

 

 لنگر در قسمت بالا  4.3.2

((. شرایط مرزی 7.2)شکل ) دیا خط تراز خاک را در نظر بگیراعمال شده در قسمت بالای شمع ی tMیک لنگر 

 خط تراز را به صورت زیر قرار دهید:ا قسمت بالا ی در

 باشد.می t=M2v/dx2dد در این موقعیت دهیاست که نشان م =0x= ،tMMدر  .1

 باشد.می  t=M)3v/dx3d(EIد در این موقعیت دهیاست که نشان م 0x= ،0=tPدر . 2

؛ با جایگزینی این شرایط اشندبمی cos λx =1و  x=0 ،sin λx =0است و در  A=B=0ه این که با توجه ب

 ( داریم:14.2cی )در معادله

 

 د:صورت زیر بیان شوتواند به ( می11.2ی )هخواهد شد. حال معادل D = -Cبنابراین 

(20.2) 
 

 

 م:داری =0xدر  tM=Mبا اعمال شراط مرزی 

 

 

 الاشمع با لنگر در قسمت ب 7.2شکل 

آید. بنابراین مقادیر به دست می D)-( 2λEI  2=  tMر لنگمقدار ، (14.2a)  یدر رابطهن رابطه جایگزینی ای با

 شوند.می 2λEI  2(/tM-= C(و   =tMD/)2λEI  2(  صورتبه  D و Cیب اضر

 



 (، داریم:11.2ی )دلهدر معا Dو  Cبا جایگزینی ضرایب 

(21.2a) 
 

 

 آیند:ر به دست میه صورت زیهای موردنظر بین حالت، سایر کمیتدر ا

(21.2b) 
 

 

 

(21.2c) 
 

 

 

(21.2d) 
 

 

 

(21.2e) 
 

 

 

 شمع بدون چرخش در قسمت بالا 5.3.2

ثابت است. در این ، شمع در قسمت بالا ه در آندهد ک( یک شماتیک از شرط بالا را نشان می8.2شکل )

 شوند:با استفاده از روابط زیر بیان میط مرزی در قسمت بالا یحالت، شرا

 x=0 ،dv/dx=0. در 1

 0x= ،tV=P. در 2

 ، داریم:(13.2ی )در معادله dv/dxبا جایگزینی 

-C + D = 0 

 و 

(22.2) 
 

 

 شکل زیر استیا به  x  =0در  t=PVشرط مرزی 

 



 

 ثسمت بالایی خش در شمع بدون چر  8.2شکل 

 ( داریم:14.2c)ی در رابطهحال با قرار دادن این شرط مرزی 

 

 بنابراین؛

 

 داریم:( 11.2ی )رابطهدر  Cبا جایگزینی 

(23.2a) 
 

 

 یا

 

 یا

 

 شوند:های مورد نظر به صورت زیر بیان میکمیتسایر 

(23.2b) 
 

 

 



(23.2c) 
 

 

 

(23.2d) 
 

 

 

(23.2e) 
 

 

 


