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 پیشگفتار

 یهاتکنیکهای گوناگون و در این کتاب سعی بر آن شده است که از روش

 دست آوردن انتگرال نامعین یا تابع اولیه استفادهه برای ب گیریانتگرالمتفاوت 

و همچنین  دانشجویان برخی از در انتگرال نامعین، دست آوردنه شود. ب

ها در های فنی و مهندسی و سایر رشتهبه خصوص رشته تگانآموخدانش

میم به تالیف تص لذا تا حدودی با چالش همراه است. ریاضیات عمومیدروس 

 این کتاب گرفتم.

ی هاتکنیکهای ممکن در انتگرال گیری و تعدادی از در این کتاب حالت

ا و ههمراه با مثال ،مناسب برای این کار یعنی بدست آوردن انتگرال نامعین

از طریق  گیریانتگرالهای فرمول توضیح داده شده است.های مفید نمونه

ی به دلیل کاربرداند. قضایایی در حساب دیفرانسیل و انتگرال به وجود آمده

 قضایا خودداری شده است. اثبات از ها و مطالب این کتاب،روشبودن 

یی آورده شده است. هاتمرین ،پایان هر فصل در برای خودآزمایی، نیهمچن

لازم را از مطالب آن  هایاستفاده ،امید است که خوانندگان محترم این کتاب

های مورد نیاز را بدست آورند.برده و موفقیت
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 انتگرال نامعین : فصل اول 1

 تعریف

ن انتگرال نامعی محاسبه مراحل بدست آوردن ضد مشتق یک انتگرال مفروض،

باشد، در  f که مشتقش تابع داده شده F تابعی چون یعنی شود.نامیده می

شود و به صورت زیر نوشته انتگرال نامعین گفته می ،fاین حالت به انتگرال 

 شود:می

𝐹(𝑥) = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶 

  )قضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال( انتگرال معین: -8-8

اگر  آنگاه باشد، [a,b]روی بازه بسته  ییک تابع پیوسته با مقدار حقیق fاگر 

 مساوی است با:روی آن بازه  f انتگرال ،معلوم باشد Fیعنی  fضد مشتق 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 〔𝐹(𝑥)〕𝑎
𝑏

𝑏

𝑎

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)  

ق دهد تا از ضد مشتقضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال به ما اجازه می

 برای محاسبه مقدار انتگرال استفاده کنیم.
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کار آسانی نیست و نیاز دارد به استفاده  ،fمعمولا پیدا کردن ضد مشتق تابع 

 عبارتند از: هاتکنیک نیا .گیریانتگرالی هاتکنیکها و از روش

 انتگرال از طریق تغییر متغیر. .4

 انتگرال به وسیله تغییر متغیر مثلثاتی. .1

 جزء به جزء. گیریانتگرال .۵

 انتگرال از طریق تجزیه کسرها. .1

 دوم های اول،روش داده شده است.روش سوم در فصل دوم به تفضیل توضیح 

این فصل هم  در گردیده است. انیب ها،و چهارم در فصل سوم همراه با مثال

در مورد فرمول کلی انتگرال و بعضی از روابط مهم و مفاهیم پایه، بحث و 

 گفتگو شده است.

 گیریانتگرالروش کلی در  -8-7

 هاینجا ب در است.استفاده شده فرمول کلی انتگرال نامعین در این روش از 

ظر ماست. بنابراین سعی دست آوردن انتگرال نامعین و یا تابع اولیه مد ن

صورت حاصلضرب یک تابع در مشتق آن تابع ه را بمورد نظر تابع  کنیممی

  زیر نزدیک شویم: رابطهکه بتوانیم به  یبطور یه کنیم.تجز

 

n Є Q   du=u’dx  n≠-1  

 مشتق تابع صرف نظر کرده و از نظر تجزیه شود،وقتی که تابع به حالت مورد 

سپس آنرا تقسیم بر نمای تابع به  کنیم.نمای تابع را با عدد یک جمع می
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همان  که شود،جمع می Cکنیم. وعبارت حاصل با مقدار ثابت اضافه یک می

 تابع اولیه مورد نظر ماست:

∫𝒖𝒏 𝒖′𝑑𝑥 =
𝑢𝑛+1

𝑛+1
+ 𝐶            (1) 

n≠-1 , n Є Q  

 8 مثال

 برای به دست آوردن انتگرال نامعین زیر داریم:

∫
𝑥

√𝑥2 + 1
𝑑𝑥 

 :حل

 :داریم

∫
𝑥

√𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = ∫

𝑥

(𝑥2 + 1)
1
2

𝑑𝑥 

= ∫𝑥(𝑥2 + 1)−1/2𝑑𝑥 

=
1

2
∫2𝑥(𝑥2 + 1)−1/2𝑑𝑥 

مانطور که ه کنیم.ضرب و بر آن تقسیم می 2کسر داخل انتگرال را در عدد

 که باشد.پرانتز میمشتق عبارت داخل  2x شوددر عبارت بالا مشاهده می

  در خواهد آمد: کردن حاصل انتگرال فوق به صورت زیرپس از ساده
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∫
𝑥

√𝑥2 + 1
 𝑑𝑥 =

2

2
(𝑥2 + 1)

−1
2
+1 + 𝐶 = √𝑥² + 1 + 𝐶 

 7مثال 

 مطوب است محاسبه انتگرال زیر:

∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥² − 1
 

 :حل

 ضرب و تقسیم می کنیم: 1صورت و مخرج انتگرال را در عدد 

∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥² − 1
=
1

2
∫
2𝑥𝑑𝑥

𝑥² − 1
 , 𝑢 = 𝑥2 − 1 , 𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥 

=
1

2
∫(𝑥2 − 1)−1 (2𝑥)𝑑𝑥 

=
1

2
𝑙𝑛|𝑥2 − 1| + 𝐶 

 یکی که های بعد در مورد روابط مهم در انتگرال بحث خواهیم کرد.در قسمت

 باشد:از آنها فرمول زیر می

∫
𝑑𝑢

𝑢
= 𝑙𝑛|𝑢| + 𝐶  

 :می باشدبصورت زیر  (4رابطه )در حالت خاص 

∫𝒙𝒏 𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝐶 
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 7 مثال

 زیر را به دست آورید. انتگرال نامعین

∫ √𝑥
9

𝑑𝑥 = ∫𝑥1/9𝑑𝑥 =
𝑥
1
9+1

1
9
+ 1

+ 𝐶 =
9

10
√𝑥10
9

+ 𝐶 

 4 مثال

 و دادن عبارت داخل انتگرالبسط ،زیرنامعین انتگرال  برای بدست آوردن

از  نیبنابرا گیر است.کاری طولانی و وقت استفاده از انتگرال جمله به جمله،

 کنیم:استفاده می گیریانتگرالحالت کلی 

∫(𝑎𝑥 + 𝑏)𝒏 𝑑𝑥 

∫(𝑎𝑥 + 𝑏)𝒏 𝑑𝑥 =
1

𝑎
∫𝑎(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛 𝑑𝑥 

مشتق عبارت  aضرب و بر آن تقسیم می کنیم. a عبارت داخل انتگرال را در

 پرانتز است.داخل 

 خواهیم داشت: (4طبق فرمول انتگرال رابطه )

∫(𝑎𝑥 + 𝑏)𝒏𝑑𝑥 =
(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛+1

𝑎(𝑛 + 1)
+ 𝐶 a ≠ 0 

 روابط مهم -8-7

استاندارد انتگرال نامعین که اکثرا مورد استفاده قرار روابط مهم و فرمولهای 

 است.(  xتابعی از  u )در تمامی روابط زیر :صورت زیر استه گیرد بمی
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∫𝑢𝑑𝑢 = 𝑢 + 𝐶 

∫𝑢𝑛𝑑𝑢 =
𝑢𝑛+1

𝑛+1
+ 𝐶 n≠-1 

∫
𝑑𝑢

𝑢
= 𝑙𝑛|𝑢| + 𝐶 

∫𝑒𝑢 𝑑𝑢 = 𝑒𝑢 + 𝐶 

∫𝑎𝑑𝑢 = 𝑎𝑢 + 𝐶             عدد ثابت است.یک a 

∫𝑎𝑢 𝑑𝑢 =
𝑎𝑢

𝑙𝑛𝑎
+ 𝐶 𝑎 ≠ 1 , 𝑎 > 0  

∫
𝑑𝑢

𝑎2+𝑢2
=

1

𝑎
𝑡𝑎𝑛−1

𝑢

𝑎
+ 𝐶 a≠0 

∫
𝑑𝑢

√𝑎²−𝑢²
= 𝑠𝑖𝑛−1(

𝑢

𝑎
) + 𝐶 a>0 

 انتگرال توابع مثلثاتی:

∫𝑠𝑖𝑛𝑢 𝑑𝑢 = −𝑐𝑜𝑠𝑢 + 𝐶 

∫𝑐𝑜𝑠𝑢 𝑑𝑢 = 𝑠𝑖𝑛𝑢 + 𝐶 

∫𝑡𝑎𝑛𝑢 𝑑𝑢 = 𝑙𝑛|𝑠𝑒𝑐𝑢| + 𝐶 

∫ 𝑐𝑜𝑡𝑢 𝑑𝑢 = 𝑙𝑛|𝑠𝑖𝑛𝑢|+C 
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∫𝑐𝑠𝑒𝑐𝑢 𝑑𝑢 = 𝑙𝑛|𝑐𝑠𝑐𝑢 − 𝑐𝑜𝑡𝑢| + 𝐶 

∫𝑠𝑒𝑐𝑢 𝑑𝑢 = 𝑙𝑛|𝑠𝑒𝑐𝑢 + 𝑡𝑎𝑛𝑢| + 𝐶 

∫𝑠𝑖𝑛ℎ𝑢 𝑑𝑢 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑢 + 𝐶 

∫𝑐𝑜𝑠ℎ𝑢 𝑑𝑢 = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑢 + 𝐶 

∫𝑠𝑒𝑐ℎ² 𝑢 𝑑𝑢 = 𝑡𝑎𝑛ℎ 𝑢 + 𝐶 

∫𝑐𝑠𝑒𝑐ℎ² 𝑢 𝑑𝑢 = −𝑐𝑜𝑡ℎ 𝑢 + 𝐶 

∫sec² 𝑢 𝑑𝑢 = 𝑡𝑎𝑛𝑢 + 𝐶 

∫𝑐𝑠𝑒𝑐² 𝑢 𝑑𝑢 = −𝑐𝑜𝑡𝑢 + 𝐶 

 پایهمفاهیم و روابط برخی از  -8-4

 :لگاریتمی و نمایی توابع -

دامنه  هک تابع لگاریتمی )تعریف(:تابع زیر را تابع لگاریتمی طبیعی می نامند.

 آن تمام اعداد مثبت می باشد.

𝑙𝑛𝑥 = ∫
1

𝑧

𝑥

1

𝑑𝑧 , 𝑥 > 0 
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Lnx،  لگاریتمx  در مبنایe (عدد نپر) می باشد .𝑙𝑜𝑔𝑒
𝑥 = 𝑙𝑛𝑥 

 آید:رابطه زیر به دست میمشتق آن از و پذیر است تابع فوق مشتق

  𝐷𝑥(𝑙𝑛𝑥) =
1

𝑥
 

 :آنگاه باشد، xتابعی از  u اگر در حالت کلی تر و بنا بر قاعده زنجیری مشتق،

𝐷𝑥(𝑙𝑛𝑢) =
1

𝑢
 𝐷𝑥𝑢 , 𝑢(𝑥) > 0 

 𝒆𝐱معکوس تابع لگاریتمی طبیعی است و به صورت  ،تابع نمایی تابع نمایی:

 یعنی شود.نشان داده می exp(x)یا  و

𝑥 = 𝑙𝑛𝑦 ⇔  𝑦 = 𝑒𝑥 

 دامنه آن مجموعه اعداد حقیقی و برد آن مجموعه اعداد مثبت می باشد.

 آید:تابع نمایی از رابطه زیر به دست می مشتق

𝐷𝑥(𝑒
𝑥) = 𝑒𝑥 

 باشد، xتابعی از  u اگر در حالت کلی تر و بنا بر قاعده زنجیری مشتق،

𝐷𝑥(𝑒
𝑢) = 𝑒𝑢𝐷𝑥𝑢 

 :توان نتیجه گرفتلگاریتمی طبیعی، میاز تعاریف مشتق توابع نمایی و 

∫
𝑑𝑢

𝑢
= 𝑙𝑛|𝑢| + 𝐶 

∫𝑒𝑢 𝑑𝑢 = 𝑒𝑢 + 𝐶 
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 مشتق توابع معکوس مثلثاتی:

 خواهیم داشت:مشتق این توابع  یبرا باشد، پذیرو مشتق xتابعی از  uاگر 

𝐷𝑥(𝑠𝑖𝑛
−1 𝑢) =

1

√1 − 𝑢2
 𝐷𝑥𝑢 , |𝑢| < 1 𝐷𝑥𝑢 = 𝑢′(𝑥) 

𝐷𝑥(𝑐𝑜𝑠
−1 𝑢) =

−1

√1−𝑢2
𝐷𝑥𝑢 , |𝑢| < 1  

𝐷𝑥(𝑡𝑎𝑛
−1 𝑢) =

1

1+𝑢²
𝐷𝑥𝑢  

𝐷𝑥(𝑐𝑜𝑡
−1 𝑢) =

−1

1 + 𝑢²
𝐷𝑥𝑢 

 توابع هیپربولیک:

,𝑒𝑥بر حسب  که توابع هیپربولیک از توابع پرکاربرد در ریاضیات هستند. 𝑒−𝑥  

هذلولوی هم گفته  )گاهی اوقات به آنها توابعبه صورت زیر تعریف می شوند:

 شود.(می

𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥 =
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
 , 𝑠𝑒𝑐ℎ 𝑥 =

1

𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥
=

2

𝑒𝑥+𝑒−𝑥
 

𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
 

𝑡𝑎𝑛ℎ 𝑥 =
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑒𝑥+𝑒−𝑥
 , 𝑐𝑠𝑒𝑐ℎ 𝑥 =

1

𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑥
=

2

𝑒𝑥−𝑒−𝑥
 

𝑐𝑜𝑡ℎ 𝑥 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥
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 مشتق توابع هیپربولیک:

 مشتق این توابع داریم: یبرا باشد، پذیرو مشتق xتابعی از  uاگر 

𝐷𝑥(𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑢) = 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑢 𝐷𝑥𝑢 𝐷𝑥𝑢 = 𝑢′(𝑥) 

𝐷𝑥(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑢) = 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑢 𝐷𝑥𝑢 

𝐷𝑥(𝑡𝑎𝑛ℎ 𝑢) = 𝑠𝑒𝑐ℎ² 𝑢 𝐷𝑥𝑢  

𝐷𝑥(𝑐𝑜𝑡ℎ 𝑢) = −𝑐𝑠𝑒𝑐ℎ² 𝑢 𝐷𝑥𝑢 

 بولیک معکوس:مشتق توابع هیپر

𝐷𝑥(𝑠𝑖𝑛ℎ
−1 𝑢) =

1

√𝑢2 + 1
 𝐷𝑥𝑢  

𝐷𝑥(𝑐𝑜𝑠ℎ
−1 𝑢) =

1

√𝑢2 − 1
𝐷𝑥𝑢 , 𝑢 > 1 

𝐷𝑥(𝑡𝑎𝑛ℎ
−1 𝑢) =

1

1 − 𝑢2
𝐷𝑥𝑢 , |𝑢| < 1 

𝐷𝑥(𝑐𝑜𝑡ℎ
−1 𝑢) =

1

1−𝑢2
𝐷𝑥𝑢 , |𝑢| > 1  

یان توان بهای طبیعی هم میتوابع هیپربولیک معکوس را برحسب لگاریتم

را  هاانتگرالروش به ما کمک می کند تا بتوانیم جواب برخی از  نیا .کرد

 بصورت لگاریتم بنویسیم.

𝑠𝑖𝑛ℎ−1 𝑥 = 𝑙𝑛(𝑥 + √𝑥2 + 1 ) , 𝑥𝜖 𝑅 
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𝑐𝑜𝑠ℎ−1 𝑥 = 𝑙𝑛 (𝑥 + √𝑥2 − 1 ) , 𝑥 ≥ 1 

𝑡𝑎𝑛ℎ−1 𝑥 =
1

2
𝑙𝑛
1 + 𝑥

1 − 𝑥
 , |𝑥| < 1 

coth−1 𝑥 =
1

2
𝑙𝑛
𝑥 + 1

𝑥 − 1
 , |𝑥| > 1 

 انتگرال جمله به جمله:

∫〔𝑓(𝑢) + 𝑔(𝑢) + ℎ(𝑢)〕𝑑𝑢

= ∫𝑓(𝑢)𝑑𝑢 + ∫𝑔(𝑢)𝑑𝑢 + ∫ℎ(𝑢)𝑑𝑢 

 1 مثال

 مطوبست محاسبه انتگرال زیر:

∫ 𝑠𝑖𝑛³𝑥 𝑑𝑥  

 :حل

 کنیممثلثاتی استفاده میاز اتحادهای 

𝑠𝑖𝑛²𝑥 = 1 − 𝑐𝑜𝑠²𝑥  

∫ 𝑠𝑖𝑛³𝑥 𝑑𝑥 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑠𝑖𝑛²𝑥 𝑑𝑥  

= ∫(𝑠𝑖𝑛𝑥(  1 − 𝑐𝑜𝑠²𝑥))𝑑𝑥 

= ∫(𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠²𝑥)𝑑𝑥 
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= ∫𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 − ∫𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠²𝑥 𝑑𝑥 

= 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝐶₁ + ∫(−𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑐𝑜𝑠²𝑥 𝑑𝑥 

= 𝑐𝑜𝑠𝑥 +  𝐶₁ +
1

3
𝑐𝑜𝑠³𝑥 + 𝐶₂ 

∫𝑠𝑖𝑛³𝑥 𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 +
1

3
𝑐𝑜𝑠³𝑥 + 𝐶 

 است. Cمقدار ثابت  C₂و  C₁مجموع دو مقدار ثابت  که توجه کنید نکته:

ها مجموع دو یا چند مقدار ثابت در و مثال هاتمریندر کلیه  ،این کتاب در

 گیریم.در نظر می Cمحاسبه انتگرال نا معین را مقدار ثابت 

 9 مثال

 انتگرال زیر:مطوبست محاسبه 

∫
𝑑𝑥

7𝑥 − 1
 

 :حل

 کنیم که:فرض می

7𝑥 − 1 = 𝑢 ⟹  𝑑𝑢 = 7𝑑𝑥  

∫
𝑑𝑥

7𝑥 − 1
=
1

7
∫

7𝑑𝑥

7𝑥 − 1
 

=
1

7
𝑙𝑛|7𝑥 − 1| + 𝐶 
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∫مطابق رابطه: 
𝑑𝑢

𝑢
= 𝑙𝑛|𝑢| + 𝐶، آید.دست می فوق انتگرال 

 2 مثال

 مطوبست محاسبه انتگرال زیر:

∫𝑥5(𝑥
2+1)𝑑𝑥 

 :حل

 کنیم:فرض می

𝑥² + 1 = 𝑢 ⟹  𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥  

∫ 𝑥5(𝑥
2+1)𝑑𝑥 =

1

2
∫2𝑥5(𝑥

2+1)𝑑𝑥 , 𝑎 = 5 > 0  

=
5𝑥²+1

2𝑙𝑛5
+ 𝐶 

𝑎𝑢∫مطابق رابطه:  𝑑𝑢 =
𝑎𝑢

𝑙𝑛𝑎
+ 𝐶، آید.انتگرال فوق به دست می 

 1 مثال

 مطلوب است مشتق توابع زیر:

𝑓(𝑥) = 𝑥³ 𝑡𝑎𝑛−1(
𝑥

4
) 

 :حل

 از طریق مشتق توابع معکوس مثلثاتی:
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𝑓′(𝑥) = 3𝑥² 𝑡𝑎𝑛−1(
𝑥

4
) + 𝑥³

1

1 +
𝑥2

16

(
1

4
) 

= 3𝑥² 𝑡𝑎𝑛−1(
𝑥

4
) +

4𝑥³

16 + 𝑥²
 

𝑔(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛ℎ−1√𝑥³ 

 :حل

 از طریق مشتق توابع هیپر بولیک معکوس:

𝑔′(𝑥) =
1

√(√𝑥3)
2
+ 1

(
3

2
√𝑥) 

=
3√𝑥

2√𝑥³ + 1
 

ℎ(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥 + √𝑥) + 𝑒𝑠𝑖𝑛²𝑥 

 :حل

 ی:مشتق تابع لگاریتمی و نمای

𝐷𝑥(𝑙𝑛𝑢) =
1

𝑢
 𝐷𝑥𝑢 , 𝐷𝑥(𝑒

𝑢) = 𝑒𝑢𝐷𝑥𝑢 

ℎ′(𝑥) =

(1 +
1

2√𝑥
)

𝑥 + √𝑥
+ 2𝑐𝑜𝑠𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑒𝑠𝑖𝑛²𝑥) 
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=
2√𝑥 + 1

2(𝑥√𝑥 + 𝑥)
+ (𝑒𝑠𝑖𝑛²𝑥)𝑠𝑖𝑛2𝑥 
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 ی فصل اولهاتمرین -8-1

 ید.زیر انتگرال نامعین را بدست آور یهاتمریندر  -الف

∫
1

√𝑥3
10  𝑑𝑥      (4) 

 

∫
5

6
 𝑥²√𝑥 𝑑𝑥     (1) 

 

∫
3𝑥2

√2𝑥³+1
 𝑑𝑥    (۵) 

 

∫ 𝑐𝑜𝑠³𝑥 𝑑𝑥  (1) 

 

  (0) ∫(𝒔𝒊𝒏𝟕𝒙 + 𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙²)𝒅𝒙 

 

  (4) ∫
𝑑𝑥

8+𝑥²
 

 

  (7) ∫𝑥 𝑡𝑎𝑛(1 + 5𝑥²) 𝑑𝑥 
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(0)    ∫
𝑥

(3𝑥2+7)9
𝑑𝑥 

 

 معین را محاسبه کنید. یهاانتگرالی زیر هاتمریندر  -ب

  (۹)  ∫ 𝑥. √𝑥²
35

2
𝑑𝑥 

 

∫
𝑥

𝑥2+3
𝑑𝑥

0

−1 
  (44) 

 

∫
2𝑥²

(𝑥3+5)

2

−1
𝑑𝑥  (44) 

 مشتق توابع مفروض زیر را بیابید: -ج

  (41) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛 (𝑡𝑎𝑛𝑥2) 

 

  (4۵) 𝑓(𝑥) = 2 𝑠𝑖𝑛−1 √𝑥 

 

  (41) 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑡−1 𝑒3𝑥 

 

  (40) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛√𝑥² + 1 + 𝑐𝑜𝑠−1(𝑠𝑖𝑛𝑥)  
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  (44) 𝑓(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛ℎ−1(𝑠𝑒𝑐𝑒𝑥) 

 

  (47) 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠ℎ−1(3𝑥 + 1) 

 

  (40) 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛−1(𝑡𝑎𝑛ℎ 𝑥²) 

 

  (4۹) 𝑓(𝑥) = 𝑒√𝑥
3+1 + 𝑐𝑜𝑠²𝑥 

 

  (14) 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑡ℎ−1(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥)  



 ءبه جز ءانتگرال جز: ومفصل د 2

 رابطه مهم در انتگرال جزء به جزء -7-8

 گیریانتگرالشود، بسیار مفید واقع می گیریانتگرالهایی که در یکی از روش

 آید:از طریق فرمول دیفرانسیل حاصلضرب بدست میبوده و جزء به  ءجز

𝑑(𝑢𝑣) = 𝑢𝑑𝑣 + 𝑣𝑑𝑢 

 و از آنجا

𝑢𝑑𝑣 = 𝑑(𝑢𝑣) − 𝑣𝑑𝑢 

 با انتگرال گرفتن از دو طرف خواهیم داشت:

(4)                                                 ∫𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫𝑣𝑑𝑢  

 نامیده می شود. ءبه جز ءجز گیریانتگرالرابطه فوق فرمول 

باشد  ریگیانتگرالجانشینی باید انتخاب کرد که مستقیما قابل  dvو  uبرای 

ه های زیر توجمثال به باشد.میتری تابعی است که مشتق آن تابع ساده uو 

 کنید:
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 8 مثال

 انتگرال زیر را بدست آورید:

∫ 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥  

 حل:

 :کنیمفرض می

𝑢 = 𝑥 , 𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 

 فرمول انتگرال جز به جز(: (4)طبق رابطه)

𝒗 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 , 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

 بنابراین:

∫𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − ∫𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 

= 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝐶 

 نکته 

ع مثلثاتی و تواب تمیلگار در اکثر موارد وقتی که انتگرال شامل حاصلضرب توابع،

  کاربرد دارد. ءبه جز ءجز انتگرال معکوس باشد،

 7 مثال

 مطلوبست انتگرال زیر:

∫𝑐𝑜𝑡−1𝑥 𝑑𝑥 
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 : حل

 اگر فرض کنیم که:

𝑢 = 𝑐𝑜𝑡−1𝑥 , 𝑑𝑣 = 𝑑𝑥 

 خواهیم داشت: (4طبق رابطه ) صورت در این

𝑑𝑢 =
−𝑑𝑥

1+𝑥²
 , 𝑣 = 𝑥  

∫𝑐𝑜𝑡−1𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥𝑐𝑜𝑡−1𝑥 + ∫
𝑥𝑑𝑥

1 + 𝑥2
 

=  𝑥𝑐𝑜𝑡−1𝑥 +
1

2
ln (1 + 𝑥2) 

 7 مثال

 مطلوبست محاسبه انتگرال زیر:

∫𝑥𝑛𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥 

 حل:

 کنیم:فرض می

𝑢 = 𝑙𝑛𝑥 , 𝑑𝑣 = 𝑥𝑛𝑑𝑥 ⟹ 

𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

𝑥
 , 𝑣 =

𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
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∫𝑥𝑛𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
𝑙𝑛𝑥 − ∫

𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
 
𝑑𝑥

𝑥
 

=
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
𝑙𝑛𝑥 −

1

𝑛 + 1
∫𝑥𝑛 𝑑𝑥 

=
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
𝑙𝑛𝑥 −

1

(𝑛 + 1)2
𝑥𝑛+1 

در مراحل  ءبه جز ءدر برخی موارد ممکن است از دو مرتبه انتگرال جز

 .استفاده کنیم گیریانتگرال

 (.توجه کنید 1 به مثال)

 4مثال 

 مطلوبست محاسبه انتگرال زیر:

∫𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 

 حل:

 فرض کنیم:

𝑢 = 𝑒𝑥 , 𝑑𝑣 = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥  

 صورت داریم: در این

𝑑𝑢 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 𝑣 = −𝑐𝑜𝑠𝑥 
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∫𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = −𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − ∫𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 

ار را بک جزء به جزء گیریانتگرالدر طرف راست تساوی فوق مجبوریم دوباره 

 کنیمبریم. فرض می

𝑑𝑣′ = 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 , 𝑢′ = 𝑒𝑥 

⟹  𝑣′ = 𝑠𝑖𝑛𝑥 , 𝑑𝑢′ = 𝑒𝑥𝑑𝑥 

 از آنجا خواهیم داشت:

∫𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = −𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 − ∫𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 

2∫𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 (𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥) + 𝐶′ 

∫𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
𝑒𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥) + 𝐶 

 است. تقسیم شده 1دقت کنید که در اینجا طرف دوم تساوی فوق بر عدد 

  نیبنابرا

𝐶 =
𝐶′

2
 

 1 مثال

 محاسبه انتگرال زیر:مطلوبست 

∫ 𝑥𝑒3𝑥𝑑𝑥  
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 حل:

 کنیم که:فرض می

𝑢 = 𝑥 , 𝑑𝑣 = 3𝑒3𝑥𝑑𝑥 

⟹  𝑣 = 𝑒3𝑥 , 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥  

 بنابراین:

∫𝑥𝑒3𝑥𝑑𝑥 = 𝑥𝑒3𝑥 −∫𝑒3𝑥 𝑑𝑥 

1

3
∫3𝑥𝑒3𝑥 𝑑𝑥 =

1

3
( 𝑥𝑒3𝑥 − ∫𝑒3𝑥 𝑑𝑥)  

=
1

3
( 𝑥𝑒3𝑥 −

1

3
∫3𝑒3𝑥 𝑑𝑥) 

=
1

3
( 𝑥𝑒3𝑥 −

1

3
𝑒3𝑥) + 𝐶  

1

3
 𝑒3𝑥(𝑥 −

1

3
) + 𝐶 

 9مثال 

   انتگرال نامعین زیر را به دست آورید:

∫𝑡𝑎𝑛ℎ−1 𝑥 𝑑𝑥 

 حل:

𝑢فرض کنید:   = 𝑡𝑎𝑛ℎ−1 𝑥  و𝑑𝑣 = 𝑑𝑥 :در این صورت داریم 
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𝑑𝑢 =
1

1 − 𝑥2
𝑑𝑥 , 𝑣 = 𝑥 

∫ 𝑡𝑎𝑛ℎ−1 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 𝑡𝑎𝑛ℎ−1 𝑥 − ∫
𝑥

1−𝑥2
𝑑𝑥   

= 𝒙 𝑡𝑎𝑛ℎ−1 𝑥 +
1

2
∫

−2𝑥

1 − 𝑥2
𝑑𝑥  

= 𝑥 𝑡𝑎𝑛ℎ−1 𝑥 +
1

2
𝑙𝑛(1 − 𝑥2) + 𝐶 
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 ی فصل دومهاتمرین -7-7

 ی زیر انتگرال نامعین را محاسبه کنید.هاتمرین در -الف

  (4) ∫ 𝑥𝑠𝑖𝑛6𝑥 𝑑𝑥 

 

  (1) ∫ √𝑥
3

 𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥  

 

  (۵) ∫ 𝑥𝑡𝑎𝑛−1𝑥 𝑑𝑥 

 

  (1) ∫ 𝑥4𝑥 𝑑𝑥 

 

  (0) ∫ 𝑠𝑖𝑛−1 𝑥 𝑑𝑥 

 

  (4) ∫
6𝑥³𝑑𝑥

√1−𝑥²
 

 ی زیر انتگرال معین را محاسبه کنید.هاتمریندر  -ب

  (7) ∫ 𝑠𝑖𝑛3𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥
𝜋

3
0
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  (0) ∫ ln(𝑥 + 3) 𝑑𝑥
2

−1
 

 

  (۹) ∫ 𝑠𝑒𝑐4𝑥
𝜋

4
0

𝑑𝑥 

 

  (44) ∫ 𝑥𝑠𝑖𝑛−1𝑥
1

0
𝑑𝑥  





 گیریانتگرالی دیگر در هاتکنیک: فصل سوم 3

 انتگرال با جانشینی متغیرهاسازی ساده -7-8

ثال به م نمود.توان انتگرال مفروض را ساده با جانشینی برخی از متغیرها می

 :زیر توجه کنید

 8مثال 

 مطلوب است محاسبه انتگرال زیر:

∫𝑥5√𝑥2 + 4 𝑑𝑥 

 حل:

 :کنیمفرض می 

𝑧 = √𝑥2 + 4  

 بنابراین داریم:
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 ا:و از آنج

∫𝑥5√𝑥2 + 4 𝑑𝑥 = ∫(𝑥²) ²√𝑥2 + 4 𝑥𝑑𝑥 

= ∫(𝑧2 − 4) ²𝑧(𝑧𝑑𝑧) 

= ∫(𝑧6 − 8𝑧4 + 16𝑧²)𝑑𝑧 =
1

7
𝑧7 −

8

5
𝑧5 +

16

3
𝑧³ + 𝐶  

=
1

105
𝑧3(15𝑧4 − 168𝑧2 + 560) + 𝐶 

=
1

105
(𝑥2 + 4 )

3
2〔15(𝑥2 + 4)2 − 168(𝑥2 + 4) + 560〕 + 𝐶 

=
1

105
(𝑥2 + 4 )

3
2(15𝑥4 − 48𝑥2 + 128) + 𝐶 

 توان استفاده کرد:از جانشینی عکس یک متغیر نیز می

 7 مثال

 مطلوبست انتگرال زیر:

∫
𝑑𝑥

𝑥√𝑥² + 4𝑥 − 4
 

 حل:

 جانشینی عکس متغیر: 

𝑥 =
1

𝑡
 ⟹  𝑑𝑥 = −

𝑑𝑡

𝑡2
 , 𝑡 ≠ 0   
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∫
𝑑𝑥

𝑥√𝑥² + 4𝑥 − 4
= ∫

−𝑑𝑡
𝑡²
1

𝑡√
1 + 4𝑡 − 4𝑡²

𝑡²

 

= ∫
𝑑𝑡

𝑡
|𝑡|
√1 + 4𝑡 − 4𝑡²

= ±∫
𝑑𝑡

√1 + 4𝑡 − 4𝑡²
 

 (t>0) اگر مقدار مثبت را محاسبه کنیم:

= ±∫
𝑑𝑡

√2 − (1 − 4𝑡 + 4𝑡2)
 

= ±∫
𝑑𝑡

√2 − (2𝑡 − 1)²
= ±𝑠𝑖𝑛−1 (

2𝑡 − 1

√2
) + 𝐶 

 طبق روابط انتگرال در فصل اول:

∫
𝑑𝑢

√𝑎²−𝑢²
= 𝑠𝑖𝑛−1(

𝑢

𝑎
) + 𝐶 a>0 

∫
𝑑𝑥

𝑥√𝑥2 + 4𝑥 − 4
= 𝑠𝑖𝑛−1 (

2𝑡 − 1

√2
) + 𝐶 

= 𝑠𝑖𝑛−1(

2

𝑥
−1

√2
) + 𝐶 = ±𝑠𝑖𝑛−1 (

2−𝑥

𝑥√2
) + 𝐶 

 انتگرال کسرهای گویا -7-7

 عباراتی به صورت زیر سر و کار داریم: انتگرال به طور کلی در این روش با
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 ∫
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑑𝑥 

انجام این  یبرا در این حالت اگر درجه صورت کمتر از درجه مخرج نباشد،

کسری بدست آید که  تا کنیم،کار صورت کسر را تقسیم بر مخرج آن می

 توجه کنید: ۵مثال  به درجه صورتش از درجه مخرج کمتر باشد.

 7 مثال

∫
𝑥4 − 10𝑥² + 2𝑥 + 24

𝑥² − 4
𝑑𝑥 

  جمله به جمله داریم: گیریانتگرالپس از تقسیم صورت بر مخرج کسر و 

 

∫(𝑥2 − 6 +
2𝑥

𝑥² − 4
)𝑑𝑥 = ∫𝑥²𝑑𝑥 − ∫6𝑑𝑥 + ∫

2𝑥

𝑥² − 4
𝑑𝑥 

= 
𝑥³

3
− 6𝑥 + ∫2𝑥(𝑥² − 4)−1 𝑑𝑥 

=
𝑥3

3
− 6𝑥 + 𝑙𝑛|𝑥2 − 4| + 𝐶 

در حالتی که درجه صورت از مخرج کمتر باشد، مخرج را به چند عامل تجزیه 

𝑓(𝑥)کرده و 

𝑔(𝑥)
 :زیر مثال نویسیم.صورت مجموع چند کسر میه را ب  

 4مثال 

 مطوبست محاسبه انتگرال زیر:

∫
𝑥 − 2

𝑥³ − 𝑥
𝑑𝑥 
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 تجزیه مخرج کسر:پس از 

𝑥 − 2

𝑥3 − 𝑥
≡

𝑥 − 2

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)
 ⟹ 

 
𝑥 − 2

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)
≡
𝑀

𝑥
+

𝑁

𝑥 − 1
+

𝑃

𝑥 + 1
  

رابطه زیر  به ،های دو طرفدل قرار دادن صورتاپس از ساده کردن و مع

 یک اتحاد است.رسیم که می

⟹  𝑥 − 2 ≡ 𝑀(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) + 𝑁𝑥(𝑥 + 1) + 𝑃𝑥(𝑥 − 1) 

  بالا اتحاددر طرف راست  :نیبنابرا کنیم.بندی میجملات را دسته

𝑥 − 2 ≡ (𝑀 +𝑁 + 𝑃)𝑥² + (𝑁 − 𝑃)𝑥 −𝑀 

های متناظر در دو طرف با هم ضریب دیبا اتحاد فوق برقرار باشد، اینکهبرای 

 برابر باشند:

𝑀 +𝑁 + 𝑃 = 0 

𝑁 − 𝑃 = 1 

−2 = −𝑀 

 آید:بدست می Pو Nو  Mاز آنجا مقادیر 

𝑀 = 2 , 𝑁 = −
1

2
 , 𝑃 = −

3

2
 

 صورت زیر در می آید:ه انتگرال مورد نظر ب جواب بنابراین



 انتگرال یهاروش | 47

∫
𝑥−2

𝑥3−𝑥
𝑑𝑥 = ∫(

𝑀

𝑥
+

𝑁

𝑥−1
+

𝑃

𝑥+1
)𝑑𝑥 = ∫(

2

𝑥
+

−
1

2

𝑥−1
+

−
3

2

𝑥+1
)𝑑𝑥  

= ∫
2

𝑥
𝑑𝑥 −

1

2
∫

1

𝑥−1
𝑑𝑥 −

3

2
∫

1

𝑥+1
𝑑𝑥  

= 2𝑙𝑛|𝑥| −
1

2
𝑙𝑛|𝑥 − 1| −

3

2
𝑙𝑛|𝑥 + 1| + 𝐶  

= 𝑙𝑛
𝑥²

𝑥+1√(𝑥−1)(𝑥+1)
+ 𝐶  

هایی تجزیه شود که از درجه ممکن است در برخی موارد مخرج کسر به عامل

 زیر: مثال دوم باشند.

 1مثال 

 انتگرال زیر را محاسبه کنید.

∫
𝑥² + 2𝑥 − 3

(𝑥 + 1)(𝑥2 + 2𝑥 − 2)
𝑑𝑥 

 حل:

 نویسیم:کسر داخل انتگرال را به صورت مجموع چند کسر جزئی می

𝑥2 + 2𝑥 − 3

(𝑥 + 1)(𝑥2 + 2𝑥 − 2)
≡

𝑀𝑥 + 𝑁

𝑥2 + 2𝑥 − 2
+

𝑃

𝑥 + 1
  

رابطه زیر  به های دو طرف،پس از ساده کردن و معادل قرار دادن صورت

 رسیم. رابطه زیر یک اتحاد است.می

𝑥2 + 2𝑥 − 3 ≡ ( 𝑀𝑥 + 𝑁)(𝑥 + 1) + 𝑃(𝑥2 + 2𝑥 − 2)  
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  داریم:بندی جملات در طرف راست تساوی بالاپس از دسته

𝑥2 + 2𝑥 − 3 ≡ (𝑀 + 𝑃)𝑥² + (𝑀 + 𝑁 + 2𝑃)𝑥 + 𝑁 − 2𝑃  

  ضرایب متناظر با هم برابر هستند:

𝑀 + 𝑃 = 1 

𝑀 +𝑁 + 2𝑃 = 2 

𝑁 − 2𝑃 = −3 

 م:داری دستگاه سه معادله و سه مجهول بالا از حل

𝑀 = −
1

3
 , 𝑁 = −

1

3
 , 𝑃 =

4

3
  

 : Pو  Nو  Mبا جایگذاری مقادیر  و از آنجا

∫
𝑥² + 2𝑥 − 3

(𝑥 + 1)(𝑥2 + 2𝑥 − 2)
𝑑𝑥

= ∫(
(−

1
3
) 𝑥 + (−

1
3
)

𝑥2 + 2𝑥 − 2
+

4
3

𝑥 + 1
 )𝑑𝑥 

∫
𝑥² + 2𝑥 − 3

(𝑥 + 1)(𝑥2 + 2𝑥 − 2)
𝑑𝑥

= −
1

3
∫

𝑥 + 1

𝑥2 + 2𝑥 − 2
𝑑𝑥 +

4

3
∫

1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 
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𝑥+1در کسر 

𝑥2+2𝑥−2
 تکنیم. عبارضرب می 1را در عدد ت و مخرج صور ،

(2x+2) استفاده از فرمول  با باشد.مخرج کسر می  مشتق∫
𝑑𝑢

𝑢
= 𝑙𝑛|𝑢| +

𝐶 :در فصل اول 

∫
𝑥²+2𝑥−3

(𝑥+1)(𝑥2+2𝑥−2)
𝑑𝑥 = −

1

6
∫

2𝑥+2

𝑥2+2𝑥−2
𝑑𝑥 +

4

3
ln(𝑥 + 1)  

=
−1

6
𝑙𝑛|𝑥2 + 2𝑥 − 2| +

4

3
ln|𝑥 + 1| + 𝐶  

= 𝑙𝑛 |
(𝑥 + 1)√𝑥 + 1

3

√𝑥2 + 2𝑥 − 2
6 | + 𝐶 

از  پس های درجه دوم در مخرج کسر،همچنین ممکن است بعضی از عامل

 زیر: مثال باشند. یتکرار ،تجزیه

 1مثال 

 انتگرال نامعین زیر را به دست آورید.

∫
(𝑥 − 3)𝑑𝑥

𝑥(𝑥2 − 4𝑥 + 6)²
 

 حل:

 نویسیم:کسر داخل انتگرال را به صورت مجموع کسرهای جزئی می

𝑥 − 3

𝑥(𝑥2 − 4𝑥 + 6)²
≡
𝑀

𝑥
+

𝑁𝑥 + 𝑃

(𝑥2 − 4𝑥 + 6)²
+

𝑄𝑥 + 𝑅

𝑥2 − 4𝑥 + 6
 

 کنیم:ترین مخرج مشترک ضرب میدو طرف رابطه فوق را در کوچک
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𝑥 − 3 ≡ 𝑀(𝑥2 − 4𝑥 + 6)2 + 𝑥(𝑁𝑥 + 𝑃) + 𝑥(𝑥2 − 4𝑥 +
6)(𝑄𝑥 + 𝑅) 

𝑥 − 3 ≡ 𝑀(𝑥4 + 16𝑥2 + 36 − 8𝑥3 + 12𝑥2 − 48𝑥) +
𝑁𝑥² + 𝑃𝑥 +  𝑄𝑥4 − 4𝑥³𝑄 + 6𝑥²𝑄 + 𝑅𝑥³ − 4𝑅𝑥² + 6𝑥𝑅  

𝑥 − 3 ≡ (𝑀 + 𝑄)𝑥4 + (−8𝑀 − 4𝑄 + 𝑅)𝑥3 

+(28𝑀 + 𝑁 + 6𝑄 − 4𝑅)𝑥² 

+(−48𝑀 + 𝑃 + 6𝑅)𝑥 + 36𝑀 

 رسیم:از اتحاد بالا به معادلات زیر می

𝑀 +𝑄 = 0 ,  

−8𝑀 − 4𝑄 + 𝑅 = 0 

28𝑀 + 𝑁 + 6𝑄 − 4𝑅 = 0 

−48𝑀 + 𝑃 + 6𝑅 = 1  

36𝑀 = −3  

 آید:از حل معادلات فوق پارامترهای مورد نظر به دست می

𝑀 = −
1

12
 , 𝑁 =

1

2
 , 𝑃 = −1 , 𝑄 =

1

12
 , 𝑅 = −

1

3
  

 )انتگرال جمله به جمله(. بنابراین داریم:

∫
(𝑥−3)𝑑𝑥

𝑥(𝑥2−4𝑥+6)²
= ∫

−1

12𝑥
𝑑𝑥 + ∫

(
1

2
)𝑥−1

(𝑥2−4𝑥+6)²
𝑑𝑥  
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+∫

1
12𝑥 −

1
3

𝑥2 − 4𝑥 + 6
𝑑𝑥 

=
−1

12
𝑙𝑛|𝑥| +

1

2
∫

𝑥−2

(𝑥2−4𝑥+6)²
𝑑𝑥 +

1

12
∫

𝑥−4

𝑥2−4𝑥+6
𝑑𝑥  

=
−1

12
𝑙𝑛|𝑥| +

1

4
∫

2𝑥 − 4

(𝑥2 − 4𝑥 + 6)2
𝑑𝑥 

+
1

24
∫

2𝑥 − 8

𝑥2 − 4𝑥 + 6
𝑑𝑥 

=
−1

12
𝑙𝑛|𝑥| −

1

4(𝑥2 − 4𝑥 + 6)
+
1

24
∫

2𝑥 − 4

𝑥2 − 4𝑥 + 6
𝑑𝑥 

−
1

24
∫

4𝑑𝑥

𝑥2 − 4𝑥 + 6
 

=
−1

12
𝑙𝑛|𝑥| −

1

4(𝑥2 − 4𝑥 + 6)
+
1

24
𝑙𝑛|𝑥2 − 4𝑥 + 6| 

−
4

24
∫

𝑑𝑥

(𝑥 − 2)² + 2
 , 𝑢 = 𝑥 − 2 , 𝑎 = √2 

=
−1

12
𝑙𝑛|𝑥| −

1

4(𝑥2 − 4𝑥 + 6)
+
1

24
𝑙𝑛|𝑥2 − 4𝑥 + 6| 

−
1

6
(
1

√2
𝑡𝑎𝑛−1(

𝑥 − 2

√2
)) + 𝐶 
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∫محاسبه دقت کنید
𝑑𝑥

(𝑥−2)²+2
مربوط به انتگرال توابع معکوس مثلثاتی است   

𝑥2 ) :توضیح داده شده است (1-۵) که در قسمت − 4𝑥 + به صورت مربع  6

 کامل نوشته شده است(

∫
𝑑𝑢

𝑎² + 𝑢2
= 𝑡𝑎𝑛−1

𝑢

𝑎
+𝐶  , 𝑎 ≠ 0 

 در نهایت داریم:

∫
(𝑥 − 3)𝑑𝑥

𝑥(𝑥2 − 4𝑥 + 6)²

=
1

12
𝑙𝑛
√𝑥2 − 4𝑥 + 6

|𝑥|
−

1

4(𝑥2 − 4𝑥 + 6)

−
1

6√2
𝑡𝑎𝑛−1(

𝑥 − 2

√2
) + 𝐶 

 انتگرال توابع گویای مثلثاتی -7-7

 ینیاز جانش cosxو  sinxبخصوص  یمثلثاتاز توابع گویای  گیریانتگرالبرای 

 :شودیاستفاده م ریبصورت ز ریمتغ

𝑡 = 𝑡𝑎𝑛
𝑥

2
 

 آوریم.بدست می tرا بر حسب متغیر  cosx و sinx توابع

 کنیم:استفاده می ،نصف زاویه از اتحادهای مثلثاتی

1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠²𝑥 ⟹  1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠²(
𝑥

2
) 
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𝑐𝑜𝑠𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠2 (
𝑥

2
) − 1 =

2

𝑠𝑒𝑐²(
𝑥
2
)
− 1 

=
2

1 + 𝑡𝑎𝑛²(
𝑥
2
)
− 1 =

2

1 + 𝑡2
− 1 

 و از آنجا:

𝑐𝑜𝑠𝑥 =
1−𝑡²

1+𝑡²
   (i) 

𝑠𝑖𝑛𝑥 = 2 sin (
𝑥

2
) cos (

𝑥

2
) ⟹ 𝑠𝑖𝑛𝑥 =

2 sin(
𝑥

2
)cos² (

𝑥

2
)

cos (
𝑥

2
)

 

𝑠𝑖𝑛𝑥 = 2 tan (
𝑥

2
) .

1

𝑠𝑒𝑐²(
𝑥
2
)
=

2tan (
𝑥
2
)

1 + tan² (
𝑥
2
)
 

 بنابراین خواهیم داشت:

𝑠𝑖𝑛𝑥 =
2𝑡

1+𝑡²
   (ii) 

 همچنین:

𝑡 = 𝑡𝑎𝑛
𝑥

2
 ⟹  𝑑𝑡 =

1

2
(1 + 𝑡𝑎𝑛2 (

𝑥

2
))𝑑𝑥 

𝑑𝑥 =
2𝑑𝑡

1+𝑡²
  (iii) 
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 9 مثال

 انتگرال زیر: محاسبه مطلوبست

∫
5

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 

 حل:

 داریم: (iii)و  (ii)و  (i) از روابط

∫
5

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 = ∫

5

1 −
2𝑡

1 + 𝑡²

2

1 + 𝑡²
𝑑𝑡 

= ∫
5(1 + 𝑡2)

(1 − 𝑡)²
 
2

1 + 𝑡²
 𝑑𝑡 

= ∫
10

(1 − 𝑡)2
 𝑑𝑡 =

−10

−(1 − 𝑡)
+ 𝐶 

=
10

1 − 𝑡
+ 𝐶 =

10

1 − 𝑡𝑎𝑛
𝑥
2

+ 𝐶 

 با توابع مثلثاتی معکوس مرتبطند یی کههاانتگرال -7-4

، گفته شد در فصل اول که مثلثاتی معکوس طریق روابط مشتق توابع از

 آید.دست میه ب این توابع های انتگرال نامعینفرمول

∫
𝑑𝑢

√1 − 𝑢²
= 𝑠𝑖𝑛−1 𝑢 + 𝐶 , ∫

−𝑑𝑢

√1 − 𝑢²
= 𝑐𝑜𝑠−1 𝑢 + 𝐶  
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∫
𝑑𝑢

1 + 𝑢2
= 𝑡𝑎𝑛−1 𝑢 + 𝐶 ,∫

−𝑑𝑢

1 + 𝑢2
= 𝑐𝑜𝑡−1 𝑢 + 𝐶  

∫
𝑑𝑢

𝑢√𝑢²−1
= 𝑠𝑒𝑐−1 |𝑢| + 𝐶  

 2 مثال

 است انتگرال زیر:مطلوب 

∫
𝑑𝑥

−4𝑥²+12𝑥−8
  

 مخرج کسر را بازنویسی کرده تا بصورت زیر در آید:

∫
𝑑𝑥

−4𝑥²+12𝑥−8
= ∫

𝑑𝑥

1−4𝑥²+12𝑥−9
  

= ∫
𝑑𝑥

1−(4𝑥2−12𝑥+9)
 

= ∫
𝑑𝑥

1 − (2𝑥 − 3)²
 , 𝑢 = 2𝑥 − 3 

=
1

2
∫

2𝑑𝑥

1 − (2𝑥 − 3)2
=
1

2
𝑠𝑖𝑛−1(2𝑥 − 3) + 𝐶 

 1 مثال

 انتگرال زیر را محاسبه کنید.

∫
2𝑥+9

𝑥²+6𝑥+10
𝑑𝑥  
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 حل:

 و آوریم.مخرج کسر را باز نویسی کرده و آنرا بصورت یک مربع کامل در می

 نویسیم.انتگرال فوق را بصورت مجموع دو انتگرال می

𝑥² + 6𝑥 + 10 = 𝑢 ⟹  𝑑𝑢 = (2𝑥 + 6)𝑑𝑥 

∫
2𝑥+9

𝑥²+6𝑥+10
𝑑𝑥 = ∫

2𝑥+6

𝑥²+6𝑥+10
𝑑𝑥 + ∫

3

(𝑥+3)2+1
𝑑𝑥  

∫
2𝑥+9

𝑥²+6𝑥+10
𝑑𝑥 = 𝑙𝑛| 𝑥² + 6𝑥 + 10| + 3∫

1

(𝑥+3)2+1
𝑑𝑥  

= 𝑙𝑛| 𝑥2 + 6𝑥 + 10| + 3 𝑡𝑎𝑛−1(𝑥 + 3) + 𝐶 

𝑢 = 𝑥 + 3 

 وجود دارند: گیریانتگرالتر، روابط دیگری هم برای در حالات کلی

∫
𝑑𝑢

√𝑎² − 𝑢²
= 𝑠𝑖𝑛−1

𝑢

𝑎
+ 𝐶  , ∫

−𝑑𝑢

√𝑎² − 𝑢²
= 𝑐𝑜𝑠−1

𝑢

𝑎
+𝐶  𝑎

> 0  

∫
𝑑𝑢

𝑎²+𝑢2
= 𝑡𝑎𝑛−1

𝑢

𝑎
+𝐶 , ∫

−𝑑𝑢

𝑎²+𝑢2
= 𝑐𝑜𝑡−1 𝑢 + 𝐶  , 𝑎 ≠ 0   

∫
𝑑𝑢

𝑢√𝑢²−𝑎²
=

1

𝑎
𝑠𝑒𝑐−1 |

𝑢

𝑎
| + 𝐶 , 𝑎 > 0  

 9 مثال

 مطلوب است انتگرال زیر:

∫
𝑑𝑥

√7−9𝑥²
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 حل:

𝑢: داریم = 3𝑥 ,                  𝑎 = √7 

∫
𝑑𝑥

√7 − 9𝑥²
=
1

3
∫

3𝑑𝑥

√7 − (3𝑥)²
 

=
1

3
𝑠𝑖𝑛−1

3𝑥

√7
+ 𝐶 

 .(1-۵) تر در قسمتمطابق روابط حالات کلی

 ابع هیپربولیک معکوس مرتبطندیی که با توهاانتگرال -7-1

 ابطرو در فصل اول، ،های مشتق توابع هیپربولیک معکوسفرمولبا توجه به 

 آنها به صورت زیر خواهد بود. گیریانتگرال

∫
𝑑𝑢

√𝑢2 + 1
= 𝑠𝑖𝑛ℎ−1 𝑢 + 𝐶 

∫
𝑑𝑢

√𝑢2 − 1
= 𝑐𝑜𝑠ℎ−1 𝑢 + 𝐶 , 𝑢 > 1 

∫
𝑑𝑢

1−𝑢²
= {

𝑡𝑎𝑛ℎ−1 𝑢 + 𝐶 , |𝑢| < 1

𝑐𝑜𝑡ℎ−1 𝑢 + 𝐶  , |𝑢| > 1
  

 81 مثال

 انتگرال زیر را بدست آورید:

∫
3

√9𝑥² + 6𝑥 + 2
𝑑𝑥 
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 حل:

آنرا به صورت مربع ج را باز نویسی کرده و اگر عبارت زیر رادیکال در مخر

 داریم: ،کامل بنویسیم

∫
3

√9𝑥2 + 6𝑥 + 2
𝑑𝑥 = ∫

3

√9𝑥2 + 6𝑥 + 1 + 1
𝑑𝑥  

= ∫
3

√(3𝑥 + 1)2 + 1
𝑑𝑥 , 𝐷𝑥(3𝑥 + 1) = 3 

= 𝑠𝑖𝑛ℎ−1(3𝑥 + 1) + 𝐶 

 88مثال

 مطلوب است محاسبه انتگرال زیر:

∫
𝑑𝑥

√𝑥²−4𝑥+3
  

 حل:

 کنیم.رادیکال در مخرج را به مربع کامل تبدیل میعبارت داخل 

∫
𝑑𝑥

√𝑥²−4𝑥+3
= ∫

𝑑𝑥

√𝑥²−4𝑥+4−1
  

= ∫
𝑑𝑥

√(𝑥−2)2−1
 , 𝑢 = 𝑥 − 2  

= ∫
𝑑𝑥

√(𝑥 − 2)2 − 1
= 𝑐𝑜𝑠ℎ−1(𝑥 − 2)+𝐶 
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 به صورت زیر است: (0-۵) تر برای روابط قسمتحالات کلی

∫
𝑑𝑢

√𝑢2+𝑎²
= 𝑠𝑖𝑛ℎ−1

𝑢

𝑎
+𝐶 𝑎 > 0  

∫
𝑑𝑢

√𝑢2 − 𝑎²
= 𝑐𝑜𝑠ℎ−1

𝑢

𝑎
+𝐶 , 𝑢 > 𝑎 > 0 

∫
𝑑𝑢

𝑎2 − 𝑢2
= {

1

𝑎
𝑡𝑎𝑛ℎ−1

𝑢

𝑎
+𝐶 , |𝑢| < 𝑎

1

𝑎
𝑐𝑜𝑡ℎ−1

𝑢

𝑎
+𝐶  , |𝑢| > 𝑎

 𝑎 ≠ 0 , 𝑢 ≠ 𝑎 

 87 مثال

 مطلوب است محاسبه انتگرال زیر: 

 ∫
𝑑𝑥

√16𝑥2+8𝑥+11
 

 حل:

 نویسیم.صورت مربع کامل میه مخرج کسر زیر رادیکال را ب

∫
𝑑𝑥

√16𝑥²+8𝑥+11
= ∫

𝑑𝑥

√16𝑥²+8𝑥+1+10
  

= ∫
𝑑𝑥

√(4𝑥 + 1)² + 10
 𝑢 = 4𝑥 + 1 , 𝑎 = √10 

=
1

4
∫

4𝑑𝑥

√(4𝑥 + 1)² + 10
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=
1

4
𝑠𝑖𝑛ℎ−1

4𝑥 + 1

√10
+ 𝐶 

 87 مثال

 مطلوب است محاسبه انتگرال زیر:

∫
𝑑𝑥

25𝑥² − 9
 

 حل:

 :رایز ضرب کنیم. 0صورت و مخرج کسر را باید در عد 

∫
𝑑𝑥

25𝑥² − 9
=
1

5
∫

5𝑑𝑥

25𝑥² − 9
 , 𝑢 = 5𝑥 , 𝑎 = 3  

∫
𝑑𝑥

25𝑥² − 9
=
1

5
𝑐𝑜𝑠ℎ−1(

5𝑥

3
) + 𝐶 

 آید.به دست می هاانتگرالجواب ( ۵-0) تر در قسمتکلیمطابق روابط حالات 

 طریق جانشینی با توابع مثلثاتی از محاسبه انتگرال، -7-9

 :زیر هستند شامل عباراتکنیم که ی بر خورد مییهاانتگرالدر این روش به 

√𝑎² − 𝑢² , √𝑎² + 𝑢² , √𝑢² − 𝑎²  

𝑎²√ شامل ابتدا با یک مثال انتگرال − 𝑢² کنیم:را بررسی می 
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 84مثال 

 مطلوب است محاسبه انتگرال زیر:

∫
√4−𝑥²

𝑥²
𝑑𝑥  

 حل:

 کنیم:فرض می

𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛𝜑 , 0 < 𝜑 ≤
𝜋

2
 

𝑥 > 0 ⟹ −
𝜋

2
≤ 𝜑 < 0 

𝑥 < 0 ⟹  𝑑𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜑 

 اتحادهای مثلثاتی و روابط انتگرال در فصل اول: طبق ،و از آنجا

√4 − 𝑥² = √4 − 4𝑠𝑖𝑛²𝜑 = 2√𝑐𝑜𝑠²𝜑 = 2𝑐𝑜𝑠𝜑 

∫
√4 − 𝑥²

𝑥²
𝑑𝑥 = ∫

2𝑐𝑜𝑠𝜑

4𝑠𝑖𝑛²𝜑
(2𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜑) 

= ∫𝑐𝑜𝑡²𝜑𝑑𝜑 

= ∫(𝑐𝑠𝑒𝑐²𝜑 − 1)𝑑𝜑 = −𝑐𝑜𝑡𝜑 − 𝜑 + 𝐶 
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, 𝜑مقدار  𝑐𝑜𝑡𝜑 ست به د ،و با توجه به یکی از اتحادهای مثلثاتی از طریق زیر

 آیند:می

𝑥

2
= 𝑠𝑖𝑛𝜑 , −

𝜋

2
≤ 𝜑 ≤

𝜋

2
 ⟹  𝜑 = 𝑠𝑖𝑛−1(

𝑥

2
) 

𝑥 > 𝑥 یا 0 < 0 ⟹  𝑐𝑜𝑡𝜑 =
√4 − 𝑥²

𝑥
 

 دلیل اینکه:به 

1 + 𝑐𝑜𝑡²𝜑 =
1

𝑠𝑖𝑛²𝜑
 ⟹  1 + 𝑐𝑜𝑡²𝜑 =

1

𝑥²
4

 

𝑐𝑜𝑡²𝜑 =
4

𝑥²
− 1 ⟹ 𝑐𝑜𝑡𝜑 =

±√4 − 𝑥²

|𝑥|
 

 جواب نهایی به صورت زیر خواهد شد:

∫
√4−𝑥²

𝑥²
𝑑𝑥 = −

√4−𝑥²

𝑥
− 𝑠𝑖𝑛−1 (

𝑥

2
) + 𝐶  

𝑎²√در این حالت انتگرال شامل عبارت  + 𝑢² باشد:می 

 81 مثال

 انتگرال نامعین زیر را به دست آورید:

∫√𝑥² + 7 𝑑𝑥 
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 حل:

 نیم:کفرض می

𝑥 = √7𝑡𝑎𝑛𝜑  

𝑥 ≥ 0 ⟹  0 ≤ 𝜑 <
𝜋

2
 

𝑥 < 0 ⟹ −
𝜋

2
< 𝜑 < 0 

 بنابراین خواهیم داشت:

𝑑𝑥 = √7 𝑠𝑒𝑐²𝜑 𝑑𝜑 

√𝑥² + 7 = √7𝑡𝑎𝑛²𝜑 + 7 = √7𝑠𝑒𝑐²𝜑 = √7𝑠𝑒𝑐𝜑 

∫√𝑥² + 7 𝑑𝑥 = ∫√7𝑠𝑒𝑐𝜑(√7𝑠𝑒𝑐²𝜑 𝑑𝜑) 

= 7∫𝑠𝑒𝑐³𝜑 𝑑𝜑 

نیم:کاز انتگرال جزء به جزء استفاده می  ∫ 𝑠𝑒𝑐³𝜑 𝑑𝜑   برای محاسبه

∫𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫𝑣𝑑𝑢 

𝑑𝑣 = 𝑠𝑒𝑐²𝜑 𝑑𝜑 , 𝑢 = 𝑠𝑒𝑐𝜑  

𝑣 = 𝑡𝑎𝑛𝜑 , 𝑑𝑢 = 𝑠𝑒𝑐𝜑 𝑡𝑎𝑛𝜑 𝑑𝜑 
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∫𝑠𝑒𝑐³𝜑 𝑑𝜑 = 𝑠𝑒𝑐𝜑 𝑡𝑎𝑛𝜑 − ∫𝑠𝑒𝑐𝜑 𝑡𝑎𝑛²𝜑 𝑑𝜑 

∫ 𝑠𝑒𝑐³𝜑 𝑑𝜑 = 𝑠𝑒𝑐𝜑 𝑡𝑎𝑛𝜑 − ∫ 𝑠𝑒𝑐𝜑 (𝑠𝑒𝑐²𝜑 − 1) 𝑑𝜑  

∫𝑠𝑒𝑐³𝜑 𝑑𝜑 = 𝑠𝑒𝑐𝜑 𝑡𝑎𝑛𝜑 − ∫𝑠𝑒𝑐³𝜑𝑑𝜑 +∫𝑠𝑒𝑐𝜑  𝑑𝜑 

2∫𝑠𝑒𝑐³𝜑 𝑑𝜑 = 𝑠𝑒𝑐𝜑 𝑡𝑎𝑛𝜑 + 𝑙𝑛|𝑠𝑒𝑐𝜑 + 𝑡𝑎𝑛𝜑| + 𝐶 ₁ 

∫𝑠𝑒𝑐³𝜑 𝑑𝜑 =
1

2
𝑠𝑒𝑐𝜑 𝑡𝑎𝑛𝜑 +

1

2
𝑙𝑛|𝑠𝑒𝑐𝜑 + 𝑡𝑎𝑛𝜑| + 𝐶₁/2 

∫√𝑥² + 7 𝑑𝑥 =
7

2
𝑠𝑒𝑐𝜑 𝑡𝑎𝑛𝜑 +

7

2
𝑙𝑛|𝑠𝑒𝑐𝜑 + 𝑡𝑎𝑛𝜑| +

7𝐶₁

2
 

7𝐶₁در عبارت فوق 

2
 گیریم.در نظر می Cرا مقدار ثابت  

 را به دست بیاوریم، داریم: 𝑠𝑒𝑐𝜑اگر بخواهیم 

𝑠𝑒𝑐𝜑 = √1 + 𝑡𝑎𝑛²𝜑  

𝑡𝑎𝑛𝜑 =
𝑥

√7
 ⟹  𝑠𝑒𝑐𝜑 = √1 +

𝑥²

7
 

𝑥 ≥ 𝑥 یا 0 < 0 
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∫√𝑥² + 7 𝑑𝑥 =
7

2
√1 +

𝑥2

7
. (
𝑥

√7
) +

7

2
𝑙𝑛 |√1 +

𝑥²

7
+
𝑥

√7
 |

+ 𝐶 

=
1

2
𝑥√𝑥2 + 7 + +

7

2
𝑙𝑛|√𝑥2 + 7 + 𝑥| −

7

2
𝑙𝑛√7 + 𝐶  

=
1

2
𝑥√𝑥2 + 7 + +

7

2
𝑙𝑛 |√𝑥2 + 7 + 𝑥| + 𝑪₂ 

−)در اینجا هم مجددا مقدار ثابت 
7

2
𝑙𝑛√7 + 𝐶)  راC₂ کنیم.فرض می 

𝑢²√حال با یک مثال انتگرال شامل  − 𝑎² کنیم:را بررسی می 

 89مثال 

 انتگرال نامعین زیر را به دست آورید:

∫
𝑑𝑥

𝑥³√𝑥² − 36
  

 حل:

 کنیم:فرض می

𝑥 = 6𝑠𝑒𝑐𝜑 

𝑥 > 6 ⟹  0 < 𝜑 <
𝜋

2
  

𝑥 < −6 ⟹  𝜋 < 𝜑 <
3𝜋

2
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 این صورت خواهیم داشت:در 

𝑑𝑥 = 6 𝑠𝑒𝑐 𝜑𝑡𝑎𝑛𝜑 𝑑𝜑 

√𝑥2 − 36 = √36𝑠𝑒𝑐²𝜑 − 36 = 6√𝑡𝑎𝑛²𝜑 = 6𝑡𝑎𝑛𝜑 

∫
𝑑𝑥

𝑥³√𝑥² − 36
= ∫

6 𝑠𝑒𝑐 𝜑𝑡𝑎𝑛𝜑 𝑑𝜑

216𝑠𝑒𝑐³𝜑. 6𝑡𝑎𝑛𝜑
 

=
1

216
∫ 𝑐𝑜𝑠²𝜑𝑑𝜑 =

1

432
∫(1 + 𝑐𝑜𝑠2𝜑)𝑑𝜑   

=
1

432
(𝜑 +

1

2
𝑠𝑖𝑛2𝜑) + 𝐶 

=
1

432
(𝜑 + 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑) + 𝐶 

 داریم: 𝑐𝑜𝑠𝜑 و 𝑠𝑖𝑛𝜑دست آوردن برای به

𝑥 = 6𝑠𝑒𝑐𝜑 =
6

𝑐𝑜𝑠𝜑
 ⟹ 𝑐𝑜𝑠𝜑 =

6

𝑥
 

𝑠𝑖𝑛𝜑 = √1 − 𝑐𝑜𝑠²𝜑 = ±√1 −
36

𝑥²
=
±√𝑥² − 36

|𝑥|
 

𝑥 > 6 ⟹  0 < 𝜑 <
𝜋

2
 ⟹ 𝜑 = 𝑠𝑒𝑐−1(

𝑥

6
) 

𝑥 < −6 ⟹  𝜋 < 𝜑 <
3𝜋

2
 ⟹  𝜑 = 2𝜋 − 𝑠𝑒𝑐−1(

𝑥

6
)  
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 دو حالت و جود دارد:  ،بنابراین برای جواب انتگرال

1) ∫
𝑑𝑥

𝑥³√𝑥²−36
=

1

432
(𝑠𝑒𝑐−1 (

𝑥

6
) + (

6

𝑥
)
√𝑥2−36

𝑥
) + 𝐶 , 𝑥 > 6  

2) ∫
𝑑𝑥

𝑥³√𝑥²−36
=

1

432
(2𝜋 − 𝑠𝑒𝑐−1 (

𝑥

6
) + (

6

𝑥
)
√𝑥2−36

𝑥
) +

𝐶₁ , 𝑥 < −6  

 پس از ساده کردن عبارات فوق:

∫
𝑑𝑥

𝑥3√𝑥
2−36

=
1

432
𝑠𝑒𝑐−1 (

𝑥

6
) +

√𝑥2 − 36

72𝑥2
+ 𝐶 ,  

𝑥 > 6                (𝐼)  

∫
𝑑𝑥

𝑥3√𝑥
2−36

= −
1

432
𝑠𝑒𝑐−1 (

𝑥

6
) +

√𝑥2 − 36

72𝑥2
+ 𝐶 ,  

𝑥 < −6        (𝐼𝐼)  
 کنیم که:فرض می (2)دقت کنید که در رابطه 

𝐶 = 𝐶₁ +
𝜋

216
 

. 
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 (۵-4)شکل 

𝑐𝑜𝑠𝜑 ( داریم:۵-4) بینید در شکلهمانطور که می =
6

𝑥
𝑥 و  > 6 . 

𝑥 برای حالت (۵-1همچنین در شکل ) < بدست  cosφو  sinφمقادیر  ، 6−

 آمده است.

 
𝑥 < −6 

 (۵-1) شکل
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، همراه با گیریانتگرالهای مفید و حالات ممکن برای روشتا اینجا کلیه 

، برای اطمینان نیز فصل چهارم در است.های مفید توضیح داده شدهمثال

 داده شده است.  پاسخ ی پایان هر فصل،هاتمرینخاطر به برخی از 

 ی فصل سومهاتمرین -7-2

 ی زیر برای محاسبه انتگرال نامعین از جانشینیهاتمریندر  -الف

 عکس استفاده کنید.

  (4) ∫
𝑑𝑥

𝑥√𝑥²+𝑥+1
  

 

  (1) ∫
𝑑𝑥

𝑥√9𝑥²+4𝑥−1
 

 

  (۵) ∫
𝑑𝑥

𝑥√𝑥²+2𝑥−1
 

 

  (1) ∫
𝑑𝑥

𝑥−√𝑥
 

𝑥²√از جانشینی  (۵)در تمرین شماره  + 2𝑥 − 1 = 𝑡 − 𝑥 .استفاده کنید 

 استفاده کنید. x=t²( از جانشینی 1در تمرین شماره )
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 (توابع کسری) ی نامعین زیر را به دست آورید.هاانتگرال -ب

∫
𝑥³+1

𝑥²+𝑥−2
𝑑𝑥   (4) 

 

∫
5𝑥−2

𝑥²−4
𝑑𝑥   (1) 

 

  (۵) ∫
3𝑡+1

(𝑡²−4)²
 𝑑𝑡 

 

  (1) ∫
3𝑥²−𝑥+1

𝑥³−𝑥²
𝑑𝑥 

 

(0)   ∫
(𝑥2+𝑥+1)𝑑𝑥

(2𝑥+1)(𝑥2+1)
 

 

  (4) ∫
16𝑑𝑥

(4𝑥2+9)²
 

 توابع گویای مثلثاتی() ی نامعین زیر را محاسبه کنید.هاانتگرال -ج

∫
2

3+4𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥   (4) 
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  (1) ∫
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥−𝑐𝑜𝑠𝑥+3
 

 

  (۵) ∫
8𝑑𝑥

3𝑐𝑜𝑠2𝑥+1
 

 

  (1) ∫
5𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥−2𝑐𝑠𝑒𝑐𝑥
 

دست ب ،ی نامعین زیر را برحسب توابع معکوس مثلثاتیهاانتگرال -د

 آوردید.

  (4) ∫
𝑥 𝑑𝑥

√15+2𝑥−𝑥²
 

 

  (1) ∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥4+16
  

 

  (۵) ∫
4𝑑𝑥

(𝑥−3)√𝑥²−6𝑥+8
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 ،برحسب توابع معکوس هیپربولیکی نامعین زیر را هاانتگرال -ه

از روش جانشینی با توابع مثلثاتی  2تا  4ی هاتمرین در بدست آوردید.

 استفاده کنید.

  (4)  ∫
𝑑𝑥

√4+𝑥²
 

 

  (1)  ∫
𝑑𝑥

4𝑥−𝑥²−3
 

 

  (۵) ∫
3𝑥𝑑𝑥

√𝑥4+6𝑥²+5
  

 

  (1)  ∫
𝑥²𝑑𝑥

√𝑥²+8
  

 

  (0) ∫
𝑑𝑥

𝑥²√5−𝑥²
 

 

  (4) ∫
√16−𝑥²

𝑥²
 𝑑𝑥 

 

  (7)  ∫
7𝑑𝑥

(4𝑥²−9)3/2
 





 هاتمرینفصل چهارم: جواب  4

ی از بعض جواب در این فصل جهت استفاده بیشتر و راحتی خوانندگان کتاب،

 م.ایتر صرف نظر کردهی سادههاتمریناز جواب  البته داده شده است. هاتمرین

 تر چند تمرین حل شده هم آورده شده است.برای درک کامل نیهمچن

 ی فصل اولهاینتمرجواب 

 الف(

  (4) 10

7
√𝑥7
10

+ 𝐶  

  (1)  
1

2
√3𝑥² + 1 + 𝐶  

  (1) 𝑠𝑖𝑛𝑥 −
1

3
𝑠𝑖𝑛³𝑥 + 𝐶 

  (4) 1

√8
tan−1

𝑥

√8
+ 𝐶 

  (7) 1

10
𝑙𝑛| sec(1 + 5𝑥2)| + 𝐶 
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 ب(

  (۹) 25

8
√25
3

−
√4
3

2
 

  (44)  
2

3
𝑙𝑛

13

4
   

 ج(

  (41)  
−3

1+𝑒6𝑥
 𝑒3𝑥 

  (40) −𝑒𝑥𝑐𝑠𝑒𝑐𝑒𝑥 

  (40) 2𝑥 𝑠𝑒𝑐ℎ 𝑥² 

  (4۹) 3𝑥²

√𝑥³+1
𝑒√𝑥³+1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥 

 

 ی فصل دومهاتمرینجواب 

 -الف

  (1)  
3

4
𝑥. √𝑥

3
 𝑙𝑛𝑥 −

9

16
𝑥. √𝑥

3  

  (۵) 1

2
𝑡𝑎𝑛−1 𝑥(𝑥2 + 1) −

1

2
𝑥 + 𝐶 

  (1) 4𝑥

𝑙𝑛4
(𝑥 −

1

𝑙𝑛4
) 

  (0) −6𝑥²√1 − 𝑥² − 4(1 − 𝑥2)
3

2 + 𝐶 
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 -ب

  (0)  
4

3
 

 (7)  
9

16
 

   

 ی فصل سومهاتمرینجواب 

 -الف

  (1) {
−𝑠𝑖𝑛−1(

1−2𝑥

𝑥√13
) + 𝐶 ,  𝑥 > 0 

𝑠𝑖𝑛−1(
1−2𝑥

𝑥√13
) + 𝐶 , 𝑥 < 0 

 4) 2𝑙𝑛|√𝑥 − 1| + 𝐶 

 -ب

  (4) (𝑥−2)²

2
+
1 

3
𝑙𝑛 |

(𝑥−1)2

𝑥+2
| + 𝐶  

  (۵) 5

16(𝑡+2)
−

7

16(𝑡−2)
+

1

32
𝑙𝑛 |

𝑡+2

𝑡−2
| + 𝐶 

  (0)  
1

10
𝑙𝑛|(𝑥2 + 1)(2𝑥 + 1)3 +

2

5
𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 + 𝐶 

 -ج

  (۵) √2𝑙𝑛 |
𝑡𝑎𝑛𝑥+√2

𝑡𝑎𝑛𝑥−√2
| + 𝐶  

  (1) 5 𝑡𝑎𝑛−1(𝑐𝑜𝑠𝑥) + 𝐶  
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 -د

  (1) 1

8
 𝑡𝑎𝑛−1

𝑥²

4
+ 𝐶  

  (۵) 4 𝑠𝑒𝑐−1|𝑥 − 3| + 𝐶 

 -ه

  (1) {
𝑡𝑎𝑛ℎ−1(𝑥 + 2) + 𝐶 , |𝑥 + 2| < 1

𝑐𝑜𝑡ℎ−1(𝑥 + 2)+𝐶  , |𝑥 + 2| > 1
  

  (4) −
√16−𝑥²

𝑥
− 𝑠𝑖𝑛−1 (

𝑥

4
) + 𝐶  

  (7)  −
7

9
𝑥(4𝑥2 − 9)−1/2 + 𝐶 
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 شدهحلچند تمرین 

  (4) ∫ 𝑐𝑜𝑠³𝑥𝑑𝑥 =? 

 حل:

 کنیماز اتحادهای مثلثاتی استفاده می 

𝑐𝑜𝑠²𝑥 = 1 − 𝑠𝑖𝑛²𝑥  

∫ 𝑐𝑜𝑠³𝑥 𝑑𝑥 = ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑐𝑜𝑠²𝑥 𝑑𝑥  

= ∫(𝑐𝑜𝑠𝑥(  1 − 𝑠𝑖𝑛²𝑥))𝑑𝑥 

= ∫(𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑠𝑖𝑛²𝑥)𝑑𝑥 

= ∫𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 − ∫𝑐𝑜𝑠𝑥𝑠𝑖𝑛²𝑥 𝑑𝑥 

= 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝐶₁ − ∫(𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑠𝑖𝑛²𝑥 𝑑𝑥 

= 𝑐𝑜𝑠𝑥 +  𝐶₁ −
1

3
𝑐𝑜𝑠³𝑥 + 𝐶₂ 

∫𝑐𝑜𝑠³𝑥 𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 −
1

3
𝑐𝑜𝑠³𝑥 + 𝐶 

 است. Cمقدار ثابت  C₂و  C₁دانید مجموع دو مقدار ثابت همانطور که می
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  (1) ∫ 𝑠𝑒𝑐³𝑥 𝑑𝑥 =?  

 حل:

𝑢کنیم:فرض می = 𝑠𝑒𝑐𝑥  و𝑑𝑣 = 𝑠𝑒𝑐²𝑥𝑑𝑥 :بنابراین 

𝑣 = 𝑡𝑎𝑛𝑥 , 𝑑𝑢 = 𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑑𝑥 

 و از آنجا داریم:

∫ 𝑠𝑒𝑐³𝑥 𝑑𝑥 = 𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑡𝑎𝑛𝑥 − ∫ 𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑡𝑎𝑛²𝑥 𝑑𝑥  

∫ 𝑠𝑒𝑐³𝑥 𝑑𝑥 = 𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑡𝑎𝑛𝑥 − ∫ 𝑠𝑒𝑐𝑥( 𝑠𝑒𝑐²𝑥 − 1) 𝑑𝑥  

∫ 𝑠𝑒𝑐³𝑥 𝑑𝑥 = 𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑡𝑎𝑛𝑥 − ∫ 𝑠𝑒𝑐³𝑥𝑑 + ∫ 𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑑𝑥  

 پس از ساده کردن:

2∫ 𝑠𝑒𝑐³𝑥 𝑑𝑥 = 𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑙𝑛|𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑡𝑎𝑛𝑥| + 2𝐶 

∫𝑠𝑒𝑐³𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑡𝑎𝑛𝑥 +

1

2
𝑙𝑛|𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑡𝑎𝑛𝑥| + 𝐶 

 درستی رابطه زیر را تحقیق کنید:

∫ 𝑠𝑒𝑐𝑚𝑥 𝑑𝑥 =
𝑠𝑒𝑐𝑚−2𝑥𝑡𝑎𝑛𝑥

𝑚−1
+
𝑚−2

𝑚−1
∫ 𝑠𝑒𝑐𝑚−2𝑥 𝑑𝑥  

 .(بات رابطه فوق به عهده دانشجو)اث
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  (۵) ∫
𝑑𝑥

1−𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑐𝑜𝑠𝑥
=? 

 حل:

 شد( گفته ۵-۵) قسمت از تغییر متغیر تانژانت نصف زاویه که در فصل سوم،

 :نیبنابرا کنیم.استفاده می (iii( و )ii) و (iو روابط )

𝑡 = 𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
)  

∫
𝑑𝑥

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥
= ∫

2𝑑𝑡
1 + 𝑡²

1 −
2𝑡

1 + 𝑡²
+
1 − 𝑡²
1 + 𝑡²

 

= 2∫
𝑑𝑡

(1 + 𝑡2) − 2𝑡 + (1 − 𝑡2)
 

= 2∫
𝑑𝑡

2−2𝑡
=∫

𝑑𝑡

1−𝑡
  

  = −𝑙𝑛|1 − 𝑡| + 𝐶 

= −𝑙𝑛 |1 − 𝑡𝑎𝑛
𝑥

2
| + 𝐶  
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  (1) ∫
3𝑑𝑥

−9𝑥²−6𝑥+6
=? 

 حل:

نویسیم تا کسر داخل به صورت تفاضل مربع دو عبارت می را مخرج کسر

   فصل سوم نزدیک کنیم: ( 0-۵) انتگرال را به روابط

∫
3𝑑𝑥

−9𝑥² − 6𝑥 + 6
= ∫

3𝑑𝑥

7 − 9𝑥² − 6𝑥 − 1
 

=∫
3𝑑𝑥

7−(9𝑥2+6𝑥+1)
  

= ∫
3𝑑𝑥

7−(3𝑥+1)²
 , 𝑢 = 3𝑥 + 1 , 𝑎 = √7 , 𝑑𝑢 = 3  

∫
3𝑑𝑥

−9𝑥²−6𝑥+6
= {

1

√7
𝑡𝑎𝑛ℎ−1(3𝑥 + 1) + 𝐶 , |3𝑥 + 1| < 1 

1

√7
𝑐𝑜𝑡ℎ−1(3𝑥 + 1)+𝐶 , |3𝑥 + 1| > 1

  

∫
3𝑑𝑥

−9𝑥² − 6𝑥 + 6
=

1

2√7
𝑙𝑛 |

√7 + 3𝑥 + 1

√7 − 3𝑥 − 1
| + 𝐶 

یی که با هاانتگرالتر در حالات کلی) ( فصل سوم.0-۵مطابق روابط قسمت )

 (توابع هیپربولیک معکوس مرتبط هستند.
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  (0) ∫
𝑑𝑥

𝑥²√27𝑥²+6𝑥−1
 

 حل:

 جانشینی عکس متغیر:

𝑥 =
1

𝑡
 ⟹  𝑑𝑥 = −

𝑑𝑡

𝑡2
 , 𝑡 ≠ 0   

∫
𝑑𝑥

𝑥²√27𝑥² + 6𝑥 − 1
= ∫

−𝑑𝑡
𝑡²

(
1
𝑡²
)√
27
𝑡²
+
6
𝑡
− 1

 

= −∫
√𝑡2

√27 + 6𝑡 − 𝑡2
𝑑𝑡 

= −∫
|𝑡|𝑑𝑡

√27 + 6𝑡 − 𝑡2
 

=

{
 
 

 
 −∫

𝑡𝑑𝑡 

√27 + 6𝑡 − 𝑡2
 𝑡 > 0

 ∫
𝑡𝑑𝑡

√27 + 6𝑡 − 𝑡2
 𝑡 < 0 ∗

 

∫
𝑡𝑑𝑡

√27 + 6𝑡 − 𝑡2
=
−1

2
∫

(−2𝑡 + 6)

√27 + 6𝑡 − 𝑡2
𝑑𝑡

+ 3∫
𝑑𝑡

√27 + 6𝑡 − 𝑡2
 

=
−1

2
. 2√27 + 6𝑡 − 𝑡2 + 3∫

𝑑𝑡

√27 + 9 − (𝑡2 − 6𝑡 + 9)
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= −√27 + 6𝑡 − 𝑡2 + 3∫
𝑑𝑡

36 − (𝑡 − 3)²
 

= −√27 + 6𝑡 − 𝑡2 + 3𝑠𝑖𝑛−1(
𝑡 − 3

6
) + 𝐶 

= −√27 +
6

𝑥
−
1

𝑥²
+ 3 𝑠𝑖𝑛−1(

1
𝑥 − 3

6
) + 𝐶 

= −
√27𝑥² + 6𝑥 − 1

√𝑥²
+ 3 𝑠𝑖𝑛−1(

1 − 3𝑥

6𝑥
) + 𝐶 

= −
√27𝑥²+6𝑥−1

|𝑥|
+ 3𝑠𝑖𝑛−1(

1−3𝑥

6𝑥
) + 𝐶  

∫
𝑑𝑥

𝑥2√27𝑥2 + 6𝑥 − 1

=

{
 
 

 
 √27𝑥² + 6𝑥 − 1

|𝑥|
− 3 𝑠𝑖𝑛−1(

1 − 3𝑥

6𝑥
) + 𝐶 , 𝑥 > 0

√27𝑥² + 6𝑥 − 1

|𝑥|
+ 3 𝑠𝑖𝑛−1(

1 − 3𝑥

6𝑥
) + 𝐶 , 𝑥 < 0

 

=

{
 
 

 
 √27𝑥² + 6𝑥 − 1

𝑥
− 3 𝑠𝑖𝑛−1(

1 − 3𝑥

6𝑥
) + 𝐶 , 𝑥 > 0

√27𝑥² + 6𝑥 − 1

𝑥
+ 3 𝑠𝑖𝑛−1(

1 − 3𝑥

6𝑥
) + 𝐶 , 𝑥 < 0
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  (4) ∫
√𝑥𝑑𝑥

1+ √𝑥
3 =?  

 حل:

 باشد، x از یک متغیر های کسریدر این حالت اگر انتگرال شامل توان نکته:

 مخرج مشترکترین کوچک کنیم که توان آنتغییر متغیری استفاده می از

 داریم: نیبنابرا .باشد آن انتگرال های کسریتوان

𝑥 = 𝑡6  ⟹  𝑑𝑥 = 6𝑡5𝑑𝑡  

 1/4های کسری ترین مخرج مشترک توانکوچک 4 توان های بالا،در عبارت

 است. ۵/4و 

∫
√𝑥𝑑𝑥

1 + √𝑥
3 = ∫

𝑥1/2𝑑𝑥

1 + 𝑥1/3
= ∫

𝑡³(6𝑡5𝑑𝑡)

1 + 𝑡²
 

= 6∫
𝑡8

𝑡² + 1
𝑑𝑡 

 داریم: کسر پس از تقسیم صورت بر مخرج

∫
√𝑥𝑑𝑥

1 + √𝑥
3 = 6∫(𝑡6 − 𝑡4 + 𝑡2 − 1 +

1

𝑡2 + 1
)𝑑𝑡 

= 6(
1

7
𝑡7 −

1

5
𝑡5 +

1

3
𝑡3 − 𝑡 + tan−1 𝑡) + 𝐶 

∫
√𝑥𝑑𝑥

1 + √𝑥
3 =

6

7
𝑥7/6 −

6

5
𝑥5/6 + 2𝑥1/2 − 6𝑥1/6

+ 6 𝑡𝑎𝑛−1(𝑥1/6) + 𝐶 
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  (7) ∫
𝑑𝑥

2√𝑥+ √𝑥
4 =? 

و  1/4های کسری کوچکترین مخرج مشترک توان 1 توان های زیر،در عبارت

 است. 1/4

𝑥 = 𝑡4  ⟹  𝑑𝑥 = 4𝑡³𝑑𝑡 

∫
𝑑𝑥

2√𝑥 + √𝑥
4 = ∫

𝑑𝑥

2𝑥1/2 + 𝑥1/4
= ∫

4𝑡³𝑑𝑡

2𝑡² + 𝑡
 

 پس از تقسیم صورت بر مخرج خواهیم داشت:

= ∫
4𝑡²𝑑𝑡

2𝑡+1
= ∫(2𝑡 − 1 +

1

2𝑡+1
)𝑑𝑡  

= 𝑡² − 𝑡 + 𝐶 +
1

2
∫

2

2𝑡 + 1
𝑑𝑡 

= 𝑡² − 𝑡 +
1

2
𝑙𝑛|2𝑡 + 1| + 𝐶 

∫
𝑑𝑥

2√𝑥 + √𝑥
4 = 𝑥1/2 − 𝑥1/4 +

1

2
𝑙𝑛|2√𝑥

4
+ 1| + 𝐶 

∫
𝑑𝑥

2√𝑥 + √𝑥
4 = √𝑥 − √𝑥

4
+
1

2
𝑙𝑛|2√𝑥

4
+ 1| + 𝐶 

 )به عهده دانشجو( انتگرال زیر: مطلوب است محاسبه

∫
√𝑥
5

+ 1

√𝑥 − 1
𝑑𝑥 =? 

 با آرزوی موفقیت
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