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چکیده






در این رساله،  نتایجی جدید در بازیابی فاز و نرم توسط بردارها و تصاویر در فضای هیلبرت با بعد  متناهی و نامتناهی  حقیقی ارائه خواهیم‌داد. سپس نشان خواهیم ‌داد که چه وقت ابرفضاها کار بازیابی نرم را انجام می‌دهند.
همچنین، نشان خواهیم ‌داد خانواده‌ی قاب‌های بازیاب نرم  در در خانواده‌ی -عضوی از مجموعه‌ی بردارها در  برای هر عدد متناهی n چگال نیست و همچنین خانواده‌های بردارهایی که کار بازیابی نرم را در   انجام می‌دهند، در خانواده‌های بردارها در   چگال نیستند. در ادامه نشان خواهیم ‌داد که اگر پایه‌ی  ریس کار بازیابی نرم را در  انجام دهد، آن‌گاه باید یک دنباله‌ی متعامد باشد. مطالبی هم در خصوص بازیابی فاز (نرم) توسط تصاویر ارائه می‌کنیم. همچنین  به تعدادی از سوالات حل نشده درباره‌ی بازیابی ضعیف قاب‌ها که مدت‌ها  در مقالات مطرح بوده‌اند، پاسخ خواهیم ‌داد:

[bookmark: _GoBack]بردارهای بازیاب ضعیف فاز به شکل    در  و بردارهای بازیاب ضعیف فاز به شکل         در   را به طور کامل طبقه‌بندی می‌کنیم. 
   نشان می‌دهیم قاب‌های بازیاب ضعیف فاز در   کل فضای   را تولید می‌کنند.
   مثالی از مجموعه‌هایی از بردارها ارائه می‌کنیم که بازیاب ضعیف فازند ولی ابرفضاهای متعامد آنها بازیاب ضعیف فاز نیستند. 
      قاب‌های بازیاب ضعیف فاز را مشخصه‌سازی  می‌کنیم و تفاوت بازیاب فاز و بازیاب ضعیف فاز را روشن می‌سازیم.
    مشخص می‌کنیم چه زمانی قاب‌های بازیاب ضعیف فاز، بازیاب نرم هستند. در ادامه، مفهوم بازیابی ضعیف فاز توسط تصاویر را معرفی می‌کنیم و خواص اساسی آن را توسعه می‌دهیم. 
 در انتها نتایجی در مورد  قاب‌های  بازیاب ضعیف فاز در    و نیز  قاب‌های  بازیاب ضعیف فاز شامل بردارهای واحد نشان داده شده ‌است. 
برای اینکه  نشان دهیم که نتایج ما بهترین نتایج ممکن هستند چندین مثال آورده شده ‌است. 

واژه‌های کلیدی:
اسپارک کامل،  به‌طور متناهی اسپارک کامل، بازیابی فاز، بازیابی نرم،  قاب‌های هم‌جوش،  قاب‌های هیلبرت حقیقی









پیش‌گفتار
				
مفهوم قاب‌ها در فضای هیلبرت تفکیک پذیر ابتدا توسط دافین Duffin  و شفرSchaeffer  و در زمینه‌ی سری‌های فوریه غیرهارمونیک معرفی ‌شد [28].
قاب‌ها خاصیت آکندگی دارند که کاربرد آنها را در عمل بیشتر از پایه‌ها ممکن می‌سازد. در بسیاری از کاربردهای مهندسی، فاز یک سیگنال در طول جمع آوری و فرایند کم و بیش از بین می‌رود. این امر نیاز به روش‌هایی جهت بازیابی فاز سیگنال‌ها را ایجاب می‌نماید. مهندسان بیش از یک قرن در مورد بازیابی فاز مطالعه داشته‌اند. ولی از منظر ریاضی حدود 15 سال است که بازیابی فاز مورد بررسی و مطالعه‌ی ریاضی‌دانان قرار گرفته است. بازیابی فاز یکی از حوزه‌هایی است که امروزه مورد مطالعه و کاربرد بسیار قرار دارد. از جمله‌ی این کاربردها می‌توان به دانش نور و بینایی، کریستالوگرافی با استفاده از اشعه‌ی ایکس، میکروسکوپی الکترون و نظریه‌ی همدوسی اشاره کرد (برای نمونه مراجع [36-34,32-30]را ببینید).
کاربردهای دیگر این موضوع شامل تصویربرداری نجومی [31] ،  برش‌نگاری با استفاده از اشعه‌ی ایکس [26] 
تصویربرداری انکساری [8]و تکنولوژی شناخت گفتار [37,7]می‌باشد. در دهه1950 میلادی، این فن‌آوری بازیابی فاز بود که باعث شد واتسن Watson  و کریک  Crickکشف کنند$DNA$ به شکل مارپیچ جفتی است و برنده جایزه نوبل گردند. برش نگاری با استفاده از اشعه‌ی ایکس، شاید مشهورترین کاربرد بازیابی فاز است. فیزیک‌دانان، کریستال را در معرض اشعه‌ی ایکس قرار می‌دهند تا ساختار مولکولی آنها را تعیین کنند. ابتدا، اشعه‌ی ایکس به‌طور مکرر همانند چرخش کریستال به آن داده می‌شود، وقتی این اشعه به اتم‌های کریستال برخورد می‌کند، در بسیاری از جهت‌ها و الگوها منکسر می‌شود. الگوهای انکسار وابسته به توان دوم قدرمطلق تبدیل فوریه‌ی جسم خواهد بود.  
  بازیابی  فاز برای قاب‌های فضای هیلبرت اولین بار در مرجع [6] معرفی شد و به سرعت تبدیل به یک موضوع مهم برای تحقیق گردید. هر چند اکثر کارها در زمینه‌ی بازیابی فاز در فضای هیلبرت نامتناهی مختلط صورت گرفته، ولی مقالات بسیار کمی در موضوع بازیابی فاز در فضای هیلبرت حقیقی نوشته‌شده، برای مثال به مرجع [9] رجوع شود. در مرجع [9]
  برخی مفاهیم مانند «اسپارک کامل»  و «به‌طور متناهی اسپارک کامل»  معرفی و تعمیم  داده شده ‌است که با مثال‌هایی آنها را ملموس‌تر خواهیم ‌کرد. بازیابی فاز هم برای بردارها و هم برای زیرفضاها (تصاویر  ) در هر فضای هیلبرت تفکیک‌پذیر تعریف شده‌است.
قاب‌های هم‌جوش یک موضوع در حال توسعه از نظریه‌ی قاب‌ها با کاربردهایی در ارتباطات و فرآیند توزیع  است. قاب‌های هم‌جوش توسط کاسازا  Casazza و کوتینیاک  Kutyniok در  [19] معرفی ‌شد و در مقاله‌ی مشترک آنها با لی Li  [22]توسعه‌ی بیشتری پیدا کرد.
  تعیین اینکه چه زمانی ‌مجموعه‌ای از  زیرفضاها مانند    که بازیاب فاز هستند دارای این خاصیت باشند که مجموعه‌ی متمم زیرفضاها   هم بازیاب فاز باشد، منجر به تعریف بازیابی نرم گردید.
  مفهوم بازیابی ضعیف فاز، حالت ضعیف شده از بازیابی فاز است و فقط برای بردارها تعریف شده ‌است ( [12,11]).
  در این رساله، مفهوم بازیابی ضعیف فاز توسط تصاویر را تعریف می‌کنیم و مطالعه‌ی دقیقی از بازیابی فاز توسط بردارها
  و تصاویر را خواهیم ‌داشت. بخش‌های دیگر این رساله به قرار زیرند: ابتدا  تعاریف و پیش‌زمینه‌های مورد نیاز را ارائه می‌کنیم. در فصل 1  قاب‌های هم‌جوش بازیاب فاز و نرم بررسی شده ‌است و ابرفضاها مورد بررسی قرار گرفته‌اند.  فصل 2 در خصوص مفاهیم اسپارک کامل، به طور متناهی اسپارک کامل و بازیابی نرم است. مطالبی در مورد بازیابی (ضعیف) فاز و بازیابی نرم توسط تصاویر در فصل 3 ارائه شده ‌است. در این فصل  مفهوم بازیابی ضعیف  فاز توسط تصاویر را معرفی می‌کنیم.  فصل 4 هم در باب  بازیابی ضعیف فازها ‌است.
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