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  چكيده 
باشد كه هدف آن پيدا كردن مي موزه هنريمطرح شده مهم در هندسه محاسباتي، مسئله  بهينه سازي يكي از مسائل

به اين صورت مطرح  و براي پوشش يك موزه چندضلعي شكل داده شده استهاي راسي مورد نياز كمترين تعداد نگهبان
هـاي مـورد نياز بـراي پوشش آن چه تعـداد است؟ اين راس، كمينه نگهبان nبا  Pبا داشتـن يك چنـدضلعي  :شودمي

اد ــپيشنه يادگيري جديد براي حل نسخه راسي مسئله موزه هنريدر اين مقاله يك الگوريتم . است NP-hardمسئله 
براساس اين . شود كه چگونه از يك موزه هنري حفاظت كنندهاي راسي آموزش داده ميكه در آن به نگهبان شوديـم

ي براي پوشش يك ــهاي راسداد نگهبانــود كه ميانگين كمترين تعـشنتيجه گرفته ميها تكرار آموزش باالگوريتم 
راس به ترتيب  nضلعي مونوتون با ضلعي دلخواه و يك چندچند

6.49
و   

6.84
هاي موجود بهترين است كه نسبت به الگوريتم 

   .مقدار است
            
  .، نگهبان راسي،  قابليت ديد يادگيري هندسه محاسباتي، مسئله موزه هنري، الگوريتم: هاي كليدي واژه

  
   همقدم - 1

 1973، نوعي از مسئله معروف قابليت ديد در هندسه محاسباتي است كه در )Art Gallery Problem(مسئله موزه هنري
ديوار مورد نياز  چند نگهبان ساكن براي پوشش يك اتاق موزه هنري با  :بيان شد Victor Kleeبا طرح سوالي توسط 

، يك نگهبان در. شودمدل مي) درونشضلعي بسته ساده با چند( ضلعي ساده؟ سطح موزه هنري به وسيله يك چند[1]است
به طور كامل در  خط يعني پاره بيند اگررا مي ، راس راس  .شوددر نظر گرفته مي 2πيك راس ثابت با زاويه ديد 

حداقل به وسيله   پوشاند اگر هر راسرا مي  Pيك مجموعه نگهبان، .واقع نباشد Pقرار گيرد و هيچ قسمتي از آن خارج Pدرون
ها در يك موزه هنري چندضلعي به اين ترتيب مسئله موزه هنري، يافتن كمترين تعداد نگهبان. يك نگهبان قابل ديد باشد

ها با هدف كاربردي و اصلي، حفاظت از آثار موزه. بينندها همه رئوس چندضلعي را ميشكل است و مجموعه اين نگهبان
ريزي همچنين مسائل از نوع موزه هنري كاربردهايي در روباتيك، برنامه. باشدمي) دوربين(نگهبانقراردادن كمترين تعداد 

    .[2]هاي بيسيم نيز دارندو شبكه CAD،CAMحركت، بينايي كامپيوتر و تشخيص الگو ،گرافيك، 

                                                           
   استاديار -1
  l.mohammadi@qiau.ac.ir ، ، دانشگاه آزاد اسلامي، واحد قزوين، قزوينعضو باشگاه پژوهشگران جوان -2



 

تعاريف مورد نياز  3در بخش. پردازدبه كارهاي انجام شده مي 2بخش: ادامه اين مقاله به اين شكل سازماندهي شده است
ها و نتايج الگوريتم مطرح شده را آزمايش 5بخش. شودپيشنهادي مطرح مي يادگيريالگوريتم  4در بخش. شوندمعرفي مي

   .گيري خواهد شدنتيجه 6دهد و نهايتا در بخشمورد بررسي قرار مي
  
  كارهاي انجام شده - 2

: قضيه موزه هنري را مطرح كرد Victor Klee ،Chvatalدو سال بعد از طرح سوال 
3

نگهبان گهگاه لازم و هميشه  
تا كنون انواع زيادي از مسئله موزه هنري مطرح شده و مورد  [3].راس پوشش داده شود كافيست تا يك چندضلعي با 

مانند ( هاانواع مختلفي از نگهبان، )هر جا يا در مكان خاصي مانند روي رئوس(هامكان نگهبان: اند، مانندمطالعه قرار گرفته
هاي متعامد ساده، يعني ضلعيمانند چند(ضلعي ورودي هاي مختلفي روي چندو فرض) هاي سيارهاي ساكن و نگهباننگهبان

     [1].)شوندهايي كه همه يالهايشان با زاويه قائم ديده ميضلعيچند
ان ـمطرح و اثبات شد، نش Kahnاين قضيه كه ابتدا توسط . يك نوع جالب اين مسئله، قضيه موزه هنري متعامد است

دهد مي
4

كلاس  زير [4].راس پوشش داده شود ضلعي متعامد ساده با نگهبان گهگاه لازم و هميشه كافيست تا يك چند 
مونوتون   ، نسبت به خط فرضيPضلعيچند. هستند )Monotone Polygons(هاي مونوتونضلعي ها، چندديگري از چندضلعي

يك زنجيره را . مونوتون باشند  ها نسبت به خطبندي شود و هر كدام از اين زنجيرهتقسيم  و است اگر مرز آن به دو زنجيره 
خط ضلعي تهي، يك راس يا يك پارهمونوتون گويند اگر بتوان خطي عمود بر آن رسم كرد به طوريكه اشتراك آن با مرز چند

دهد كه اين قضيه نشان مي [5].مطرح و اثبات شد Aggarwalتوسط  1984هنري مونوتون، در  قضيه موزه. باشد
2

1 
هستند حفاظت  )Reflex(راس آن بازتابي راس كه  ضلعي مونوتون با نگهبان، گهگاه لازم و هميشه كافيست تا يك چند

   .است πراس بازتابي، راسي است كه زاويه آن بزرگتر از . شود

هاي ساده، متعامد و مونوتون را به ترتيب با ضلعيهايي كارا، بر اساس اثبات قضاياي بالا توسعه پيدا كردند تا چندالگوريتم
3

 ،
4

و  
2

توان يك اگر چه اين تعداد در برخي موارد ضروري هستند، ولي در اغلب موارد مي. نگهبان حفاظت كنند 1
   .كمتري حفاظت كرد هايچندضلعي را با تعداد نگهبان

است كه در آن پيدا ) Minimum Vertex Guard( )MVG(يك نوع خاص مسئله موزه هنري، مسئله نگهبان راسي كمينه
اين مسئله، براي هر دو مورد . ضلعي ساده مد نظر استهاي راسي مورد نياز براي پوشش يك چندكردن تعداد كمينه نگهبان

راس،  با  Pضلعيبا داشتن يك چند: است و حالت كلي آن به اين صورت است NP-hardهاي دلخواه و متعامد ضلعيچند
 )Minimum Set Guard(مسئله مجموعه نگهبان كمينه(هاي مورد نياز براي پوشش آن چه تعداد استكمينه نگهبان

)MSG(([1,2]؟  
، هاي ه نگهبانــرد كه مجموعــگيمورد مطالعه قرار مي) MVG(هـــدر اين مقاله مسئله خاص نگهبان راسي كمين

به . هاي تقريبي استحل براي بررسي اين پيچيدگي محاسباتي، توسعه الگوريتم يك راه [3].است Pاي از رئوسمجموعهزير
طراحي شوند يا بر مبناي  توانند مانند راهكار حريصانه به طور خاص براي حل اين مسئلههاي تقريبي ميطوركلي اين روش

شده و الگوريتم ژنتيك طراحي سازي گرممانند شبيه )Metaheuristic(و يا فراابتكاري) Heuristic(هاي ابتكاريروش
يك الگوريتم [9]در [6,7].اندتوسعه داده شده MSGهاي تقريبي براي حل مسئله در چند مقاله، الگوريتم. [6,7,8]شوند

شود ه ميسـاس اين الگوريتـم، نتيجه گرفتبر ا. اد شـده استپيشنه MVGل مسئله ح ژنتيك به عنوان يك روش تقريبي براي
راس  ضلعي ساده با مورد نياز براي پوشش يك چند هاي راسي كمينهكه ميانگين تعداد نگهبان

6.38
و نرخ تقريبي مشاهده  

nهاي متعامد و براي چندضلعي 2شده كوچكتر يا مساوي 
6.40

  .است 1.9با يك نرخ تقريب  



 

سازي توصيف پيشنهاد شده و نتايج آزمايش به وسيله پياده MVGبراي حل مسئله  الگوريتم يادگيرياين مقاله يك  در
  .آيندهاي تصادفي توليد شده به دست ميضلعياين نتايج روي يك مجموعه بزرگ از چند. شودمي

  
  تعاريف اوليه - 3

، پيشنهاد Pبراي محاسبه مجموعه نگهبان راسي كمينه روي يك چندضلعي ساده  يادگيريدر اين مقاله، يك الگوريتم 
,0راس   ضلعي ساده با يك چند . شودمي 1, … , براي يك راس . دهدتعـداد رئوس بازتابـي را نشـان مي . است 1

قابل  است كه از راس  اي از رئوسمجموعهشود كه شامل ناميده مي ، ، چندضلعي قابل ديد از  
   :ديد هستند، يعني

;         
|با  هاي راسي كمينهميانگين تعداد نگهبان. را بپوشاند G ،Pاست، اگر   يك مجموعه نگهبان راسي از  نشان  |

0(قرار دارند  ضلعي در ليست رئوس چند شــود كلهمچنين فرض مي. شــودداده مي ها و ليست نگهبــان )1-
پيشنهـادي براي پيداكـردن مجموعـه  يادگيريدر بخش بعدي الگوريتم . ها خواهد بودتعداد نگهبان باشد كه  مي 

  . شودنگهبـان راسـي كمينه توضيح داده مي
  

  پيشنهادي يادگيريوريتم الگ -4
|شود وها ميانگين گرفته ميشود و در نهايت روي نتايج آموزشتكرار مي itrationنظر به تعداد الگوريتم يادگيري مورد | 

  ، ابتدا براي توليد رئوسي با مختصاتيادگيريدر اين الگوريتم . دهدها را نشان ميهاي حاصل از تكرار آموزشميانگين نگهبان
-Randomاين كار با فراخواني تابع . شودتوليد مي و  راس تصادفي با مختصات  ، به عنوان رئوس چندضلعي و

Generate-Points( -Random-Polygonسپس براي ساخت يك چندضلعي ساده با اين رئوس داده شده، تابع . شودانجام مي (

Generator( و  TwoOptMoves [10]دفي دلخواه، الگوريتم هاي تصاضلعيدــاين تابع براي توليد چن. شودصدا زده مي (
  .كندسازي ميرا شبيه TwoPeasants [10]هاي مونوتون تصادفي، الگوريتم براي توليد چندضلعي

دهند، مشخص را نشان مي از   ديدكه همه رئوس قابل آن، با پيدا كردن قطرهاي داخلي  ، براي هر 
، روند الگوريتم 1الگوريتم. شوندتعيين مي ها در هر بار تكرار الگوريتمتعداد نگهبان ،()Find-Guards با فراخواني تابع .شودمي

| دهد كه در آن تعيين نگهبان راسي كمينه را نشان مي . هاي برگردانده شده توسط اين الگوريتم استتعداد نگهبانميانگين |
  .شودتوابع به اختصار شرح داده ميدر ادامه، كار هر يك از اين 

  
  
  
  
  
  

  
  
  

  )1(الگوريتم 

Minimum-Vertex-Guard( )     //A learning Algorithm 
   Random-Generate-Points( ) ; 
   Random-Polygon-Generator( ) ; 
   Int Sum=0; 

For 1   do 
For 0  1 do 

     Determine ( ) ; 
                             Find-Guards();   
 End for 

Sum=Sum+g; 
End for 

   | | / ; 
Return  | | 



 

  
  توليد چندضلعي تصادفي - 4-1

هاي تصادفي ضلعيتوليد چنداين تابع براي . شودتابع توليد چندضلعي تصادفي صدا زده ميپس از توليد رئوس تصادفي، 
ازي ــــسرا شبيه TwoPeasantsهاي تصادفي مونوتون، الگوريتم ضلعيو براي توليد چند TwoOptMovesدلخواه، الگوريتم 

  .كندمي
شده، به طور مكرر يك  به اين صورت است كه در يك چندضلعي كاملا تصادفي توليد TwoOptMovesروند الگوريتم 

,جفت يال متقاطع  , ,شود و با جفت جستجو مي , , پس از حذف . شود تا تقاطع حذف شودجايگزين مي ,
  ).1شكل(شودها يك چندضلعي تصادفي حاصل ميتمام تقاطع

  
ابتدا رئوس با كمترين و : كندبراي توليد چندضلعي تصادفي مونوتون، به اين ترتيب عمل مي TwoPeasantsالگوريتم 

سپس رئوس بالاي خط با . شونددر چندضلعي تعيين شده و به وسيله يك خط فرضي به هم متصل مي بيشترين مختصات 
سازي رئوس بر مرتب(شوند ترين راس مجاور خود متصل ميترين راس به ترتيب به نزديكترين راس تا راستشروع از چپ

مرتب  ترين راس بر اساس مختصات ترين تا چپعد مجموعه رئوس پايين خط فرضي با شروع از راستو ب) اساس مختصات 
. شوندشده به هـم متصل مي در مرحله بعد همه رئوس مرتب شده بالايي و مجموعه رئوس پايينـي به ترتيب مرتب. شوندمي
  .ضلعي حاصل يك چندضلعي مونوتون استچند

  
  TwoOptMoves [10] باجايي دو يال متقاطع جابه -1شكل

  تعيين چندضلعي قابل ديد - 4-2
مشخص شود و براي تعيين  ، چندضلعي قابل ديد آن يعني  ها، ابتدا بايد براي هر راس براي تعيين نگهبان

با فرض برقراري همه . دهند، مشخص شوندنشان ميرا  از  ديد كه همه رئوس قابل بايد قطرهاي داخلي  
قطرهاي داخلي و خارجي بين رئوس، براي مشخص كردن قطرهاي داخلي، ابتدا قطرهاي خارجي حذف شده و سپس قطرهايي 

ر سه راس متوالي از چندضلعي باشنـد، براي حـذف قط و  ، اگر . شونداند حذف مي كه چندضلعي را قطع كرده
  :شوندحـذف مي شـوند و در صورت صحيح بـودن آن قطر خـارجـي خارجـي حالات زير به ترتيب بررسـي مي

 .واقع نباشند سمت راست  و  سمت چپ  راس غيربازتابي باشد و  اگر  -
 .واقع باشند سمت چپ يا روي  و  سمت چپ يا روي  راس بازتابي باشد و  اگر  -

 

  هاي راسينگهبانتعيين  - 4-3
شمارش شده و  در  شود كه ابتدا تعداد رئوس قابل ديد هر راس ها به اين ترتيب عمل ميبراي تعيين نگهبان

)در ليست شمارنده  آن، تعداد تكرار هر عضو در  ، به ازاي هر عضو   همينطور براي هر. گيرندقرار مي (
)1به دست آمده و در ليست شمارنده  در  همه  سپس رئـوس بر اسـاس راسي كه . گيـردقرار مي (

)بينـد، از بيشتـرين مقـدار بيشتـرين رئوس را مي   .شوندتا كمترين مقـدار آن مرتب مي (



 

)1،  و  اگر براي دو راس )1و  ( سازي با راسي خواهد بود كه برابر باشند، اولويت براي مرتب (
اساس اين  حال بر. دهدهاي قابل ديد دارند، زيرا پوشش بهتري ميرئوس قابل ديد آن تعداد تكرار كمتري در بقيه ليست

ها به ليست نگهبان 0قرار گرفته،  0يك نگهبان روي راس . بيندراسي خواهد بود كه بيشترين رئوس را مي 0سازي، مرتب
)يعني  د در ليست ـبينمي 0تمام رئوسي كه نگهبان راس . شودافزوده مي هاي شود و به تعداد نگهباناضافه مي (

اين . شودحذف مي Pديد رئوس ديگر و ليست كل رئوس يعني  هاي چندضلعي قابلخودش، ليستضلعي قابل ديد دـــچن
شود و يابد و در نهايت هر راسي توسط يك نگهبان حفاظت ميروند تا وقتي كه هيچ راسي بدون نگهبان باقي نماند ادامه مي

در بخش بعدي نتايج آزمايش براي . دهدشده را نشان ميروند توضيح داده  2الگوريتم . هيچ راسي بدون نگهبان نخواهد بود
  .گيردهاي مونوتون مورد بررسي قرار ميهاي تصادفي دلخواه و چند ضلعييــدضلعــچن

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  )2(الگوريتم 

  
  ها و نتايجآزمايش - 5

در اين بخش روي نتايج . انجام شده است) C++ )Visual Studio 2003.Netسازي اين الگوريتم ابتكاري در پياده
). 2-4بخش (شده استهاي توليد شده تصادفي انجام ها روي يك مجموعه بزرگ از چندضلعيآزمايش. شودها بحث ميآزمايش

هاي مونوتون الگوريتم و براي توليد چندضلعي TwoOptMovesهاي تصادفي دلخواه، الگوريتم ضلعيبراي توليد چند
TwoPeasants ها آموزش داده شود كه چگونه اين است تا با تكرار الگوريتم به نگهبان هاهدف از آزمايش. شودبه كار گرفته مي

|به دست آوردن ميانگين تعداد نگهبان راسي كمينه يعني  نند، بنابراين هدفاز موزه هنري حفاظت ك  ضلعيروي اين چند |
، 70، 50، 30چندضلعي توليد شده به ترتيب با  40ضلعي، هر يك با مجموعه چند 8به ازاي ها آزمايش. استهاي توليد شده 

 Find-Guards() 
1 ; 

While 1  do 
           For each  do 

Compute C( ( )) ; 
Compute C1( ( )) ; 

            End For 
           Sort vertices  from Max( ( ( ))) to ( (Vis( ))) 
           For each  do 

If ( ( ))= ( ( )) then 
determine Min{ 1( ( )), 1( ( ))} 
and then Sort vertices ; 

   Add    to G( ) ; 
                         1;  

For each  do 
For 0  1 do 

Delete ; 
For 1  1 do 

Delete   ; 
Delete    ; 

End For  
            End For     
            1; 
End While 



 

هاي به ترتيب جزئيات نتايج روي چندضلعي 2- 5 و 1-5هاي در بخش .انجام شده استراس  200و 150، 130، 110،100
  .گيردهاي مونوتون مورد بررسي قرار ميتصادفي دلخواه و چندضلعي

  
  هاي دلخواهچندضلعي - 1- 5

) 2-4بخـش ( TwoOptMovesهاي دلخواه توليد شده به وسـيله الگـوريتم   ها براي چندضلعيدر اين بخش ابتدا آزمايش         
ضـلعي توليـد   هاي به دست آمده از اين  الگوريتم ابتكاري را روي يـك چنـد  ، تعداد نگهبان2شكل . گيرندمورد بررسي قرار مي

قضيه موزه ( 3معروف كران بالاي  را نسبت بههاي راسي ، ميانگين تعداد نگهبان1و جدول دهدراس نشان مي 30شده با 
  .دهدنشان مي) 2هنري معروف مطرح شده در بخش 

  

  
|هاي مجموعه نگهبان -  2شكل   30ضلعي دلخواه با به دست آمده با الگوريتم پيشنهادي براي يك چند) مجموعه نقاط( |

  هاي دلخواهضلعينتايج به دست آمده براي چند -1جدول  

  
  
  
  
  
  
  
  

 
 

ه به كار ــمجموع 8براي به دست آوردن ميانگين تعداد كمينه نگهبان راسي مورد نياز، روش حداقل مربعات روي اين 
با استفاده از روش حداقل مربعـات . دهـدهاي دلخواه نشان ميضلعـيها را براي چند، ميانگين تعداد نگهبان3شكل . رودمي

  ).3شكل(آيـدمي به دست 1معادله خطي 
)1( 0.1540 0.48

.
0.48                                                                                               

                                            
  
  
  

3 رئوستعداد   |G|روش ژنتيك 

30
50 
70  
100  
110  
130  
150  
200 

10 
16  
23  
33  
36  
43  
50  
66 

5.2
8.375 
11.625 
16.9 
18.25 
21.8 
25.225 
31.075 

4.825  
8.05  
10.85  
15.95  
17.55  
20.925  
24.05 
30.5 



 

  
  

  
  هاي دلخواهها براي چندضلعيميانگين تعداد نگهبان -  3شكل

  
ان راسي مورد نظر براي پوشش يك ــميانگين تعداد نگهبها با تكرار آموزششود كه به اين ترتيب، نتيجه گرفته مي

ضلعي دلخواه چند
6.49

اين نتيجه يك نتيجه خيلي بهتر نسبت به كران بالاي . است 
3

  .است) 2قضيه مطرح شده در بخش( 
  

  هاي مونوتونچندضلعي - 2- 5
هاي به دسـت  ، تعداد نگهبان4شكل . هاي مونوتون تصادفي توليد شده انجام شده استضلعييك مطالعه مشابه روي چند       

، ميـانگين تعـداد   2جـدول  دهدراس نشان مي 30روي يك چندضلعي مونوتون توليد شده با  الگوريتم پيشنهادي راآمده از اين 
قضاياي (هاي مونوتون براي چندضلعي 1معروف و همچنين ميانگين  نگهبان راسي كمينه را در مقايسه با كران بالاي 

  .3و2دهدنشان مي) 2مطرح شده در بخش 
  

  
  

|هاي نگهبان -  4شكل   30ضلعي مونوتون با به دست آمده با الگوريتم پيشنهادي براي يك چند) مجموعه نقاط( |

  

  

 

| | 



 

  

  هاي مونوتونضلعينتايج به دست آمده براي چند -2جدول  

  
  
  
  
  
  
  
  

  
مجموعـه چندضلعـي  8براي به دست آوردن ميانگين تعداد نگهبان راسي مورد نيـاز، روش حداقـل مربعـات روي اين 

. دهدمونوتون را نشان ميهاي ضلعيهاي راسي بدست آمده براي چندميانگين تعداد نگهبان 5شكل . رود مونوتون، به كـار مي
  ).4شكل (آيدبه دست مي 2با استفاده از روش حداقل مربعات معادله خطي 

)2( 0.1465 0.38
.

0.38                                                                                               
    
  
  

  

  
  هاي مونوتونها براي چندضلعيميانگين تعداد نگهبان -  5شكل

هاي راسي كمينه مورد نياز براي ميانگين تعداد نگهبانها بر اساس تكرار آموزششود كه به اين ترتيب نتيجه گرفته مي
ضلعي مونوتون پوشش يك چند

6.82
است و اين نتيجه نسبت به كران بالاي  

3
و نيز نسبت به  

2
هاي براي چندضلعي 1

  .باشدمونوتون بسيار بهتر مي

3 رئوستعداد   2 1 |G| 

30 
50  
70  
100  
110  
130  
150  
200 

10 
16  
23  
33  
36  
43  
50  
66 

8.1 
12.95 
18.15  
25.675  
28.025  
32.925  
38  

50.325 

4.525  
7.55  
10.7  
15.07  
16.35 
20.175  
21.675  
29.65  

| | 



 

  
  گيرينتيجه -6

مجموعـه نگهبـان راسـي مورد حفاظت موزه هنري به وسيله كمترين  براي يادگيري جديددر اين مقاله، يك الگوريتم 
هاي راسي نگهبانكمينه تعداد ها به طور ميانگين بر اساس تكرار آموزشهاي محاسباتي نشان داد كه آزمايش. پيشنهاد شد

ضلعي ساده دلخواه نياز براي پوشش يك چندمورد
6.49

و براي يك چندضلعي مونوتون  
6.82

تلاش بر اين است تا در . است 
ضلعي قابل ديد و ديگر مسائل هندسي بهبود يابد تا بتوان به طوري بر مبناي مسئله چند يادگيريهاي كارهاي آينده الگوريتم

هاي خاص ديگري بررسي ضلعيهمچنين تلاش بر اين است تا نتايج روي چند. هاي راسي كمتري دست يافتگهبانميانگين ن
  .شود
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