
چكيده
از كدام هر سپس مي كنيم. معرفي را گرما پسرو-پيشروي معادله ي ابتدا رساله، اين در

تفاضل روش ادامه در و داد خواهيم توضيح مفصل طور به را مرزي المان و شعاعي تابع روش هاي

يك حالت هاي براي را شعاعي پايه و متناهي تفاضل تركيبي روش بعدي، يك حالت براي متناهي

پياده سازي پسرو-پيشرو معادله ي روي دوبعدي حالت براي را دوگان تقابل روش و دوبعدي و بعدي

پايداري و همگرايي و بعدي يك حالت براي را متناهي تفاضل روش پايداري و همگرايي مي كنيم.

عددي، مثال چند ارائه ي با پايان در داد خواهيم قرار بررسي مورد روش ها بقيه براي را زماني

نمود. خواهيم ارزيابي را پيشنهادي روشهاي عملكرد

تقابل روش مرزي، المان روش شعاعي، پايه تابع پسرو-پيشرو، معادله ي كليدي: كلمات

شبكه. بدون روش هاي متناهي، تفاضل روش دوگان،
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مقدمه

گرما پسرو⁃پیشرو معادله ی معرف الف⁃

مكاني دوبعدي و بعدي يك حالت دو در را گرما پيشرو-پسرو معادله ي نامه، پايان اين در

مي شود معرفي زير شكل به معادله اين كلي درحالت مي كنيم. بررسي

a(X)ut −∇۲u = f(X, t) , X ∈ Ω ⊂ Rn, t ∈ (۰, tf ), (۱)

است زير صورت به مرزي شرايط آن در كه

u(X, t) = ū(X, t) , X ∈ Γ , t ∈ (۰, tf ], (۲)

مي شود معرفي زير صورت به نهايي و اوليه شرايط همچنين و

u(X,۰) = T۰(X) , X ∈ Ω̄۲\ΓI ,

u(X, tf ) = Tf (X) , X ∈ Ω̄۱\ΓI ,

(۳)

تقسيم قابل Ω۲ و Ω۱ زيردامنه ي دو به ΓI مجازي مرز بوسيله ي Ω ⊂ Rn دامنه ي آن در كه

پسرو مسايل از كدام هر در مي آورند. بوجود را پيشرو و پسرو مساله ي دو ترتيب به كه است

داريم نيز مجازي مرز روي و است برقرار a(X) < ۰ و a(X) > ۰ ترتيب به پيشرو و

.a(X) = ۰

۱



کاربردها ب⁃

از برخي كه دارد مختلف حوزه هاي در متعددي كاربردهاي گرما پسرو-پيشروي معادله ي

كرده ايم: خلاصه زير صورت به را آنها

تصادفي شتابدار ذره ي ●

پاره خط يك به محدود آن حركت كه است نظر مد ذره يك زمان تعيين مساله، اين در

به را ذره تصادفي، شتاب يك آن در كه است. اوليه سرعت يك و اوليه مكاني موقعيت با

كنيد. رجوع [۹] به مساله، اين بهتر درك براي مي دهد. ميل پاره خط مرزي نقاط

لاروسا الكتروني پرتو مدل ●

موجود الكترونهاي تعداد آن در كه است نظر مد الكتروني پرتو سرعت توزيع مساله، اين در

.[۱۵] مي گيرند اندازه حركت اند، در v سرعت با كه را t زمان و x مكان در

پراندتل مرزي لايه ي معادلات ●

مي دهد، روي جداسازي كه هنگامي مرز يك نزديك بعدي دو سيال جريان از معادله اين

ناپذير تراكم سيال يك براي ناوير-استوكس بعد بدون معادلات از شروع با مي آيد. بدست

پسرو-پيشروي گرماي معادله ي يك مرزها، نزديكي در جريان گرفتن نظر در و چسبناك

.[۱۶] مي آيد بدست خطي غير

۲



جريان واژگوني طي در انتقال ●

در نمك يا و آلاينده يا حرارت درجه غالب انتقال جريان طريق از مساله اين سازي مدل

مي شود. انجام مي شود، جريان جدايي يا واژگوني دستخوش كه سيال يك مرزي لايه ي

كنيد. مراجعه [۱] به بيشتر جزييات براي

نوترون پراكندگي ●

پسرو- معادله ي يك صورت به آن مدل كه است كاربردهايي از ديگر يكي نيز مساله اين

است. گرما پيشرو

شده انجام کارهای ج⁃

[۱۸ ،۲۲ ،۲ ،۲۴] اخير دهه ۳ طول در گرما پسرو-پيشروي معادله ي تحليلي و عددي جواب

است. گرفته قرار بررسي مورد

كه بود خواهد مكاني بعدي يك معادله ي يك نظر، مورد پسرو-پيشرو معادله  باشد، n = ۱ اگر

بود. خواهد ۱ صورت به آن شكل بگيريم، نظر در Ω = [−۱,۱] صورت به را دامنه  اگر

بعدی ی حالت در دامنه تجزیه ی طرح :۱ ل ش

۳



،۷ ،۸] متناهي تفاضل روش مانند متعددي روش هاي از استفاده با پسرو-پيشرو مساله ي

،[۵] مربعات كمترين روش ،[۲۱] اول مرتبه ي ديفرانسيل معادله ي به تبديل روش ،[۲۰ ،۱۲

است. شده حل [۲۳ ،۱۱ ،۱۰ ،۱۴] گالركين متناهي عناصر روش

به بعدي، يك حالت در مساله اين حل براي متناهي تفاضلات و دامنه تجزيه ي تلفيقي روش

نيز مساله تئوري جنبه هاي علاوه، به .([۱۹ ،۸] است( شده استفاده مساله اين حل براي وفور

براي داوود توسط شده ارايه روش همگرايي .[۱۷ ،۳ است[۶، شده بحث متفاوتي كارهاي در

پسرو-پيشروي معادله ي براي را جواب يكتايي كانزتسو است. شده بررسي [۸] در مساله اين حل

نهايي و اوليه شرايط كه است داده نشان و است رسانده اثبات به ديريكله مرزي شرايط با سهموي

بيضوي مسايل براي را جواب يكتايي و وجود پارونتو شوند[۴]. بندي فرمول نامعادله فرم به بايد

پسرو-پيشرو معادلات از دسته اي براي را جواب همگرايي و است گرفته نظر در كوچك پارامتر با

است[۱۸]. كرده اثبات سهموي پسرو-پيشرو معادلات نيز و بيضوي-سهموي تركيبي

Ω = [−۱,۱] × مستطيلي دامنه ي يك با (n = ۲) دوبعدي پسرو-پيشروي معادله ي

است. شده داده نمايش ۲ شكل در [۰,۱]

بعدی دو حالت در دامنه تجزیه ی طرح :۲ ل ش
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اول فصل

شعاع پایه روش

φ : [۰,∞) → مانند تابع هرگاه گوییم شعاع را ϕ : Rd → R تابع تعریف۱⁃ ۰⁃ ۱.

که: طوری به باشد، R

ϕ(x) = φ(∥x∥) , x ∈ Rd

.[۳۳] است اقلیدس نرم ∥.∥ آن در که

گوییم شعاع پایه  توابع را B = {ϕ۱, ϕ۲, . . . , ϕn} توابع مجموعه .۲ ⁃۰ ⁃۱ تعریف

باشد. شعاع تابع ی ϕiها از ی هر و پایه ی B هرگاه

در آن ها دوبعدی نمودار همچنین و الف پیوست در را شعاع پایه  توابع از جدول

است. شده ارائه ب پیوست



مي توان ، {fj}Nj=۱ متناظر Nمقدار و {xj}Nj=۱شده داده و مجزا پراكنده Nنقطه براي كه كرد

گرفت: درنظر صورت fبدين تابع تقريب براي را درونياب

S(x) =

N∑
j=۱

λj |x− xj |, (۱ ⁃۱)

j = ، S(xj) = fj درونيابي شرايط از استفاده با {λj}Nj=۱ مجهول مقادير كه طوري به

تركيب يك با داده ها درونيابي روش اين هندسي، لحاظ از مي شوند. مشخص ۱,۲, . . . , N

(در مي يابد انتقال شده داده نقاط به |x| رأس كه طوري به است، |x| تابع انتقال N از خطي

مي شود). مركزدهي نقاط اين در ،|x| تابع كه گفت مي توان واقع

را صخره يك مي تواند خوبي دقت با نظر مورد درونياب كه شد متوجه زود خيلي هاردي

قادر نيست، پيوسته شده داده نقاط در آن اول مشتق چون حال عين در ولي كند مدل بندي

تابع اگر كه گرفت نتيجه بنابراين نيست. (مينيمم ها) دره ها و (ماكزيمم ها) قله ها كردن پيدا به

مشكل كند، جايگزين است مشتق پذير پيوسته طور به كه تابعي با را درونياب ضابطه در قدرمطلق

دلخواه صفر غير ثابت σ آن در كه ، √σ۲ + x۲ هاردي تابع با را آن بنابراين شد. خواهد حل

اين به جديد درونياب ضابطه مي نامند. پارامترشكل۱ اصطلاحاً را σ ،[۲۶] كرد جايگزين است،

شد: تبديل صورت

S(x) =

N∑
j=۱

λj

√
σ۲ + (x− xj)۲ (۲ ⁃۱)

مي كنيم توجه مي شوند. تعيين درونيابي شرايط از استفاده با {λj}Nj=۱ مجهول ضرايب آن در كه

،σ = ۰ اگر و است مشتق پذير پيوسته طور به درونياب ،σ ̸= ۰ وقتي ،(۲ -۱) درونياب تابع در كه

ضابطه مورد در قبل، هندسي تعبير همان همچنين، مي آيد. بدست (۱ -۱) درونياب ضابطه همان

مورد كه مناطقي از دقيقي نمايش جديد، درونياب با مي توانست هاردي حال است. صادق جديد
1. ShapeParameter

۹



شعاعي پايه اي توابع روش ۲۰۰۳ سال در دريسكول۲ و پلات۱ .[۳۰ ،۲۹] كرد استفاده جزئي

.[۳۱] دادند بسط ويژه مقادير با مسائل براي را

پارامتر اصطلاح در يا σ آزاد پارامتر يك شامل هاردي تابع شد مشاهده بالا در كه همان طور

اين شامل مي گيرند قرار استفاده مورد امروزه كه شعاعي پايه اي توابع اكثر مي باشد. σ شكل

شعاعي پايه اي توابع با پراكنده داده هاي درونيابي روش هاي از بسياري دقت هستند. شكل پارامتر

است. وابسته شعاعي پايه اي تابع σ شكل پارامتر به

ه شب بدون ۱⁃ ۲⁃روش های

بدست وزن دار باقيمانده هاي روش از نوعي به توان مي را شبكه بدون روش هاي تمامي

دار وزن باقيمانده هاي روش از خاصي حالت شبكه، بدون روش هاي تمامي واقع، در يعني آورد.

مي كنيم. يادآوري را روش اين از كلياتي اينجا در مي باشند.

دار وزن مانده های ۱⁃ ۲⁃ ۱⁃روش

نشان سپس مي كنيم. مطرح را دار وزن مانده هاي روش كلي صورت ابتدا بخش، اين در

روش اين از خاصي حالت هاي ... و مربعات حداقل گالركين، مانند معروفي روش هاي كه مي دهيم

مي گيريم: درنظر را زير معادله روش، اين توصيف براي هستند.

Lu = f, in Ω (۳ ⁃۱)

1. Platte

2. Driscoll
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تابعي f و مي كند عمل u مجهول تابع روي كه است خطي غير يا خطي عملگر يك L آن در كه

مي زنيم: تقريب زير عبارت با را u ابتدا دار، وزن باقيمانده هاي روش در است. معلوم

ũ =

N∑
j=۱

cjϕj(x), (۴ ⁃۱)

تقريب جايگذاري با دارند. نام شكل) توابع يا آزمايش توابع (يا تقريب پايه اي توابع ها ϕj كه

داريم: (۳ -۱) معادله در (۴ -۱)

Lũ ≈ f, in Ω (۵ ⁃۱)

حالت اين در

R = Lũ− f = L

 N∑
j=۱

cjϕj(x)

− f,

تعيين طوري را cj ضرايب مي آيد، بر روش اين نام از كه همانطور سپس مي ناميم. مانده را

شود: صفر برابر دار وزن انتگرالي مفهوم يك در R مانده كه مي كنيم

∫
Ω
ψi(x)R(x, cj)dx = ۰, i = ۱,۲, ..., N (۶ ⁃۱)

ها) ϕi) تقريب پايه اي توابع با كلي حالت در و دارند نام آزمون توابع يا وزن توابع ها ψi آن در كه

دستگاه صورت اين غير در باشند؛ خطي مستقل بايد {ψi}Ni=۱ توابع مجموعه نيستند. يكسان

نيست. حل قابل لذا و بود خواهد خطي وابسته (۶ -۱) معادلات

اشاره آنها به ً مختصرا زير در كه مي شود ايجاد متفاوتي روش هاي متفاوت وزن توابع انتخاب با

مي كنيم.
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صورت اين در آورد، دست به درونيابي شرايط اعمال از مي توان را {λj}Nj=۱ حقيقي ضرايب كه

مي شود: تبديل زير صورت به A نامنفرد درونياب ماتريس

A =


φ(∥x۱ − x۱∥) φ(∥x۱ − x۲∥) · · · φ(∥x۱ − xN∥)

φ(∥x۲ − x۱∥) φ(∥x۲ − x۲∥) · · · φ(∥x۲ − xN∥)
... ... . . . ...

φ(∥xN − x۱∥) φ(∥xN − x۲∥) · · · φ(∥xN − xN∥)

 (۱۴ ⁃۱)

مثبت معین مشروط بطور ۱⁃ ۶⁃توابع

مشروط بطور توابع را هستند مثبت معين λها از خاص برداري فضاي يك بر كه توابعي

دقت دليل به واقع در است. شده ارائه زير در توابع گونه اين دقيق تر تعريف گوييم. مثبت معين

مربعي چند (تابع توابع نوع اين از هاردي بار اولين كه همچنان هستند، توجه مورد توابع اين بالا

كرد. استفاده (

mگوییم مرتبه از شرط مثبت معین نیمه را ϕ : Rd → C پیوسته تابع تعریف۱⁃ ۶⁃ ۱.

X = {x۱, . . . ,xN} ⊆ مجزای دو به دو مراکز از مجموعه هر ،N ∈ N هر برای اگر

رابطه: در که λ ∈ CN هر و Rd

N∑
j=۱

λjp(xj) = ۰ (۱۵ ⁃۱)

باشیم: داشته م کند، صدق m از کمتر درجه از مختلط جمله ای های چند تمام برای

N∑
j=۱

N∑
k=۱

λj λ̄kϕ(xj − xk) ≥ ۰. (۱۶ ⁃۱)

هر برای (۱۵ ⁃۱) معادله اگر گوییم m مرتبه از مثبت معین مشروط بطور را ϕ همچنین

باشد. مثبت ،λ ∈ CN − {۰}

۲۲



طور به مي گيرند قرار استفاده مورد عمدتاً كه را شكل پارامتر انتخاب طريقه دو بخش، اين در

مي دهيم. قرار مطالعه مورد مختصر

،(۱ -۱) شكل در مي دهيم. ارائه مثالي اينجا در شكل پارامتر تاثيرگذاري ميزان بيان منظور به

است. شده رسم σ = ۱
۲ و σ = ۱ كه وقتي e− r۲

σ۲ گوسي تابع نمودارهاي

متفاوت ل پارامترش دو با گوس تابع نمودار :۱ ⁃۱ ل ش

ظاهر نتيجه اش كه بود خواهد تنُد قله هاي داراي تابع اين آنگاه باشد كوچك خيلي σ اگر

صورت اين در ولي است قطري تقريباً و كوچك حالت عدد با (۱۴ -۱) درونياب ماتريس شدن

بزرگتر پارامترشكل با چند هر كه حالي در داشت، نخواهيم شده بازسازي سطح از خوبي ارائه ي

تصوير ولي مي شود بزرگ تري حالت عدد داراي و گرفته فاصله بودن قطري از درونياب ماتريس

را پارامترشكل تأثير ،(۲ -۱) شكل بود. خواهد بيشتري دقت داراي سطح بازسازي در شده ارائه

چپ سمت در كه داريم توجه مي دهد. نشان هموار تابع يك توسط شده توليد سطح بازسازي در

هستيم. بهتري تقريب شاهد σ = ۰٫۳ با

۲۹



چپ): از ترتیب (به با گوس تابع از استفاده با هموار تابع ی بازسازی :۲ ⁃۱ ل ش
σ = ۰٫۰۳ و σ = ۰٫۱ ،σ = ۰٫۳

ر دی ی با ل پارامترش انتخاب روش های مقایسه ⁃۱ ⁃۱۰ ⁃۱

شده، معرفي متغير پارامترشكل سه و ثابت پارامترشكل بين را مقايساتي [۴۴] در نويسندگان

مقدار مسئله يك همچنين و بعُدي دو و بعُدي يك درونيابي مسئله در متفاوت مثال چندين براي

متغير پارامترشكل كه است آن از حاكي نتايج داده اند. انجام بعُد، دو در زمان از مستقل مرزي

-۱) شكل مي دهد. بدست ديگر شكل هاي پارامتر به نسبت بهتري نتايج موارد اغلب در تصادفي

،N = آن ها۷۰ تمام در كه مي دهد نشان را مختلف روش هاي به شكل پارامتر انتخاب طريقه ،(۳ 

شده گرفته نظر در σ = ۱۰ برابر نيز ثابت شكل پارامتر است. σmin = ۱ و σmax = ۲۰

است.

تصادف ل ش پارامتر راست: ، خط و نمایی ثابت، ل پارامترش چپ: :۳ ⁃۱ ل ش
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BEM روش تشریح ⁃۲ ⁃۲

بيشتر BEMاست روش مبناي كه را وزندار مانده ي روش مختصر صورت به قسمت اين در

بگيريد نظر در را زير پواسون معادله ي امر، اين انجام براي مي دهيم. توضيح

▽۲ (u) = b in Ω (۱ ⁃۲)

آن در كه

▽۲ =
∂۲

∂x۲
۱
+

∂۲

∂x۲
۲
,

متغير دو اين از معلوم تابعي b و هستند مكاني متغيرهاي x۲ و x۱ است، لاپلاس عملگر يك

است زير صورت به مرزي شرايط و است Γ مرز داراي Ω دامنه ي است.
u = ū on Γ۱,

q = q̄ on Γ۲,
(۲ ⁃۲)

توابعي q̄ و ū و است Γ = Γ۱ +Γ۲ مرز روي خارجي نرمال بردار n و q = ∂u/∂n آن در كه

هستند. معلوم

شرايط و اصلي معادله ي براي مانده توابع باشد. (۱ -۲) معادله ي تقريب جواب u كنيد فرض

مي شود تعريف زير صورت به مرزي

R = ▽۲u− b ̸= ۰ in Ω,

R۱ = u− ū ̸= ۰ on Γ۱,

R۲ = q − q̄ ̸= ۰ on Γ۲.

تقريبي جواب از كه هستند خطاهايي مقدار مانده، مقادير كه كرد مشاهده مي توان وضوح به
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تعامد از استفاده با كه است uهايي انتخاب وزندار، مانده ي تكنيك اصلي ايده ي ميآيند. بدست

داريم بنابراين مي دهند. كاهش را خطا مقادير u∗ وزن توابع به نسبت

∫
Ω
(▽۲u− b)u∗dΩ = ۰. (۳ ⁃۲)

مي كنيم يادآوري را گرين دوم قضيه ي اكنون

∫
Ω

[
(▽۲u)u∗ − (▽۲u∗)u

]
dΩ =

∫
Γ

(
∂u

∂n
u∗ − ∂u∗

∂n
u

)
dΓ. (۴ ⁃۲)

نوشت زير صورت به را (۲ -۲) معادله ي مي توان مرزي، شرايط و قضيه اين از استفاده با كه

∫
Ω
(▽۲u− b)u∗dΩ−

∫
Γ۲

(q − q̄)u∗dΓ +

∫
Γ۱

(u− ū)
∂u∗

∂n
dΓ = ۰. (۵ ⁃۲)

ديگر عبارت به

∫
Ω
Ru∗dΩ−

∫
Γ۲

R۲u
∗dΓ +

∫
Γ۱

R۱q
∗dΓ = ۰, (۶ ⁃۲)

كنيد فرض توابع، از دسته اي از استفاده با روش اين توضيح براي است. q∗ = ∂u∗

∂n آن در كه

داريم بنابراين باشد. ϕi توابع از خطي تركيبي u تقريبي جواب كه

u =
N∑
i=۱

αiϕi, (۷ ⁃۲)

تا را R مقدار بايد اكنون هستند. نامعلوم ضرايب αiها و خطي مستقل تابع هاي ϕiها آن در كه

است انجام پذير ψj وزن توابع از متعددي مقادير از استفاده با امر اين كه كنيم كوچك امكان حد

داريم بنابراين مي شود. صفر وزندار مانده ي آنها ازاي به كه

∫
Ω
RψjdΩ = ۰ j = ۱,۲, · · · , N (۸ ⁃۲)
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لاپلاس معادله ی حل ⁃۱ ⁃۲ ⁃۲

مي كنيم. بررسي لاپلاس معادله ي براي را مرزي انتگرال معادله ي فرمول بندي قسمت اين در

داريم گرين، قضيه ي از استفاده و وزندار مانده ي روش اعمال با

∫
Ω
(▽۲u∗)udΩ =

∫
Γ
u
∂u∗

∂n
dΓ−

∫
Γ

∂u

∂n
u∗dΓ. (۱۰ ⁃۲)

جواب مفهوم كنيم. تبديل مرزي انتگرال معادله ي يك به را (۱۰ -۲) معادله ي مي خواهيم اكنون

جواب مي كند. ايفا فوق معادله ي چپ سمت دامنه اي انتگرال حذف در را مهمي نقش اساسي

برآورده را مرزي شرايط لزوما اما مي كند، صدق لاپلاس معادله ي در كه است تابعي u∗ اساسي

ميل بي نهايت سمت به نقطه اين در و مي كند عمل xi مانند نقطه اي در تابع اين نمي كند.

داريم بنابراين مي كند.

▽۲ u∗ +∆i = ۰, (۱۱ ⁃۲)

در و مي يابد افزايش بي نهايت سمت به x = xi در كه است ديراك دلتاي يك ∆i آن در كه

باشد، شده ضرب u مانند تابع يك در كه ديراك دلتاي تابع انتگرال است. صفر برابر نقاط بقيه

نوشت مي توان بنابراين است. برابر xi نقطه ي در تابع آن مقدار با

∫
Ω
(▽۲u∗)udΩ =

∫
Ω
(−∆i)udΩ = −ui, (۱۲ ⁃۲)

بود خواهد زير شكل به (۱۰ -۲) معادله ي نتيجه در .ui = u(xi) آن در كه

ui +

∫
Γ
uq∗dΓ =

∫
Γ
qu∗dΓ. (۱۳ ⁃۲)
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است زير صورت به اساسي جواب دوبعدي، دامنه ي براي

u∗ =
۱

۲π log(
۱
r
),

داريم سه بعدي دامنه ي براي و

u∗ =
۱

۴πr ,

مي دهيم نشان اكنون است. بررسي مورد نقاط از يك هر و xi نقطه ي بين فاصله ي r آن در كه

هر و xi چشمه نقطه ي براي مي كند. صدق (۱۱ -۲) معادله ي در دوبعدي حالت در فوق توابع كه

معادله ي در u∗ كه كرد ثابت سادگي به ،r ̸= ۰ اينكه به توجه با xi ̸= xj ميدان نقاط از كدام

را (۱۱ -۲) و r = ۰ آنكاه ، xi = xj اگر دارد. دلالت ∆i = ۰ بر كه مي كند صدق لاپلاس

كرد. ثابت ،ϵ → ۰ براي آن حد آوردن بدست و ϵ شعاع با كوچك دايره هاي تعريف با مي توان

استفاده q∗ مرزي مشتق عبارات در لاپلاسين بيان براي را گرين قضيه ي اگر منظور، اين براي

داريم كنيم،

∫
Ωϵ

(▽۲u∗)dΩ =

∫
Γϵ

∂u∗

∂n
dΓ,

برقرار ،n ≡ r دايره محيط روي چون هستند. دايره مرز و دامنه ترتيب به Γϵ و Ωϵ آن در كه

نوشت مي توان لذا و ∂u∗

∂n = ∂u∗

∂r پس است،

lim
ϵ→۰

∫
Γϵ

∂u∗

∂n
dΓ = lim

ϵ→۰

∫
Γϵ

∂u∗

∂r
dΓ = lim

ϵ→۰

∫
Γϵ

− ۱
۲πrdΓ = lim

ϵ→۰
[−۲πϵ

۲πϵ ] = −۱,

كه مي كند ثابت اين و

∫
Ω
(▽۲u∗)dΩ =

∫
Ω
−∆idΩ = −۱.
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مرزي نقاط كه حالتي در است. معتبر دامنه اي نقاط براي فقط (۱۳ -۲) انتگرال معادله ي

داريم بنابراين مي گيريم. نظر در ϵ شعاع و xi مركز با دايره اي نيم باشند،

ui +

∫
Γ
uq∗dΓ + lim

ϵ→۰

∫
Γϵ

uq∗dΓ =

∫
Γ
qu∗dΓ + lim

ϵ→۰

∫
Γϵ

qu∗dΓ. (۱۴ ⁃۲)

داريم نتيجه در

lim
ϵ→۰

∫
Γϵ

qu∗dΓ = lim
ϵ→۰

∫
Γϵ

q
۱

۲π log(
۱
ϵ
)dΓ

= lim
ϵ→۰

q
۱

۲π log(
۱
ϵ
)πϵ = ۰

(۱۵ ⁃۲)

بنابراين و

lim
ϵ→۰

∫
Γϵ

uq∗dΓ = lim
ϵ→۰

−(

∫
Γϵ

u
۱

۲πϵdΓ) = −۱
۲ui. (۱۶ ⁃۲)

مرزي نقاط انتگرال معادله ي براي را زير فرم ،(۱۴ -۲) در (۱۶ -۲) و (۱ -۲ -۲) جايگذاري با

داشت خواهيم

۱
۲ui +

∫
Γ
uq∗dΓ =

∫
Γ
qu∗dΓ. (۱۷ ⁃۲)

DRM روش از استفاده با پواسون معادله ی ۲⁃ ۳⁃حل

بررسي پواسوني معادله ي يك براي را DRM روش اساسي بندي فرمول بخش اين در

مي گيريم نظر در را حالت ساده ترين ابتدا مي كنيم.

▽۲ u = b in Ω, (۱۸ ⁃۲)
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معلوم توابع كنيد فرض روش، اين توضيح براي است. معلوم تابع يك b = b(x, y) آن در كه

باشيم داشته زير صورت به را ûj(x, y) و fj(x, y)

b =

N∑
j=۱

αjfj(x, y) and ▽۲ ûj = fj , (۱۹ ⁃۲)

داريم لذا

b =

N∑
j=۱

αj ▽۲ ûj = ▽۲(
N∑
j=۱

αj ûj).

جواب روش و است (۱۸ -۲) معادله ي براي خصوصي جواب يك ∑N
j=۱ αj ûj نتيجه، در

جايگذاري عملا اگرچه DRMمي باشد، روش مبناي موضوع، اين برد. كار به مي توان را خصوصي

تقريب RBFها از استفاده با آنرا بايد و نمي باشد امكان پذير (۱۹ -۲) مجموع از استفاده با b تابع

L و مرزي نقطه ي N در ϕj مانند RBF سري يك از استفاده با را b تابع كنيد فرض نمود.

بزنيم: تقريب زير صورت به دروني نقطه ي

b ≈
N+L∑
j=۱

αjϕj(r). (۲۰ ⁃۲)

▽۲ûj = ϕj(r) كه طوري به باشند داشته وجود ûj مانند توابعي كنيد فرض همچنين

نوشت زير صورت به مي توان را (۲۰ -۲) معادله ي بنابراين باشد، برقرار

b ≈
N+L∑
j=۱

αj ▽۲ (ûj). (۲۱ ⁃۲)

داريم (۱۸ -۲) معادله ي در (۲۱ -۲) عبارت جايگذاري يا

▽۲ u ≈
N+L∑
j=۱

αj ▽۲ (ûj). (۲۲ ⁃۲)
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مي شود نتيجه وزني، مانده ي تكنيك از استفاده با

∫
Ω
(▽۲u)u∗dΩ =

N+L∑
j=۱

αj

∫
Ω
(▽۲ûj)u

∗dΩ, (۲۳ ⁃۲)

نقاط در لاپلاس معادله ي اساسي جواب به كارگيري با و گرين قضيه ي از استفاده با اكنون

مي آيد بدست زير معادله ي مرزي،

ciui+

∫
Γ
uq∗dΓ−

∫
Γ
qu∗dΓ =

N+L∑
j=۱

αj

(
ciûij +

∫
Γ
ûjq

∗dΓ−
∫
Γ
q̂ju

∗dΓ

)
,

(۲۴ ⁃۲)

بنابراين مي كنيم، گسسته سازي را (۳ -۲) معادله ي بعدي گام در .q̂j = ∂ûj

∂n آن در كه

ciui +
N∑

k=۱

∫
Γk

uq∗dΓ−
N∑

k=۱

∫
Γk

qu∗dΓ

=

N+L∑
j=۱

αj

(
ciûij +

N∑
k=۱

∫
Γk

ûjq
∗dΓ−

N∑
k=۱

∫
Γk

q̂ju
∗dΓ

) (۲۵ ⁃۲)

دليل به اما نيست، آنها محاسبه ي به نيازي و هستند معلوم q̂ و û فوق معادله ي در اگرچه

[۵۴] در بزنيم. تقريب درونياب تابع همان با ،q و u مانند را آنها كه مي شود پيشنهاد سازگاري،

دقت روي زيادي تاثير همچنين و مي دهد افزايش را روش كارايي رويه، اين كه است شده ثابت

از استفاده و مي كنيم ارايه را ثابت المان حالت فرمول بندي ابتدا سادگي، براي نمي گذارد. جواب

را آنها كه G و H ماتريس هاي از استفاده با و مي كنيم بررسي ۴ -۲ قسمت در را خطي المان

مي نويسيم زير صورت به را (۳ -۲) معادله ي كرد، خواهيم بررسي ثابت المان حالت براي

۱
۲ui+

N∑
k=۱

Hikuk −
N∑

k=۱
Gikqk

=

N+L∑
j=۱

αj

(
۱
۲ ûij +

N∑
k=۱

Hikûkj −
N∑

k=۱
Gikq̂kj

)
,

(۲۶ ⁃۲)

را بحث مورد نقاط تمام و مرزي ميدان نقاط محلي، هم نقاط ترتيب به j و k ،i بالانويس هاي كه
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دهيم، نشان q̂j و ûj بردارهاي با ترتيب به مرزي نقاط در را q̂j و ûj مقادير اگر مي دهند. نشان

داشت خواهد را زير ماتريسي شكل (۳ -۲) معادله

Hu−Gq =

N+L∑
j=۱

αj(Hûj −Gq̂j), (۲۷ ⁃۲)

استفاده با هستند. مرزي نقاط در q و u توابع مقادير شامل بردارهاي ترتيب به q و u آن در كه

زير صورت به Q̂ و Û ماتريس هاي از

Û =
[
û۱ û۲ · · · ûN+L,

]
Q̂ =

[
q̂۱ q̂۲ · · · q̂N+L,

] (۲۸ ⁃۲)

مي شود حاصل زير جبري معادلات دستگاه

Hu−Gq = (HÛ −GQ̂)α, (۲۹ ⁃۲)

شامل كه است برداري b و مي آيد بدست α = F−۱b از استفاده با (۲۰ -۲) از α آن در كه

نوشت زير شكل به مي توان را (۲۹ -۲) معادله ي بنابراين مي باشد. درونيابي نقاط در b تابع مقادير

Hu−Gq = d,
→−كه d = (HÛ −GQ̂)F−۱b, (۳۰ ⁃۲)

،N × (N +L) مرتبه ي از Q̂ و Û ،N ×N مرتبه ي از ماتريس هايي G و H آن در بنابراين

b و N مرتبه از بردارهايي d و q ،u همچنين هستند. (N +L)× (N +L) مرتبه ي از F−۱

معادله ي در q و u مجهول و معلوم مقادير جداسازي از بعد مي باشد. N +L مرتبه ي از برداري

بدست با كرد. حل مي توان را معادلات سيستم اين مرزي، مقادير گرفتن نظر در با و (۳۰ -۲)
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كرد استفاده داخلي جواب هاي يافتن براي (۳ -۲) معادله ي از مي توان مرزي، مقادير آوردن

ui =−
N∑

k=۱
Hikuk +

N∑
k=۱

Gikqk

+
N+L∑
j=۱

αj

(
ûij +

N∑
k=۱

Hikûkj −
N∑

k=۱
Gikq̂kj

)
,

(۳۱ ⁃۲)

هستند. معلوم راست سمت عبارات تمامي و است i = N + ۱, · · · , N + L آن در كه

ناپیوسته و خط المان های از استفاده DRMبا ۲⁃ ۴⁃پیاده سازی

نقاط توليد به منجر خطي المان هاي از استفاده شد، بيان ۱ -۲ -۲ قسمت در كه همانطور

براي حالت، اين در مي شود. طرف دو در متفاوت مشتق مقدار دو داراي كه مي شود گوشه اي

در كه شود توليد مرزي نقاط از كدام هر براي كافي اطلاعات بايد بسته، سيستم يك بدست آوردن

دو محلي، هم نقاط براي قسمت، اين در است. ضروري ناپيوسته المان هاي از استفاده صورت اين

در محلي هم نقاط تعيين براي است. شده استفاده √۳/۳ و −√
۳/۳ يعني گاوس-لژاندر نقطه

موجود (XN , YN ) ،(X۲, Y۲), · · · ،(X۱, Y۱) انتهايي نقاط با Nالمان كنيد فرض روش، اين

را (Xi+۱, Yi+۱) و (Xi, Yi) نقاط به وابسته المان درون محلي هم نقاط مي توان بنابراين باشد،
√

۳/۳ و −√
۳/۳ متناظر نقاط پيداكردن و [−۱,۱] بازه ي روي خطي درونيابي از استفاده با

كرد تعيين زير صورت به

x۲i−۱ = Xi +
(Xi+۱ −Xi)

۲ (۱ −
√

۳
۳ ) , y۲i−۱ = Yi +

(Yi+۱ − Yi)

۲ (۱ −
√

۳
۳ )

x۲i = Xi +
(Xi+۱ −Xi)

۲ (۱ +

√
۳

۳ ) , y۲i = Yi +
(Yi+۱ − Yi)

۲ (۱ +

√
۳

۳ )

(۳۲ ⁃۲)
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۲N +L نقاط كل تعداد دروني، نقاط احتساب با بنابراين مي شود. نقطه ۲N توليد به منجر كه

داريم k المان روي q و u براي خطي قطعه اي درونيابي از استفاده با بود. خواهد
u(ξ) = l۱(ξ)u۲k−۱ + l۲(ξ)u۲k,

q(ξ) = l۱(ξ)q۲k−۱ + l۲(ξ)q۲k,

− ۱ ≤ ξ ≤ ۱, (۳۳ ⁃۲)

نمايش (x۲k, y۲k) و (x۲k−۱, y۲k−۱) درونيابي نقاط در را u مقادير u۲k و u۲k−۱ آن در كه

صورت به l۲(ξ) و l۱(ξ) همچنين هستند. نقاط همان در q مقادير نيز، q۲k و q۲k−۱ و مي دهند

مي شوند تعريف زير

l۱(ξ) =
ξ −

√
۳/۳

−۲
√

۳/۳
, l۲(ξ) =

ξ +
√

۳/۳
۲
√

۳/۳
.

داريم (۳ -۲) معادله ي در (۳۳ -۲) خطي درونيابي جايگذاري با

ciui +
N∑

k=۱

∫
Γk

q∗ (l۱(ξ)u۲k−۱ + l۲(ξ)u۲k) dΓ−
N∑

k=۱

∫
Γk

u∗ (l۱(ξ)q۲k−۱

+l۲(ξ)q۲k) dΓ =
N+L∑
j=۱

αj

[
ciûij +

N∑
k=۱

∫
Γk

q∗(l۱(ξ)û۲k−۱j

+l۲(ξ)û۲kj)dΓ−
N∑

k=۱

∫
Γk

u∗(l۱(ξ)q̂۲k−۱j + l۲(ξ)q̂۲kj)dΓ

]

داريم كنيم، استفاده جديد شكل و مرتبه با G و H ماتريس هاي از قبل، مانند اگر

ciui +

N∑
k=۱

(Hi,۲k−۱u۲k−۱ +Hi,۲ku۲k)−
N∑

k=۱
(Gi,۲k−۱q۲k−۱ +Gi,۲kq۲k)

=

N+L∑
j=۱

αj

[
ciûij +

N∑
k=۱

(Hi,۲k−۱û۲k−۱,j +Hi,۲kû۲kj)

−
N∑

k=۱
(Gi,۲k−۱q̂۲k−۱,j +Gi,۲kq̂۲k,j)

]
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دستگاه يك (۱۰ -۳) و (۹ -۳) جديد معادلات از استفاده با (۵ -۳) و (۴ -۳) معادلات تركيب با

مي آيد بدست زير صورت به ۲N(M − ۲) اندازه ي با خطي

PU = F,

آن در كه

P =

PLL PLR

PRL PRR

 , U =
[
UL UR

]
, F =

FLL

FRL


و

PLL =



AL

BL
. . .
. . . AL

. . . BL AL′


, PLR =


CL ۰

. . . . . .
CL ۰

۰



PRL =


CR ۰

. . . . . .
CR ۰

۰

 , PRR =


AR

BR
. . .
. . . AR

BR AR′



AL =



۲r − (−M + ۱)h −r

−r ۲r − (−M + ۲)h −r
. . . . . . . . .

−r ۲r − (−۲)h −r

−r ۳
۲r − (−h)
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AL′ =


۲r − (−M + ۱)h −r

−r ۲r − (−M + ۲)h −r
. . . . . . . . .

−r ۲r − (−h)



CL =


۰

. . .
− r

۳

 , BL =


(−M + ۱)h

. . .
−h



AR =



۳
۲r + h −r

−r ۲r + ۲h −r
. . . . . . . . .

−r ۲r + (M − ۲)h −r

−r ۲r + (M − ۱)h



AR′ =



۲r + h −r

−r ۲r + ۲h −r
. . . . . . . . .

−r ۲r + (M − ۲)h −r

−r ۲r + (M − ۱)h



CR


− r

۲
. . .

۰

 , BR =


−h

. . .
(−M + ۱)h


.r = τ

h۲ آن در كه

نشان را راست و چپ زيردامنه هاي با مرتبط ماتريس بخش هاي ترتيب به R و L انديس هاي

با كه هستند ۱ مساله زير نقاط مقادير به متعلق قسمت هاي PLR مثال عنوان به مي دهند.

هستند. ارتباط در راست سمت ضرايب

۵۸



بالاتر مراتب تفاضل طرح های از ۳⁃ ۲⁃ ۳⁃استفاده

براي يابد. بهبود مي تواند جواب دقت بالاتر، مراتب متناهي تفاضل تقريب هاي از استفاده با

i = براي x = ih خطوط در را قبلي متناهي تفاضل فرمول هاي ابتدا هدف، اين به رسيدن

مي آوريم، بدست زير صورت به i = −M + ۱ و M − ۱

ih
ui,j+۱ − ui,j

τ
=
ui+۱,j − ۲ui,j + ui−۱,j

h۲ + fi,j (۱۷ ⁃۳)

مي كنيم استفاده نقاط بقيه ي براي را زير تفاضلي طرح همچنين و

− ih
ui,j+۲ − ۴ui,j+۱ + ۳ui,j

۲τ =
۱

۱۲h۲
(
−ui+۲,j + ۱۶ui−۱,j − ۳۰ui,j

+۱۶ui,j−۱ − ui,j−۲
)
+ fi,j (۱۸ ⁃۳)

كه همان طور مي بخشد. O(hk۲)+O(h۴)بهبود مرتبه تا را جواب دقت فرمول، اين از استفاده

كاهش چشمگيري صورت به عددي خطاي فرمول، اين از استفاده با شد، خواهد مشاهده متعاقبا

مي يابد.

۶۱



داريم ،x = xN در محلي هم روش از استفاده و (۳۸ -۳) در (۳۶ -۳) جايگذاري با بنابراين،

N+L∑
l=N−L

ηlφxx(||xN − xl||) = −f(۰, tj), j = ۱, . . . ,M − ۱. (۳۹ ⁃۳)

ضرايب اين دادن قرار با كه آورد بدست را ηk مقادير مي توان (۳۹ -۳) در (۳۷ -۳) دادن قرار با

به را رويه اين مي شود. رساني روز به فرضي مرز روي بر u(xN , tj) جواب مقادير (۳۶ -۳) در

برسد. دلخواه جواب به mم تكرار در u(m)
۰j مرزي جواب تا مي دهيم انجام تكراري صورت

عددی ۳⁃ ۳⁃ ۲⁃نتایج

با كه را پسرو-پيشرو معادله ي عددي نتايج تعدادي دهيم، نشان را روش كارايي اينكه براي

مي كنيم. ارايه را آمده اند بدست ϵ شكل پارامتر با MQ روش از استفاده

g−۱(t) = ۰, g۱(t) = ۰, u۰(x) = شرایط با را (۱ ⁃۳) معادله ی .۱ ⁃۳ ⁃۳ مثال

آن در که یرید ب نظر در ۰, u۱(x) = ۰

f(x, t) =



۲x(x۲ − ۱)t[(t− ۱)۲ − ۴x۲ + t(t− ۱)]−

t۲[(t− ۱)۲ − ۲۴x۲ + ۴] x ≥ ۰, t ∈ [۰,۱],

۲x(x۲ − ۱)(t− ۱)(۲t۲ − t− ۴x۲)−

۲(t− ۱)۲(t۲ − ۲۴x۲ + ۴) x ≤ ۰, t ∈ [۰,۱],

(۴۰ ⁃۳)

است: شده داده زیر صورت به فوق مساله ی دقیق جواب و

u(x, t) =


(x۲ − ۱)t۲[(t− ۱)۲ − ۴x۲] x ≥ ۰, t ∈ [۰,۱],

(x۲ − ۱)(t۲ − t− ۴x۲)(t− ۱)۲ x ≤ ۰, t ∈ [۰,۱],

(۴۱ ⁃۳)

از مختلفي موارد براي را عددي نتايج و كرد خواهيم حل نظر مورد روش با را مساله اين

۷۲



،N (۲) = ۱۴۵ ،N (۱) = ۱۴۵ با مطلق خطای و دقیق جواب تصویر :۱ ⁃۴ ل ش
۱ ⁃۲ ⁃۴ مثال برای t = ۰٫۵ زمان در k = ۲۸ و M = ۸۰

و M = ۸۰ ،N (۲) = ۱۴۵ ،N (۱) = ۱۴۵ با مطلق خطای تصویر :۲ ⁃۴ ل ش
۱ ⁃۲ ⁃۴ مثال برای t = ۰٫۲, ۰٫۴, ۰٫۶, ۰٫۸ زمانهای در k = ۲۸

و زماني گام هاي و نقاط تعداد اساس بر مختلف حالت هاي در را فوق مساله ي دقيق جواب

اندازه گيري RMSE و Maxerror اساس بر كه خطا مقادير آورده ايم. بدست تكرار تعداد

شده اند. ارايه نيم دايره اي و مستطيلي دامنه هاي براي ترتيب به ۲ -۴ و ۱ -۴ جداول در شده اند،

۸۸



دایره ای نیم ناحیه ی در ۲ ⁃۲ ⁃۴ مثال خطای مقادیر :۴ ⁃۴ جدول

RⅯSE Max error k M N (۲) N (۱)

۳E− ۲۰ .۴ ۲E− ۵۰ .۳۲ ۱۰ ۵۰ ۵۰
۳E− ۸۰ .۱ ۳E− ۳۰ .۸ ۱۲ ۱۰ ۷۹ ۷۹
۳E− ۱۰ .۱ ۳E− ۸۰ .۵ ۲۰ ۱۱۳ ۱۱۳
۴E− ۲۸ .۳ ۳E− ۸۰ .۱ ۲۵ ۲۰ ۱۵۲ ۱۵۲
۴E− ۲۵ .۲ ۳E− ۷۰ .۱ ۲۷ ۲۵ ۱۵۲ ۱۵۲
۴E− ۵۷ .۱ ۳E− ۶۰ .۱ ۳۰ ۳۰ ۱۵۲ ۱۵۲
۴E− ۳۵ .۱ ۴E− ۲۱ .۹ ۳۲
۴E− ۰۹ .۱ ۴E− ۷۷ .۸ ۳۴ ۴۰ ۲۰۰ ۲۰۰
۴E− ۰۲ .۱ ۴E− ۴۸ .۸ ۳۶

،N (۲) = ۱۷۰ ،N (۱) = ۱۷۰ با مطلق خطای و دقیق جواب تصویر :۳ ⁃۴ ل ش
۲ ⁃۲ ⁃۴ مثال برای t = ۰٫۵ زمان در k = ۴۲ و M = ۵۰
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و M = ۵۰ ،N (۲) = ۱۷۰ ،N (۱) = ۱۷۰ با مطلق خطای تصویر :۴ ⁃۴ ل ش
۲ ⁃۲ ⁃۴ مثال برای t = ۰٫۲, ۰٫۴, ۰٫۶, ۰٫۸ زمانهای در k = ۴۲

یرید ب نظر در زیر شرایط با را (۱ ⁃۴) معادله ی .۳ ⁃۲ ⁃۴ مثال

f(x, y, t) =
−cost(xe−y + ۱)

(۱ + sint)۲ − xe−y

۱ + sint
, a(x) = x, (۲۹ ⁃۴)

است زیر صورت به نهایی و اولیه شرایط آن در که

u(x, y,۰) = xe−y + ۱, −cos۱(xe−y + ۱)
(۱ + sin۱)۲ − xe−y

۱ + sin۱ ,

است قرار این به نیز له دیری شرط و

u(x, y, t) =
x۲ + y۲

۱ + t۲ , (x, y) ∈ ∂Ω, ۰ < t < ۱

م آید: بدست زیر صورت به ،(۱ ⁃۴) دقیق جواب شرایط، این با و

u(x, y, t) =
xe−y + ۱
۱ + sint

. (۳۰ ⁃۴)

دامنه ی دو برای ترتیب به ،۶ ⁃۴ و ۵ ⁃۴ جداول در مثال این برای عددی خطاهای
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،N (۲) = ۱۷۰ ،N (۱) = ۱۷۰ با مطلق خطای و دقیق جواب تصویر :۵ ⁃۴ ل ش
۳ ⁃۲ ⁃۴ مثال برای t = ۰٫۵ زمان در k = ۴۰ و M = ۵۰

و M = ۵۰ ،N (۲) = ۱۷۰ ،N (۱) = ۱۷۰ با مطلق خطای تصویر :۶ ⁃۴ ل ش
۳ ⁃۲ ⁃۴ مثال برای t = ۰٫۲, ۰٫۴, ۰٫۶, ۰٫۸ زمانهای در k = ۴۲

دقيقي جواب هاي زياد، چندان نه نقاط تعداد از استفاده با مي شود مشاهده كه همانطور

كه مي بخشد بهبود را جواب ها دقت محلي، هم نقاط تعداد افزايش اين، بر علاوه مي آيد. بدست

مي كشد. تصوير به را روش اين همگرايي عددي لحاظ از

در موجود زماني و محاسباتي هزينه ي از روش، بودن شبكه بدون به توجه با ديگر، طرف از
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عددی ۴⁃ ۳⁃ ۲⁃نتایج

مي آوريم. بدست روش اين براي را عددي نتايج روش، كارايي دادن نشان براي قسمت، اين در

مي گيريم. نظر در نيم دايره اي و مستطيلي مختلف دامنه ي دو با متفاوت مثال دو براي را روش اين

داده ايم. نشان آن دقت و پايداري تاييد در و اجرا زمان در را روش كارايي عددي تحليل اين در

زیر صورت به دوبعدی پسرو⁃پیشرو معادله ی دقیق جواب کنید فرض .۱ ⁃۳ ⁃۴ مثال

باشد

u(x, y.t) =۵
(
e−۵۰۰(x+۰٫۵)۵۰۰(y−۰٫۷۵)۲

+ e−۵۰۰(x−۰٫۵)۲−۵۰۰(y−۰٫۷۵)۲

+e−۵۰۰(x+۰٫۵)۲−۵۰۰(y−۰٫۲۵)۲
+ e−۵۰۰(x−۰٫۵)۲−۵۰۰(y−۰٫۲۵)۲)

e−۰٫۲πt.

(۳۲ ⁃۴)

تعدیل نقاط و است سریع تغییرات با ناحیه چند دارای که است تابع جواب، این

استفاده با را فوق مساله ابتدا، شوند. اعمال منفرد نقاط این تمام همسای در باید شده

وریتم ال جواب، دقت و کارایی بهبود برای سپس و کرده ایم حل غیرتکراری روش از

نتایج م بریم. کار به مساله حل برای [−۱,۱]× [۰,۱] دامنه ی در را شده تعدیل نقاط

هستند دقیق نواخت، ی نقاط از استفاده با روش این جوابهای که م دهد نشان عددی

با مقایسه در داشت، خواهد دنبال به را بیشتری نقاط که شده تعدیل توزیع همچنین، و

کنید). توجه ۷ ⁃۴ جدول (به بود خواهد دقیق تری جواب دارای نواخت ی توزیع

شده تعدیل و نواخت ی توزیع دو بین ⅭPU زمان و شرط عدد دقت، مقایسه ی :۷ ⁃۴ جدول
.T = ۰٫۵ و δt = ۰٫۰۰۱ با [−۱,۱]× [۰,۱] بازه ی در

Tiⅿe(s) κ (A) RⅯS L∞ Shape N Ⅿethoⅾ
۲۹ .۳۳ ۲٫۷۳ × ۱۰۶ ۱٫۴۳ × ۱۰−۲ ۱٫۱۴ × ۱۰−۱ ۹۰ .۷ ۱۰۵۸ Uniforⅿ

۳۴ .۲۱۸ ۱٫۱۷ × ۱۰۷ ۱٫۳۰ × ۱۰−۴ ۳٫۱۹ × ۱۰−۴ ۶۰ .۱۰ ۲۱۷۸ Uniforⅿ
۸۰ .۳۹ ۹٫۷۱ × ۱۰۶ ۳٫۳۲ × ۱۰−۴ ۸,۲۹ × ۱۰−۴ ۲۰ .۱۰ ۱۰۵۸ Aⅾaptive
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شده داده نشان نهایی شده شده تعدیل توزیع و دقیق جواب تصاویر ۷ ⁃۴ ل ش در

است.
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با [−۱,۱] × [۰,۱] بازه ی در شده تعدیل توزیع و دقیق جواب تصاویر :۷ ⁃۴ ل ش
.T = ۰٫۵ و δt = ۰٫۰۰۱

در شده تعدیل و نواخت ی توزیعهای برای مطلق خطاهای ۸ ⁃۴ ل ش در همچنین،

است شده داده نشان [−۱,۱]× [۰,۱] بازه ی
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ϵ = ۱۰٫۲۰ شده: تعدیل توزیع
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ϵ = ۷٫۹۰ نواخت: ی توزیع

δt = ۰٫۰۰۱ ،N = ۱۰۵۸ با [−۱,۱]× [۰,۱] بازه ی روی مطلق خطای :۸ ⁃۴ ل ش
.T = ۰٫۵ و

باشید داشته توجه کرده ایم. فرض را T = ۰٫۵ و δt = ۰٫۰۰۱ حالات همه در که

تعداد عددی مثال های در اگرچه باشند، متفاوت م تواند دامنه زیر دو نقاط تعداد که

برده ایم. کار به سان ی نقاط

یرید ب نظر در زیر صورت به را پسرو⁃پیشرو معادله جواب .۲ ⁃۳ ⁃۴ مثال

u(x, y.t) =۵
(
e−۵۰۰(x+۰٫۵)۲−۵۰۰(y−۰٫۵)۲

+ e−۵۰۰(x−۰٫۵)۲−۵۰۰(y−۰٫۵)۲)
e−۰٫۲πt.

(۳۳ ⁃۴)

دقيق يكنواخت، نقاط از استفاده با روش اين از حاصل جوابهاي كه مي دهد نشان عددي تايج

با مقايسه در داشت خواهد دنبال به را بيشتري نقاط كه شده تعديل توزيع همچنين، و هستند

كنيد). توجه ۸ -۴ جدول بود(به خواهد دقيق تري جواب داراي يكنواخت توزيع

اصلاح و نواخت ی توزیع دو بین ⅭPU زمان و شرط عدد دقت، مقایسه ی :۸ ⁃۴ جدول
.T = ۰٫۵ و δt = ۰٫۰۰۱ با دایره ای نیم دامنه در شده

Tiⅿe(s) κ (A) RⅯS L∞ Shape N Ⅿethoⅾ
۷۴ .۴۳ ۱٫۴۰ × ۱۰۹ ۶٫۴۸ × ۱۰−۲ ۲٫۶۵ × ۱۰−۱ ۳۵ .۶ ۱۲۰۰ Uniforⅿ

۷۰ .۱۷۳ ۸٫۰۷ × ۱۰۷ ۲٫۲۰ × ۱۰−۳ ۴٫۲۸ × ۱۰−۳ ۵۵ .۱۱ ۲۱۰۰ Uniforⅿ
۵۴ .۳۴ ۱٫۱۱ × ۱۰۱۰ ۵٫۸۲ × ۱۰−۴ ۲٫۲۷ × ۱۰−۳ ۷۵ .۱۰ ۱۰۵۸ Aⅾaptive
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است. شده داده نشان نهايي شده تعديل توزيع و دقيق جواب تصاوير ۹ -۴ شكل در
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δt = با دایره ای نیم دامنه  در شده تعدیل توزیع و دقیق جواب تصاویر :۹ ⁃۴ ل ش
.T = ۰٫۵ و ۰٫۰۰۱

دامنه  در شده تعديل و يكنواخت توزيعهاي براي دقيق خطاهاي ۱۰ -۴ شكل در همچنين،

كرده ايم. فرض را T = ۰٫۵ و δt = ۰٫۰۰۱ حالات همه در كه است شده داده نشان دايره اي نيم

زمان شده تعديل نقاط در اما است، يكسان تقريبا توزيع دو هر پايداري كه باشيد داشته توجه

مي آيد. بدست دقيق تري هاي جواب يكنواخت حالت با مقايسه در و يابد مي CPUكاهش اجراي

بدست بالا دقت با جواب هايي مشخص، نقاط تعدادي از استفاده با مي شود، مشاهده كه همانطور

كه مي شود جوابها دقت بهبود به منجر محلي هم نقاط تعداد افزايش وجود، اين با است. آمده

هزينه هاي روش، اين بودن شبكه بدون به توجه با طرفي، از مي دهد. نتيجه را روش همگرايي

تعديل نقاط الگوريتم روش، كارايي و دقت بهبود براي بعلاوه، است. شده حذف شبكه تشكيل

مي توان خوبي به را روش اين محاسباتي كارايي و بالا دقت نتيجه در است. رفته كار به نقاط شده
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كرد. مشاهده
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N = ،ϵ = ۱۰٫۷۵ شده: تعدیل توزیع
۱۰۵۸
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N = ،ϵ = ۶٫۳۵ نواخت: ی توزیع
۱۲۰۰
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DRM ۴⁃ ۴⁃روش

انجام (۳ ⁃۴) و (۲ ⁃۴) زيرمساله هاي براي زير صورت به را زماني گسسته سازي ابتدا

مي دهيم.

زمان ۴⁃ ۴⁃ ۱⁃گسسته سازی

كه مي دهيم انجام كرانك-نيكلسون روش از استفاده با را زماني گسسته سازي قسمت، اين در

مي كنيم. بررسي را ۲ زيرمساله ي براي ارايه شده روش فقط ما زيرمساله، دو مشابهت به توجه با

در كه كنيم گسسته سازي tm = m∆t; m = ۱, ...,M زماني گام M با را زمان كنيد فرض

داريم ۲ زيرمساله ي براي كرانك-نيكلسون روش از استفاده با باشد. ∆t = ۱
M − ۱ آن

a(x)
un+۱ − un

k
− ∇۲un+۱ +∇۲un

۲ =
f(X, tn+۱) + f(X, tn)

۲ +R,

(۳۴ ⁃۴)

۱۰۱
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