




خ  ط  ی ج  ب  ر
اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و

م  ؤل  ف  ان:

ب  ق  ا اب  راه  ی  م  ی داود دک  ت  ر
م  رک  زی ت  ه  ران واح  د اس  لام  ی آزاد دان  ش  گ  اه ع  ل  م  ی ه  ی  ئ  ت ع  ض  و

ث  روه  ش م  ح  م  درض  ا دک  ت  ر
ج  ن  وب ت  ه  ران واح  د اس  لام  ی آزاد دان  ش  گ  اه ع  ل  م  ی ه  ی  ئ  ت ع  ض  و





ωقدس: و΅ود ࣙ ࣛ ҆ی ϣود нقدѓم
В͇ࣳم… уواҘ॑ی ࣛ ما ॐ ϟدўد у॑وان य़ آ॑ن

ϣوѓم… روϒڞࠤد ما ॐ ϟد ۙۓࠤد ϋوЯसشان
باГࠢد… راЈمان روГن˷ۭ و ما و΅ود ऋماНˆش ॐ ϖوבۑࠢد عاϡقاࣤ و

اВتاداѥمان ماेاѥمان… ѝدراѥمان…





م  ط  ال  ب ف  ه  رس  ت

۵ م  ق  دم  ات  ی م  ف  ه  وم چ  ن  د ۱
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  رت  ب n-ت  ای  ی ۱ .۱
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ودن خ  ط  ی ۲ .۱
۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  ط  ی ت  اب  ع ی  ک ۱ .۲ .۱
۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R۲ م  خ  ت  ص  ات دس  ت  گ  اه ۳ .۱
۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ازار) ت  ع  ادل خ  رد(م  س  ئ  ل  ه اق  ت  ص  اده  ای ۴ .۱
۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ن  ف  رد ب  ازار ی  ک در ت  ع  ادل ۱ .۴ .۱
۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ازاری چ  ن  د س  ی  س  ت  م در ت  ع  ادل ۲ .۴ .۱
۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  لان اق  ت  ص  اده  ای س  ی  اس  ت  گ  ذاری م  ش  ک  ل ۵ .۱
۱۸ . . . . . . . . . . . . ه  دف ی  ک ب  ا س  اده ک  لان اق  ت  ص  اد س  ی  اس  ت م  دل ی  ک ۱ .۵ .۱
۲۰ . . . . . . . اب  زار چ  ن  دی  ن و م  ت  غ  ی  ر چ  ن  دی  ن ب  ا ک  لان اق  ت  ص  اد س  ی  اس  ت م  دل ی  ک ۲ .۵ .۱
۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ائ  ل ۶ .۱

۲۵ ی  س ه  ا م  ات  ر و ب  رداره  ا ۲
۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  رداره  ا ۱ .۲
۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  رداره  ا ج  ب  ری خ  واص ۱ .۱ .۲
۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . آن ه  ا ب  ی  ن اع  م  ال و ب  رداره  ا ه  ن  دس  ی ت  ع  ب  ی  ر ۲ .۱ .۲
۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R۲ در ه  ن  دس  ی ت  ع  ب  ی  ر ۳ .۱ .۲
۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ردار دو ن  ق  ط  ه ای ض  رب ۲ .۲
۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ردار دو ب  ی  ن زاوی  ه ب  ردار، ی  ک ط  ول ۱ .۲ .۲
۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  ارخ  ان  ه دو اق  ت  ص  ادی: م  ث  ال ی  ک ۳ .۲
۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش  اخ  ص اع  داد دی  گ  ر: اق  ت  ص  ادی ک  ارب  رد ۴ .۲



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۲

۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ات  ری  س ه  ا ۵ .۲
۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ات  ری  س ه  ا ب  ر اَع  م  ال ۱ .۵ .۲
۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ات  ری  س  ی ض  رب ۲ .۵ .۲
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ات  ری  س اث  ر ۳ .۵ .۲
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ات  ری  س ی  ک ت  ران  ه  اده ۶ .۲
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ات  ری  س ی  ک رت  ب  ه ۷ .۲
۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ق  دم  ات  ی م  ات  ری  س ه  ای و م  ق  دم  ات  ی اَع  م  ال ۸ .۲
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ائ  ل ۹ .۲

۵۹ دت  رم  ی  ن  ان و م  رب  ع  ی ی  س ه  ای م  ات  ر ۳
۵۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  خ  ت  ص  ات ت  ب  دی  ل ۱ .۳
۵۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ان  ت  ق  ال ۱ .۱ .۳
۶۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوران ۲ .۱ .۳
۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  رب  ع  ی م  ات  ری  س ه  ای ۲ .۳
۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه  م  ان  ی م  ات  ری  س ۱ .۲ .۳
۶۱ . . . . . . . . . م  ات  ری  س ی  ک ح  س  ب ب  ر چ  ن  دج  م  ل  ه ای و م  ات  ری  س ی  ک ت  وان ۲ .۲ .۳
۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  ط  ی-دوم  ج  ه  ول  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ۳ .۳
۶۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ات  ری  س دت  رم  ی  ن  ان ۴ .۳
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دت  رم  ی  ن  ان اول  ی  ه خ  اص  ی  ت ه  ای ۱ .۴ .۳
۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری ع  م  ل  ی  ات و دت  رم  ی  ن  ان ۲ .۴ .۳
۷۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ائ  ل ۵ .۳

۷۵ م  ع  ک  وس ی  س م  ات  ر ۴
۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ات  ری  س  ی ت  ق  س  ی  م و م  ع  ک  وس م  ات  ری  س ۱ .۴
۷۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دت  رم  ی  ن  ان و رت  ب  ه ۲ .۴
۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ائ  ل ۳ .۴

۸۳ خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ۵
۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  رام  ر) (روش ب  ف  رد م  ن  ح  ص  ر ج  واب ۱ .۵
۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . م  ج  ه  ول) م  ت  غ  ی  ره  ای ح  ذف م  ت  وال  ی (روش گ  اوس روش ۲ .۵



۳ م  ط  ال  ب ف  ه  رس  ت

۹۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه  م  گ  ن خ  ط  ی م  ع  ادلات ۳ .۵
۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ائ  ل ۴ .۵

۹۹ خ  ط  ی ف  ض  اه  ای ۶
۱۰۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  رداره  ا خ  ط  ی اس  ت  ق  لال ۱ .۶
۱۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ردار دو اس  ک  ال  ری ض  رب و ب  رداری ج  م  ع ۱ .۱ .۶
۱۰۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  ط  ی ف  ض  اه  ای ی  ک  ری  خ  ت  ی ۲ .۶
۱۰۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زی  رف  ض  اه  ا ۳ .۶
۱۰۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زی  رف  ض  اه  ا از م  ث  ال ه  ای  ی ۱ .۳ .۶
۱۰۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زی  رف  ض  اه  ا س  اخ  ت  ن ب  رای روش  ی ۲ .۳ .۶
۱۰۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بُ  ع  دی ی  ک زی  رف  ض  اه  ای ۳ .۳ .۶
۱۰۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ص  ف  ح  ه اَبَ  ر ۴ .۳ .۶
۱۰۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  خ  ت  ص  ات ت  غ  ی  ی  ر ۴ .۶
۱۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ول  ی  د) ف  ن  اوری (م  ج  م  وعۀ اق  ت  ص  ادی ن  م  ونۀ ۵ .۶
۱۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ائ  ل ۶ .۶

۱۱۹ اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  اه  ای ۷
۱۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  ل  ی ت  ع  اری  ف ۱ .۷
۱۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ه  ای ۲ .۷
۱۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  رب  ع  ات ح  داق  ل روش ۳ .۷
۱۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  اه  ای ی  ک  ری  خ  ت  ی ۴ .۷
۱۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ائ  ل ۵ .۷

۱۳۷ خ  ط  ی ت  ب  دی  لات ۸
۱۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ره  ای ض  رب و ج  م  ع ۱ .۸
۱۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ب  دی  ل ی  ک ه  س  تۀ و ت  ص  وی  ر م  ع  ک  وس، ت  ب  دی  ل ۲ .۸
۱۵۰ . . . . . . . . . . . . . . م  ت  ف  اوت پ  ای  ه ه  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا خ  ط  ی ت  ب  دی  لات م  ات  ری  س ه  ای ۳ .۸
۱۵۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ائ  ل ۴ .۸



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۴

۱۵۹ اس  ت  ق  راء و ط  ب  ی  ع  ی اع  داد آ
۱۶۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  وض  وع  ی اص  ل ت  ع  ری  ف ط  ب  ی  ع  ی: اع  داد آ. ۱
۱۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اس  ت  ق  راء اص  ل آ. ۲
۱۶۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ائ  ل آ. ۳

۱۶۹ دت  رم  ی  ن  ان م  ح  اس  بۀ روش ه  ای ب
۱۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دت  رم  ی  ن  ان ت  ب  دی  ل ب. ۱
۱۷۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  الا م  رات  ب از دت  رم  ی  ن  ان م  ح  اس  بۀ روش ه  ای ب. ۲
۱۷۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ث  ل  ث  ی م  ات  ری  س ه  ای ب  ه ت  ح  وی  ل ب. ۲. ۱
۱۷۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ض  رای  ب ب  ر م  ب  ت  ن  ی روش ب. ۲. ۲
۱۷۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دت  رم  ی  ن  ان از ب  ازگ  ش  ت  ی ت  ع  ری  ف ب. ۲. ۳
۱۷۴ . . . . . . . . . دت  رم  ی  ن  ان دو از م  ج  م  وع  ی ب  ه ص  ورت دت  رم  ی  ن  ان ی  ک ن  م  ای  ش ب. ۲. ۴
۱۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دت  رم  ی  ن  ان درآی  ه ه  ای در ت  غ  ی  ی  ر ب. ۲. ۵
۱۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  اص دت  رم  ی  ن  ان دو ب. ۲. ۶
۱۷۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ائ  ل ب. ۳

۱۷۹ م  خ  ت  ل  ط اع  داد پ
۱۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  خ  ت  ل  ط اع  داد ب  ا ج  ب  ری اَع  م  ال پ. ۱
۱۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  زدوج پ. ۱. ۱
۱۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ط  ل  ق) ط  ول(ق  در پ. ۱. ۲
۱۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ق  س  ی  م و وارون پ. ۱. ۳
۱۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  ط  ب  ی ن  م  ای  ش و آرگ  وم  ان پ. ۱. ۴
۱۸۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  خ  ت  ل  ط ع  دد ی  ک ن  م  ای  ی ش  ک  ل پ. ۱. ۵
۱۸۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  ب  ری م  ع  ادلات پ. ۱. ۶
۱۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ائ  ل پ. ۲

۱۸۷ ک  ت  اب ن  ام  ه



۱
م  ق  دم  ات  ی م  ف  ه  وم چ  ن  د

م  رت  ب n-ت  ای  ی ۱ .۱
ب  ه ش  ک  ل ک  ه ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از ت  ای  ی -n ی  ک م  ف  ه  وم

X = (x۱,x۲, . . . ,xn)

(ی  ا اع  داد ان  دی  س  ی ش  م  اره گ  ذاری اس  ت. ری  اض  ی  ات در ت  ع  اری  ف ب  ن  ی  ادی ت  ری  ن ج  م  ل  ه از م  ی ش  ود ب  ی  ان
n-ت  ای  ی ی  ک آن ب  ه گ  اه  ی ای  ن رو از اس  ت م  ه  م آن  ه  ا آم  دن ت  رت  ی  ب ک  ه م  ی ده  د ن  ش  ان X در م  ؤل  ف  ه ه  ا)
م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان Rn ن  م  اد ب  ا را ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از ت  ای  ی ه  ای -n چ  ن  ی  ن ه  مۀ م  ج  م  وعۀ م  ی گ  وی  ن  د. ه  م م  رت  ب

ت  غ  ی  ی  ر ب  ا و اس  ت ف  وق م  ج  م  وع  ه از (X ب  ن  ام (م  ث  لاً ع  ض  و ی  ک ت  ن  ه  ا n-ت  ای  ی ه  ر ک  ه داش  ت ب  خ  اط  ر ب  ای  د
ه  ای ۳-ت  ای  ی م  ث  ال ب  ه ع  ن  وان م  ی ش  ود. ت  ب  دی  ل دی  گ  ری ع  ض  و ب  ه ع  ض  و ای  ن آن  ه  ا، ت  رت  ی  ب در ی  ا و م  ول  ف  ه ه  ا در

ن  ی  س  ت  ن  د: ی  ک  س  ان زی  ر
(۱,۲,۳) 6= (۱,۳,۲) 6= (۳, ۱,۲)

ب  ه  ت  ر ان  س  ج  ام و ن  م  ودن خ  لاص  ه در م  ی ت  وان ح  داق  ل را دارد ک  ارب  رد اق  ت  ص  اد در چ  گ  ون  ه م  ف  ه  وم ای  ن ای  ن  ک  ه
و a۲ ،a۱ پ  ارام  ت  ر س  ه ت  ح  ل  ی  ل ب  ا را ش  رک  ت ت  ع  دادی ن  م  ون  ه، ب  رای ک  رد. م  لاح  ظ  ه م  ع  ن  ی دار اع  داد و اط  لاع  ات
ن  ظ  ر در آن  ه  اس  ت، از ه  رک  دام س  ال  ی  انۀ س  ود a۳ و س  رم  ای  ه ذخ  ی  رۀ a۲ ک  ارگ  ران، ت  ع  داد a۱ آن در ک  ه a۳

ک  رد: م  ت  ن  اظ  ر م  ی ت  وان زی  ر ب  ه ش  ک  ل م  رت  ب ت  ای  ی س  ه ی  ک ش  رک  ت  ه  ا ای  ن از ی  ک ه  ر ب  رای ب  وض  وح ب  گ  ی  ری  د.

a = (a۱,a۲,a۳)

ب  ا ح  ال  ت  ی ک  ه در اس  ت. بُ  ع  دی) س  ه ف  ض  ای ه  م  ان (ی  ا R۳ م  ج  م  وعۀ از ع  ض  وی ،a ت  ای  ی س  ه ای  ن ح  ال  ت، در



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۶

اع  داد خ  ط روی xa ع  ددی م  ق  دار ب  ا ن  ق  ط  ه ی  ک ه  م  ان  ن  د آن  را داری  م، ک  ار و س  ر a م  ان  ن  د ع  دد ی  ک ف  ق  ط
ب  ع  د). (م  ث  ال م  ی ده  ی  م ن  ش  ان (R۱ بُ  ع  دی ی  ک خ  ط ه  م  ان (ی  ا ح  ق  ی  ق  ی

ق  ی  م  ت ه  ای ب  ا c و b ،a ن  ق  ل  یۀ وس  ائ  ط .۱ .۱ م  ث  ال
۰ < pc < pb < pa

ب  ه ت  وج  ه ب  ا را آن  ه  ا و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در ک  دام ه  ر ب  رای را م  ک  ان س  ه ت  وان م  ی ۱،R خ  ط روی ب  ر م  ت  ن  اظ  رن  د.
ف  وق ن  ق  اط ل  ذا اس  ت ن  ام  ن  ف  ی ک  م  ی  ت  ی p ق  ی  م  ت چ  ون .(۱ .۱ (ش  ک  ل ک  رد م  رت  ب ق  ی  م  ت ه  ای  ش  ان
ن  م  ون  ه، ای  ن در ش  ده ان  د. داده ن  ش  ان ن  ام  ن  ف  ی ح  ق  ی  ق  ی اع  داد م  ج  م  وعۀ ه  م  ان ی  ا و R+م  ح  ور روی

ن  دارد. ام  ک  ان م  ق  ادی  ر ج  اب  ج  ای  ی ب  وض  وح،
دوت  ای  ی ی  ک در م  ث  لاً م  ی ک  ن  د. پ  ی  دا م  وض  وع  ی  ت م  ؤل  ف  ه ه  ا واب  س  ت  گ  ی م  رت  ب، n-ت  ای  ی ی  ک در گ  اه  ی
م  ؤل  ف  ه ن  ص  ف ه  م  واره اول م  ؤل  ف  ه واق  ع، در ک  ن  د. اخ  ت  ی  ار ن  م  ی ت  وان  د را چ  ی  زی ه  ر دوم م  ؤل  ف  ه ،(a,۲a) م  رت  ب
داده ه  ای ن  وع روی از خ  ی  ر، ی  ا ب  اش  د م  ط  رح n-ت  ای  ی ه  ا ب  ا ک  ار در چ  ی  زی چ  ن  ی  ن ای  ن  ک  ه م  ی ش  ود. ظ  اه  ر دوم

ش  د. خ  واه  د م  ع  ل  وم آن ف  رض  ی  ات و م  س  ئ  ل  ه در آم  ده

pO
pc pb pa

ق  ی  م  ت  ه  ا م  ح  ور :۱ .۱ ش  ک  ل

ب  ودن خ  ط  ی ۲ .۱
ط  ب  ع  اً اس  ت. ن  ظ  ر م  د ات  وم  ب  ی  ل دو ک  ل ق  ی  م  ت ک  ن  ی  د ف  رض و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در م  ج  دداً را ۱ .۱ م  ث  ال اک  ن  ون

آی  د: م  ی ب  دس  ت آن  ه  ا ق  ی  م  ت  ه  ای م  ج  م  وع ب  ا b و a ات  وم  ب  ی  ل دو ک  ل ق  ی  م  ت

P(a⊕b) = pa + pb (۱ .۱)

آن ب  ه ک  ه اس  ت ری  اض  ی  ات در ع  م  ی  ق  ی و م  ه  م م  ف  ه  وم ض  م  ن  ی ک  ن  ن  ده ب  ی  ان ف  وق س  اده ب  ظ  اه  ر ت  س  اوی
ه  م را ب  ودن خ  ط  ی ص  ف  ت ک  ه اس  ت م  ت  غ  ی  ره دو ت  اب  ع  ی P ب  وض  وح، م  ی گ  وی  ن  د. ج  م  ع۲ ع  م  ل ب  ودن خ  ط  ی

دارد.
اس  ت. p ق  ی  م  ت ت  وزی  ع م  ح  ور ده  ن  ده ن  ش  ان ای  ن  ج  ا در ک  ه .۱

م  ی گ  وی  ن  د. ه  م ج  م  ع ع  م  ل  گ  ر آن ب  ه .۲



۷ م  ق  دم  ات  ی م  ف  ه  وم چ  ن  د

ف  رم  ول ب  ا ک  ل ق  ی  م  ت ک  ن  ی  د ف  رض ک  ن  ی  د، درک را ب  ودن خ  ط  ی اه  م  ی  ت ای  ن  ک  ه ب  رای

P(a⊕b) = p۲
a + p۲

b

ب  رای ب  رای زی  را م  ی ک  ن  د ع  م  ل اق  ت  ص  اد ع  ل  م ذات  ی و ع  رف  ی ق  واع  د خ  لاف م  ت  غ  ی  ره، دو ت  اب  ع ای  ن ش  ود. داده
ک  ت  اب در ک  ه ف  رم  ول  ه  ا، از دس  ت  ه ای  ن ن  م  ی ش  ود. ت  ب  ع  ی  ت ق  اع  ده ای چ  ن  ی  ن از ه  ی  چ  گ  اه خ  ودرو، دو خ  ری  د
غ  ی  رخ  ط  ی ع  ب  ارت  ه  ای ب  ن  ام ری  اض  ی  ات در ک  ه ه  س  ت  ن  د ان  واع  ی از دی  د، خ  واه  ی  د ک  م ب  س  ی  ار آن  ه  ا از ح  اض  ر
م  ف  روض ک  ت  اب ای  ن ج  ب  ری ع  ب  ارات ه  م  ه ت  ق  ری  ب  اً ب  رای ب  ودن خ  ط  ی ص  ف  ت ای  ن  ک  ه ن  ت  ی  ج  ه م  ی ش  ون  د.۳ ش  ن  اخ  ت  ه

اس  ت.
خ  ط  ی ت  اب  ع ی  ک ۱ .۲ .۱

اع  دادی k,b م  ق  ادی  ر آن در ک  ه اس  ت y = kx+b ت  اب  ع م  ت  غ  ی  ره، ی  ک خ  ط  ی ع  ب  ارات س  اده ت  ری  ن از ی  ک  ی
اص  ط  لاح  اً را ت  اب  ع ای  ن اس  ت. ص  ف  ح  ه در راس  ت خ  ط ی  ک ت  اب  ع، ای  ن ن  م  ای  ش ک  ه م  ی دان  ی  د ح  ت  م  اً دل  خ  واه  ن  د.
ک  ه اس  ت ص  ف  ح  ه در ن  ق  اط  ی ه  م  ه ده  ن  ده ن  ش  ان ت  اب  ع ای  ن م  ی ن  ام  ن  د. (x ح  س  ب ب  ر ای  ن  ج  ا (در خ  ط  ی ت  اب  ع
ب  ر واق  ع ن  ق  اط م  خ  ت  ص  ات ای  ن ح  ال  ت در ک  ن  ی  د ت  وج  ه م  ی ک  ن  ن  د. ص  دق (x,kx+b) راب  ط  ه در آن  ه  ا م  خ  ت  ص  ات
و ص  ع  ودی اس  ت k > ۰ پ  ی  ش  روی ض  ری  ب دارای ک  ه ه  ن  گ  ام  ی y = kx+b ت  اب  ع ه  س  ت  ن  د. م  رت  ب  ط ب  ه  م خ  ط
ت  ع  داد گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا م  ی ت  وان را ع  ب  ارت ای  ن ن  ظ  ی  ر م  ی ده  د. ن  ش  ان را ن  زول  ی ت  اب  ع  ی k < ۰ ح  ال  ت در

س  اخ  ت. و داده ت  ع  م  ی  م ن  ی  ز م  ت  غ  ی  ره  ا از ب  ی  ش  ت  ری

R۲ م  خ  ت  ص  ات دس  ت  گ  اه ۳ .۱
ن  ظ  ر در دارد، ت  ع  ل  ق R۲ دوت  ای  ی ه  ا ه  م  ه ف  ض  ای ب  ه ک  ه را (x,y) دوت  ای  ی ارائ  ه، در س  ه  ول  ت ب  ه ج  ه  ت
م  خ  ت  ص  ات دارای آن در واق  ع a ن  ق  ط  ه ه  ر م  ی ن  ام  ن  د. م  خ  ت  ص  ات ص  ف  ح  ه را R۲ م  ج  م  وع  ه ی ب  گ  ی  ری  د.

م  ی ش  ن  اس  ن  د. ن  ق  ط  ه ای  ن ع  رض را ya و a ن  ق  ط  ه ط  ول را xa اغ  ل  ب .(۲ .۱ (ش  ک  ل اس  ت (xa,ya)

ن  ام  ن  ف  ی ع  دد ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در ص  ف  ح  ه در را b و a ن  ق  ط  ه دو ح  ال

d(a,b) =
√
(xa − xb)۲ +(ya − yb)۲

b و a ن  ق  اط واص  ل پ  اره خ  ط ط  ول دق  ی  ق  اً م  ق  دار ای  ن ش  ود. م  ی م  ع  رف  ی ص  ف  ح  ه) (روی آن  ه  ا ف  اص  لۀ ب  ن  ام
ن  ب  اش  د. م  ن  ف  ی ای  ن  ک  ه ی  ا و ب  اش  د ص  ف  ر ی  ا ک  ه اس  ت ن  ام  ن  ف  ی ع  ددی م  ی ش  وی  م ی  ادآور اس  ت.
ن  ی  س  ت. خ  ط  ی ع  ب  ارت آن ب  اش  د، داش  ت  ه ی  ک از غ  ی  ر ت  وان ث  اب  ت، غ  ی  ر ع  ب  ارت ی  ک در م  ت  غ  ی  ری اگ  ر .۳
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y

x
O

xa

ya
a

R۲ ص  ف  حۀ در م  خ  ت  ص  ات :۲ .۱ ش  ک  ل

x

y

R۲ ص  ف  حۀ در دل  خ  واه ن  ق  اط  ی :۳ .۱ ش  ک  ل

م  ق  ادی  ر ب  ی  ن گ  اه  ی ام  ا .(۳ .۱ (ش  ک  ل ه  س  ت  ن  د ه  م از م  س  ت  ق  ل ن  ق  ط  ه ی  ک ع  رض و ط  ول ک  ل  ی، ح  ال  ت در
ن  س  ب  ت زی  ر، م  ث  ال دو در دی  دی  م. ۱ .۲ .۱ ب  خ  ش در آن  را ن  م  ون  ه م  ا ک  ه اس  ت ب  رق  رار دار م  ع  ن  ی راب  ط  ه ای y و x

دی  د. خ  واه  ی  د را آن اق  ت  ص  ادی دار م  ع  ن  ی ت  ف  س  ی  ر و م  خ  ت  ص  ات دس  ت  گ  اه خ  ط  ی، ت  اب  ع ی  ک ب  ی  ن

و م  ی ک  ن  د ت  ول  ی  د را م  ش  خ  ص ک  الای  ی ک  ه اس  ت ت  ول  ی  دی واح  د ی  ک ن  ام a ک  ن  ی  د ف  رض .۲ .۱ م  ث  ال
خ  ط  ی ت  اب  ع اگ  ر ک  الا. ت  ول  ی  د ه  زی  ن  ه ya و ک  ارگ  ران ت  ع  داد xa از، اس  ت ع  ب  ارت a م  خ  ت  ص  ات ب  ع  لاوه
را ه  زی  ن  ه ک  ه ب  اش  د ص  ع  ودی۴ ت  اب  ع اس  ت، k = ۲,b =−۱ ب  ه ازای ب  الا ت  اب  ع ه  م  ان ک  ه ،y = ۲x− ۱

ش  ود. م  ی پ  رداخ  ت y =−۱ ه  زی  نۀ x = ۰ دادن ق  رار ب  ا ب  وض  وح آن گ  اه م  ی ک  ن  د ب  رآورد x ح  س  ب ب  ر
ب  ه ع  ن  وان دلار ۱ ب  ای  د ک  ه اس  ت وض  ع  ی  ت  ی م  ت  ح  م  ل واح  د ک  ارگ  ران، ه  مۀ غ  ی  ب  ت ه  ن  گ  ام واق  ع، در

(ش  ک  ل۱. ۴). ک  ن  د پ  رداخ  ت  ه ث  اب  ت) (ه  زی  نۀ ه  زی  ن  ه

اس  ت. م  ث  ب  ت و ۲ ب  راب  ر ت  اب  ع ای  ن در k پ  ی  ش  رو ض  ری  ب زی  را .۴
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−۱ ۱ ۲
x

−۱

۱

۲

۳
y y = ۲x− ۱

O

ث  اب  ت) (ه  زی  نۀ خ  ط  ی ه  زی  ن  ه ت  اب  ع :۴ .۱ ش  ک  ل

−۱ ۱ ۲
x

−۱

۱

۲

۳

y

O

y =−۲x+ ۳

ت  ول  ی  د) از س  ط  ح  ی در ض  رر (ام  ک  ان خ  ط  ی ه  زی  ن  ه ت  اب  ع :۵ .۱ ش  ک  ل

ت  ول  ی  د س  ط  ح x آن در ک  ه y =−۲x+ ۳ س  ود (خ  ط  ی) ت  اب  ع ب  ا را دی  گ  ر ک  ارخ  ان  ه  ی  ک .۳ .۱ م  ث  ال
س  ود ،(۲ و ۱ ب  ی  ن (م  ق  داری ت  ول  ی  د از س  ط  ح  ی در ،۵ .۱ ب  ه ش  ک  ل ت  وج  ه ب  ا ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در اس  ت،
ی  ب ض  ر چ  ون خ  ط  ی، ت  اب  ع ای  ن در اف  ت  د.۵ م  ی ات  ف  اق ض  رر ن  ق  ط  ه ای  ن از ف  رات  ر و ش  ده ص  ف  ر ک  ارخ  ان  ه

م  ی ش  ود. رس  م ن  زول  ی ت  اب  ع ل  ذا اس  ت م  ن  ف  ی ع  ددی پ  ی  ش  رو

را واق  ع  ی ت  ر ح  ال  ت  ی اک  ن  ون ک  ردی  م. ب  ررس  ی م  خ  ت  ص  راً و م  ج  زا را خ  اص خ  ط  ی ت  اب  ع دو اخ  ی  ر، م  ث  ال دو در
را دی  گ  ر ری  اض  ی ت  ع  ری  ف ی  ک از ن  م  ون  ه ای ت  ا داری  م ق  ص  د و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در م  ح  ص  ول  ی ت  ک ب  ازار ی  ک ف  رض ب  ا

.x = ۳
۲ از ب  ی  ش  ت  ر ت  ول  ی  د م  ق  ادی  ر ی  ع  ن  ی .۵
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ت  اب  ع ب  ا ک  الا از ت  ق  اض  ا م  ق  دار ک  ن  ی  د ف  رض ک  ن  ی  م. ب  ی  ان اق  ت  ص  ادی م  ق  ی  اس در

qd = a−bp, a,b > ۰

ش  ده اس  ت: داده زی  ر ب  ه ش  ک  ل ک  الا ش  ده ع  رض  ه م  ق  دار و

qs =−c+d p, c,d > ۰

آم  ده ت  اب  ع دو ای  ن از ت  ق  ری  ب  ی ش  ک  ل  ه  ای ذی  ل در م  ی دان  د. م  ت  غ  ی  ر را p ق  ی  م  ت ت  اب  ع، دو ه  ر ک  ه داری  م ت  وج  ه
ک  ه گ  ف  ت م  ی ت  وان ل  ذا اس  ت. ت  ق  اض  ا و ع  رض  ه م  ق  ادی  ر ت  ف  اض  ل ه  م  ان م  ازاد ت  ق  اض  ای ت  ع  ری  ف، ب  ن  ا ب  ه اس  ت.
ب  اش  د، ص  ف  ر م  ازاد ت  ق  اض  ای م  ق  دار (p از خ  اص  ی م  ق  دار (در ه  رگ  اه دارد ق  رار ت  ع  ادل۶ ح  ال  ت در ب  ازار ی  ک

ی  ع  ن  ی:

qd(p)−qs(p) = ۰ (۲ .۱)

p

qs

O
d/c

−c

خ  ط  ی(ص  ع  ودی) ع  رض  ه ت  اب  ع (ب)

p

qd

O
a/b

a

خ  ط  ی(ن  زول  ی) ت  ق  اض  ای ت  اب  ع (آ)

۶ .۱ ش  ک  ل

م  ع  ادل زی  ر خ  ط  ی م  ع  ادل  ه دو ه  م  زم  ان ح  ل ب  ا ن  ظ  ر، م  ورد p م  ق  دار ی  اف  ت  ن ل  ذا و (۲ .۱) م  ع  ادل  ه ح  ل
}اس  ت:

qd(p) = q = a−bp
qs(p) = q =−c+d p

م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  ن  ام را آم  ده ان  د ه  م ک  ن  ار در خ  ط  ی م  ع  ادل  ه ت  ع  دادی ی  ا دو آن در ک  ه ش  ک  ل ای  ن
ط  وری ب  ای  د را م  ت  غ  ی  ره  ا) (ی  ا م  ت  غ  ی  ر م  ق  دار ک  ه اس  ت ای  ن دس  ت  گ  اه ه  ا ای  ن ح  ل از م  ن  ظ  ور م  ی ش  ن  اس  ن  د. خ  ط  ی
ت  وپ ی  ک م  ث  لاً ن  دارد. ت  غ  ی  ی  ر ب  ه ت  م  ای  ل  ی س  ی  س  ت  م وض  ع  ی  ت، آن در ک  ه اس  ت ح  ال  ت  ی س  ی  س  ت  م ی  ک ب  رای ت  ع  ادل دان  ی  م م  ی .۶

اس  ت. ظ  رف گ  ودی م  ح  ل در آن ت  ع  ادل ح  ال  ت م  ی ش  ود، ره  ا گ  ود ظ  رف ی  ک داخ  ل وق  ت  ی
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در را ف  وق دس  ت  گ  اه ح  ل از ح  اص  ل ج  واب ،۷ .۱ ش  ک  ل در ب  اش  د. م  ع  ادلات ه  م  ه ج  واب ه  م  زم  ان ک  ه ی  اف  ت
ت  ق  اط  ع) ن  ق  ط  ه ه  م  ان (ی  ا ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر ج  واب  ی ب  ه ص  ورت آن  را ک  ه م  ی ک  ن  ی  د م  ش  اه  ده p ت  ق  اط  ع ن  ق  ط  ه ق  ال  ب

م  ی ده  د. ن  ش  ان dو c,b,a ض  رای  ب از خ  اص  ی م  ق  ادی  ر ب  ه ازای و اخ  ی  ر م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای

p

qs,qd

O d
c−c

a
b

a

qd = a−bpp

q q s
=
−c+

dp

ب  ازار ت  ع  ادل :۷ .۱ ش  ک  ل

x

y

۰

l۱

l۲

l۱

l۲ l۱, l۲

ک  ل  ی ح  ال  ت در ص  ف  ح  ه در خ  ط دو وض  ع  ی  ت :۸ .۱ ش  ک  ل

ی  اف  ت؟ را ن  ق  ط  ه ای چ  ن  ی  ن م  ی ت  وان ه  م  ی  ش  ه آی  ا ام  ا
در س  ئ  وال ای  ن ب  ه ب  ودن  د؟ ه  م ب  ر م  ن  ط  ب  ق ی  ا و م  وازی خ  ط دو اگ  ر م  ی اف  ت  اد ات  ف  اق  ی چ  ه ۷ .۱ ش  ک  ل در

م  ی ده  ی  م. پ  اس  خ ادام  ه
دس  ت  ه م  ن  ط  ب  ق و م  وازی م  ت  ق  اط  ع، ح  ال  ت س  ه در ک  ل  ی، ب  ه ط  ور را ص  ف  ح  ه در واق  ع خ  ط دو ،۸ .۱ ش  ک  ل
(ن  ق  طۀ ن  ق  ط  ه ای چ  ن  ی  ن م  ی ک  ن  د ت  ض  م  ی  ن خ  ط  ه  ا، ج  ف  ت ب  ی  ن م  خ  ت  ل  ف ح  ال  ت  ه  ای م  س  ل  م  اً اس  ت. ک  رده ب  ن  دی
ن  دارد. وج  ود (ت  ق  اط  ع  ی) اش  ت  راک  ی ن  ق  طۀ ه  ی  چ خ  ط، دو ت  وازی ح  ال  ت در م  ث  لاً خ  ی  ر. ی  ا دارد وج  ود ت  ع  ادل)
ف  وق( ب  ازار ن  وع در ای  ن  ک  ه، ن  ت  ی  ج  ه ن  ی  س  ت! پ  ذی  ر ح  ل ه  س  ت  ن  د آن م  ع  ادلات خ  ط دو ای  ن ک  ه دس  ت  گ  اه  ی ی  ع  ن  ی
ه  ر ب  ه ازای آن  ه  م (و ب  ازار ت  ع  ادل ن  ق  ط  ه ب  ه ع  ن  وان ج  واب  ی ی  اف  ت  ن ان  ت  ظ  ار داری  م)، س  روک  ار خ  ط  ی ت  واب  ع ب  ا ک  ه

ن  اب  ج  اس  ت. ب  ده  ی  م) پ  ارام  ت  ره  ا ب  ه ک  ه م  ق  داری
ت  ع  م  ی  م  ی چ  ن  ی  ن اق  ت  ص  ادی ب  رگ  ردان اگ  رچ  ه اس  ت. ت  ع  م  ی  م ق  اب  ل دی  دی  د، ق  ب  ل م  ث  ال ط  ب  ی  ع  ت در ک  ه ن  ک  ت  ه ای
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م  ی پ  ردازی  م. آن از م  ورد دو ب  ه ادام  ه در ن  ی  س  ت. ل  ط  ف از خ  ال  ی آن دان  س  ت  ن ول  ی دارد ب  ی  ش  ت  ر ب  ررس  ی ب  ه ن  ی  از
م  ث  لاً م  ی ک  ن  ی  م. ب  رخ  ورد م  ع  ادل  ه دو از ب  ی  ش  ت  ر ت  ع  داد ب  ا دوم  ج  ه  ول  ی م  ع  ادلات  ی دس  ت  گ  اه ب  ا گ  اه  ی، ال  ف)
ب  رای م  واج  ه  ی  م. ص  ف  ح  ه۷ در واق  ع خ  ط ۳ ت  ق  اط  ع ب  ا م  ج  ه  ول  ی، ۲ م  ع  ادل  ه ۳ م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک ح  ل در

م  ی ده  ی  م. ان  ج  ام را ک  ردی  م ب  الا م  ث  ال در ک  ه ک  اری ه  م  ان م  ن  ظ  ور، ای  ن
زی  ر). (ش  ک  ل  ه  ای ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در خ  ط س  ه ب  ی  ن را زی  ر م  م  ک  ن ح  ال  ت ه  ای

x

y

۰

l۳
l۲

l۱
l۳

l۲
l۱

l۱

l۲, l۳

ص  ف  ح  ه در خ  ط س  ه وض  ع  ی  ت :۹ .۱ ش  ک  ل

x

y

۰

l۱ , l۲ , l۳
l۱

l ۲,
l ۳

l۳

l۲
l۱

ص  ف  ح  ه در خ  ط س  ه وض  ع  ی  ت :۱۰ .۱ ش  ک  ل

از ج  ف  ت ه  ر دوم ش  ک  ل از ه  س  ت  ن  د. ه  م رس ک  ه م  ی ده  د ن  ش  ان ح  ال  ت  ی در را خ  ط س  ه ش  ک  ل، اول  ی  ن
داری  م. م  ت  م  ای  ز ن  ق  ط  ه ۳ ل  ذا و ب  وده ی  ک  ت  ا ک  ه دارن  د ت  ق  اط  ع ن  ق  ط  ه س  ه خ  ط  وط

خ  ط س  ه ه  ر چ  ه  ارم ح  ال  ت در و l۱ ب  ا م  ت  ق  اط  ع ح  ال ع  ی  ن در و م  ن  ط  ب  ق l۲ و l۳ خ  ط دو ب  ع  دی ح  ال  ت در
خ  ط دو ش  ش  م ش  ک  ل در م  وازی  ن  د. اول خ  ط ب  ا ک  ه م  ی ده  د ن  ش  ان را l۳ و l۲ ان  ط  ب  اق ب  ع  د، ش  ک  ل م  ن  ط  ب  ق  ن  د.
آخ  ر ح  ال  ت در و ه  س  ت  ن  د اول خ  ط ب  ا م  ت  م  ای  ز ت  ق  اط  ع ن  ق  ط  ه دو در م  وازی ان  د) ای  ن  ج  ا (ک  ه س  وم و دوم م  ت  م  ای  ز

م  وازی  ن  د.۸ خ  ط س  ه ه  ر
اس  ت: م  ش  ک  ل ت  ر ق  ب  ل  ی دس  ت  گ  اه از م  رات  ب ب  ه زی  ر م  ج  ه  ول  ی س  ه م  ع  ادل  ه س  ه دس  ت  گ  اه ح  ل ب)

دارن  د. ق  رار آن روی خ  ط س  ه ه  ر ک  ه اس  ت ای ص  ف  ح  ه م  ن  ظ  ور .۷
ن  دارد. ج  واب دس  ت  گ  اه ح  ال  ت ای  ن در .۸
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

a۱۱x۱ +a۱۲x۲ +a۱۳x۳ = b۱
a۲۱x۱ +a۲۲x۲ +a۲۳x۳ = b۲
a۳۱x۱ +a۳۲x۲ +a۳۳x۳ = b۳

ف  ض  ای در ص  ف  ح  ه س  ه ب  ی  ن م  م  ک  ن ح  الات م  ی ت  وان ن  ی  ز دس  ت  گ  اه ای  ن ب  رای اگ  رچ  ه

R۳

ش  دن اف  زوده ک  ه پ  ذی  رف  ت ب  ای  د ول  ی آورد ب  دس  ت ج  واب ه  ا ت  ع  داد درب  اره اط  لاع  ات  ی و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در را
م  ی ک  ن  د. م  ن  ت  ف  ی را دادی  م ان  ج  ام ق  ب  لاً ک  ه ن  ح  وی ب  ه آن) س  اده ن  وع (از ت  ص  وی  رس  ازی م  وض  وع م  ت  غ  ی  ره  ا، ت  ع  داد

x

y

۰

l۲

l۱

l۳

ص  ف  ح  ه در خ  ط س  ه وض  ع  ی  ت :۱۱ .۱ ش  ک  ل

اب  زاره  ای  ی ب  ه م  ا ک  ه م  ی ده  د ن  ش  ان درآم  د م  ث  ال ب  ه ب  الا م  ورد دو در آن س  ادۀ ص  ورت ف  ق  ط ک  ه م  ش  ک  لات  ی
ت  ر واق  ع  ی م  س  ائ  ل ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ک  ه ب  الات  ر اب  ع  اد از دس  ت  گ  اه ه  ای  ی ت  ح  ل  ی  ل و ح  ل ب  رای م  ح  اس  ب  ات  ی - ع  م  ل  ی  ات  ی
ورود از ق  ب  ل ول  ی ی  اف  ت.۹ م  ی ت  وان ی  س م  ات  ر و ب  ردار م  ف  اه  ی  م دو در را را اب  زار ای  ن ن  ی  ازم  ن  دی  م. ه  س  ت  ن  د،

ک  ن  ی  د: ت  وج  ه زی  ر م  ث  ال ب  ه م  ط  ل  ب، ب  ه س  ری  ع

ف  رض و گ  رف  ت  ه درن  ظ  ر را آن  ه  ا م  ت  ن  اظ  ر اق  ت  ص  اد و م  ن  ازل در اس  ت  ف  اده م  ورد م  ح  ص  ول س  ه .۴ .۱ م  ث  ال
ش  ده اس  ت  ف  اده ک  الا iام م  ق  دار xi j ن  م  اد م  ی ش  ود. اس  ت  ف  اده دی  گ  ر ک  الای دو از ک  الا ه  ر ت  ول  ی  د در ک  ن  ی  د
م  ق  دار ع  لاوه ب  ه اس  ت. iام ک  الای از ش  ده ت  ول  ی  د ک  ل م  ق  دار ده  ن  ده ن  ش  ان xi و ک  الا ام  ی  ن j ت  ول  ی  د در
ش  ده داده ی  ر ز ن  س  ب  ت ب  ه ص  ورت ش  ده، اس  ت  ف  اده ام j ک  الای از واح  د ی  ک ت  ول  ی  د در ک  ه iام  ی ک  الای

اس  ت:
ai j =

xi j

x j
, ورودی/خ  روج  ی) (ض  رای  ب

اس  ت: آم  ده ی  ر ز ج  دول در ض  رای  ب ای  ن درب  اره داده ی  ک  س  ری از ن  اش  ی اط  لاع  ات  ی ک  ن  ی  د ف  رض
ش  د. خ  واه  ی  م آش  ن  ا آت  ی ف  ص  ل ه  ای در آن  ه  ا ب  ا .۹
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x۱ x۲ x۳
x۱ a۱۱ = ۰ .۳ a۱۲ = ۰ .۲ a۱۳ = ۰ .۳
x۲ a۲۳ = ۰ .۲ a۲۲ = ۰ .۳ a۲۱ = ۰ .۲
x۳ a۳۳ = ۰ .۴ a۳۲ = ۰ .۶ a۳۱ = ۰ .۴

ب  ا: ب  راب  رن  د ت  رت  ی  ب ب  ه س  وم و دوم اول، ک  الای ن  ه  ای  ی ت  ق  اض  ای ب  ع  لاوه و
y۱ = ۲۰, y۲ = ۳۰, y۳ = ۴۰

ب  رای ن  ی  از م  ورد ن  ه  اده ه  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا (ک  ه ک  ل  ی ت  ول  ی  د س  ط  ح ک  ه م  ی ف  ه  م  ی  م ای  ن  ط  ور ج  دول از
آورد: ب  دس  ت ی  ر ز خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ه  م  زم  ان ح  ل ب  ا م  ی ت  وان را اس  ت) ش  ده س  ن  ج  ی  ده ت  ول  ی  د

x۱ = ۰ .۳x۱ + ۰ .۲x۲ + ۰ .۳x۳ + ۲۰
x۲ = ۰ .۲x۱ + ۰ .۳x۲ + ۰ .۲x۳ + ۳۰
x۳ = ۰ .۴x۱ + ۰ .۶x۲ + ۰ .۴x۳ + ۴۰

ب  ازار) ت  ع  ادل خ  رد(م  س  ئ  ل  ه اق  ت  ص  اده  ای ۴ .۱
ت  ع  دادی ب  ع  د، ب  ه و ب  خ  ش ای  ن در ان  داخ  ت  ی  م. ص  ف  ح  ه در خ  ط  وط ت  ق  اط  ع ب  ه ک  وت  اه ن  گ  اه  ی ۳ .۱ ب  خ  ش در

م  ی ده  ی  م. ارائ  ه را ک  لان و خ  رد اق  ت  ص  ادی اش  ک  ال در (م  ث  ال) آن ک  ن  ن  ده ت  وج  ی  ه دلای  ل از
ت  ول  ی  د م  ردم ن  ی  ازه  ای ک  ردن ب  رآورده ج  ه  ت ب  ه ک  الاه  ا از گ  ون  اگ  ون  ی ان  واع ام  روزی، اق  ت  ص  اده  ای در
م  ص  رف از م  ت  ن  وع  ی درخ  واس  ت ه  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا و م  خ  ت  ل  ف  ی ک  ن  ن  ده ه  ای ت  ول  ی  د ت  وس  ط ک  الاه  ا ای  ن م  ی ش  ون  د.

م  ی ش  ون  د. ع  رض  ه ب  ازار ب  ه ح  ق  وق  ی) ی  ا ح  ق  ی  ق  ی از (اع  م ک  ن  ن  ده ه  ا
ک  ن  ن  ده ت  ول  ی  د رض  ای  ت ه  م ط  ری  ق آن از ب  ت  وان  ن  د ت  ا ب  ودن  د راه  ی دن  ب  ال ب  ه ج  وام  ع ه  م  ه ب  ش  ر، ت  اری  خ ک  ل در
ک  ردن  د. اق  دام م  ت  ف  اوت  ی روش ه  ای ت  وس  ع  ه ب  ه ای  ن رو از و آورن  د ب  دس  ت را ک  ن  ن  ده م  ص  رف رض  ای  ت ه  م و
س  از ای  ن در اس  ت. ق  ی  م  ت م  ک  ان  ی  زم م  ی گ  ی  رد ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد گ  س  ت  رده ای ب  ه ط  ور ک  ه ای  ن روش ه  ا از ی  ک  ی
ب  ه ه  س  ت  ن  د ع  وام  ل دی  گ  ر و ک  الاه  ا ق  ی  م  ت از م  ت  أث  ر ت  ق  اض  ا ه  م و ع  رض  ه ه  م ک  ه اس  ت ای  ن ب  ر ف  رض ک  ار، و
و ع  رض  ه در گ  ذار ت  أث  ی  ر را ک  الا ی  ک ق  ی  م  ت در ت  غ  ی  ی  ر ت  ا ق  ادری  م دی  گ  ر ع  وام  ل دان  س  ت  ن م  ف  روض ب  ا  ط  وری  ک  ه
ت  ع  ادل ب  ه ح  ص  ول ج  ه  ت ب  ه ب  ازار ب  ه ن  گ  ر ب  خ  ش  ی رویّ  ه ی  ک دان  ان اق  ت  ص  اد ای  ن ب  ن  اب  ر ب  دان  ی  م. ک  الا آن ت  ق  اض  ای
ق  ی  م  ت از غ  ی  ر دی  گ  ری ع  ام  ل ه  ر گ  رف  ت  ن م  ف  روض ب  ا ن  گ  رش ای  ن در ک  ردن  د. اب  داع ب  رای را ج  زئ  ی) (ت  ع  ادل  ی
و ع  رض  ه س  ی  س  ت  م از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ود. خ  واه  د ک  الا ق  ی  م  ت از ت  اب  ع  ی ص  رف  اً ک  الا ت  ق  اض  ای و ع  رض  ه ک  الا،
در ک  ن  ن  ده م  ص  رف ه  م و ک  ن  ن  ده ت  ول  ی  د ه  م ک  ه ی  اف  ت چ  ن  ان را م  ت  ن  اظ  ر ک  الای ت  ع  داد و ق  ی  م  ت م  ی ت  وان ت  ق  اض  ا،
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ای  ن ب  ه ورود در ج  زئ  ی ت  ع  ادل  ی روش ت  ق  اض  ا).۱۰ و ع  رض  ه ت  س  اوی (ن  ق  ط  ه داش  ت  ه ب  اش  ن  د ق  رار ک  ام  ل رض  ای  ت
ع  رض  ه و ت  ق  اض  ا در ک  الا ی  ک ق  ی  م  ت در ت  غ  ی  ی  ر ی  ک اس  ت. ن  ات  وان ه  س  ت  ن  د ک  ن  ش در ه  م ب  ا ب  ازاره  ا ک  ه واق  ع  ی  ت
و ت  ق  اض  ا ت  ول  ی  د، ه  م  زم  ان ک  الا زی  ادی ت  ع  داد ک  ه ه  ن  گ  ام  ی واق  ع  ی ف  رم ی  ک در ل  ذا و م  ی گ  ذارد اث  ر ک  الا دی  گ  ر
در و م  رح  ل  ه اول  ی  ن ع  ن  وان ب  ه اس  ت. ن  ی  از م  ورد ف  راگ  ی  ر و ع  م  وم  ی ب  س  ی  ار چ  ارچ  وب ی  ک م  ی ش  ون  د خ  ری  ده ی  ا

دارد. ق  رار ب  ازاری چ  ن  د ت  ع  ادل  ی روش س  و و س  م  ت ای  ن
م  ن  ف  رد ب  ازار ی  ک در ت  ع  ادل ۱ .۴ .۱

ع  رض  ه و (qd
i ) ت  ق  اض  ای ک  ه ب  ه ط  وری i ک  الای ب  رای م  ن  ف  رد ب  ازار ی  ک گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا را ق  س  م  ت ای  ن

خ  ط  ی راب  ط  ه ی  ک ت  اب  ع دو ای  ن در ب  ری  م. م  ی ج  ل  و ه  س  ت  ن  د (pi) ق  ی  م  ت از ت  واب  ع  ی ص  رف  اً ک  الا ای  ن از (qs
i )

م  ی ش  ود. دی  ده ع  رض  ه) (ی  ا ت  ق  اض  ا و i ک  الای ق  ی  م  ت ب  ی  ن

qd
i = α۰ −α۱ pi (۳ .۱)

qs
i =−β۰ +β۱ pi (۴ .۱)

و ت  ق  اض  ا ن  وع از خ  ط  ی ت  واب  ع ع  ن  وان ب  ه م  ع  م  ولاً ب  الا ت  اب  ع دو ب  ه اق  ت  ص  اد ع  ل  م م  ن  اب  ع در چ  ن  د ه  ر .۱ .۱ ت  ذک  ر
در ن  ی  س  ت  ن  د!۱۱ خ  ط  ی ت  واب  ع  ی دو، ای  ن ری  اض  ی  ات ع  ل  م ل  ح  اظ از ول  ی م  ی ش  ود داده ارج  اع ع  رض  ه ی  ا
از ن  گ  اه، ای  ن ب  ا م  ی ش  ن  اس  ن  د. آف  ی  ن ن  ام ب  ه را م  ب  داء) از (ع  رض اض  اف  ی ج  م  ل  ه ی  ک ب  ا ت  واب  ع  ی ری  اض  ی  ات،
ع  رض  ه) ی  ا ت  ق  اض  ا (م  ث  لاً واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ر م  ق  دار ب  اش  د ص  ف  ر ق  ی  م  ت) (م  ث  لاً م  ت  غ  ی  ر ک  ه م  وق  ع  ی ط  رف، ی  ک
م  ا ب  ه را اج  ازه ای  ن خ  ط  ی ت  اب  ع ف  رم  ولاس  ی  ون دی  گ  ر ط  رف از و ک  ن  د اخ  ت  ی  ار ص  ف  ر غ  ی  ر م  ق  داری م  ی ت  وان  د

ش  ود: م  ط  رح زی  ر س  وال ت  ا ب  ج  اس  ت پ  س ن  م  ی ده  د.

اس  ت  ف  اده ت  ق  اض  ا و ع  رض  ه ت  واب  ع ب  ن  دی ف  رم  ول ب  رای آف  ی  ن ت  واب  ع از اق  ت  ص  اد ع  ل  م در چ  را .۱ .۱ س  ئ  وال
ش  ود؟ م  ی

م  ن  ف  ی ش  ی  ب و م  ث  ب  ت ان  د م  ف  روض  اً دو ای  ن در ض  رای  ب ه  م  ه ب  رم  ی گ  ردی  م. (۴ .۱) و (۳ .۱) م  ع  ادلات ب  ه
ت  اب  ع ب  رای ب  ال  ع  ک  س (و م  ی ی  اب  د ک  اه  ش ت  ق  اض  ا ق  ی  م  ت، اف  زای  ش ب  ا ک  ه م  ی ده  د ن  ش  ان ت  ق  اض  ا ت  اب  ع خ  ط

ع  رض  ه).
م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی ادام  ه در را م  س  ئ  ل  ه ای  ن .۱۰

اس  ت. م  ع  ادل  ه دو در ث  اب  ت ج  م  ل  ه ی  ک وج  ود ع  ل  ت، .۱۱
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ق  ی  م  ت ع  دد ک  ه ش  د خ  واه  د م  ث  ب  ت ص  ورت  ی در ف  ق  ط ع  رض  ه م  ق  دار ک  ه م  ی گ  وی  د β۰ ع  دد م  ن  ف  ی ع  لام  ت
ف  ق  ط گ  رف  ت  ی  م ن  ظ  ر در iام ک  الای ب  رای ک  ه ب  ازاری ش  ود. ب  زرگ) ک  اف  ی ان  دازه ب  ه ه  م آن (و م  ث  ب  ت م  ق  دار

ک  ه ک  ن  د م  ی ت  ج  رب  ه را ت  ع  ادل ح  ال  ت ش  رای  ط م  وق  ع  ی

qd
i = qs

i (۵ .۱)

اس  ت: ب  ی  ان ق  اب  ل م  ازاد ت  ق  اض  ای ش  دن ص  ف  ر ب  ا م  ع  ادلاً ف  وق ت  س  اوی و

E(pi) = qd
i −qs

i = ۰ (۶ .۱)

ن  ق  ط  ه ای چ  ن  ی  ن ی  ک آوری  م. ب  ه دس  ت ۱۲(۳ .۱) و (۵ .۱) وس  ی  ل  ه ب  ه  را ب  ازار ت  ع  ادل ب  خ  واه  ی  م ک  ن  ی  د ف  رض
ج  ای  گ  ذاری س  اده، راه ی  ک ک  رد. ت  وص  ی  ف م  ت  ن  اظ  ر م  ق  دار و ت  ع  ادل  ی ق  ی  م  ت م  ت  غ  ی  ر دو ح  س  ب ب  ر م  ی ت  وان را

ب  ه ص  ورت (۶ .۱) در (۴ .۱) و (۳ .۱)

E(pi) = (α۰ −α۱ pi)− (−β۰ +β۱ pi) = ۰

ب  ا اس  ت ب  راب  ر p̂ ب  ازار ت  ع  ادل م  ت  ن  اظ  ر ق  ی  م  ت آن  ج  ا از و اس  ت

p̂i =
(α۰ +β۰)

(α۱ +β۱)
(۷ .۱)

م  ی آی  د: ب  دس  ت ت  ع  ادل س  ط  ح م  ت  ن  اظ  ر م  ق  دار (۴ .۱) ی  ا و (۳ .۱) در p̂i ج  ای  گ  ذاری ب  ا دی  گ  ر ط  رف از

q̂i = (α۰β۱ −α۱β۰)/(α۱ +β۱) (۸ .۱)

.α۰β۱ −α۱β۰ > ۰ ه  رگ  اه q̂i > ۰ واق  ع در م  ع  ن  اس  ت. ب  ا ای ن  ت  ی  ج  ه اق  ت  ص  ادی ن  ظ  ر از اخ  ی  ر ت  س  اوی

ع  رض  ه و ت  ق  اض  ا ت  واب  ع ت  رت  ی  ب ب  ه qs =−۶+ ۹p و qd = ۳۰− ۲p ت  اب  ع دو ک  ن  ی  د ف  رض .۵ .۱ م  ث  ال
p̂ = ۴ (ج  واب: آن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ت  ول  ی  د س  ط  ح و ت  ع  ادل  ی ق  ی  م  ت م  ط  ل  وب  س  ت ب  اش  ن  د. ب  ازار در ک  الای  ی

.( q̂ = و۳۰
(۴ .۱) و (۵ .۱) ی  ا و .۱۲
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ب  ازاری چ  ن  د س  ی  س  ت  م در ت  ع  ادل ۲ .۴ .۱
ق  ی  م  ت از ت  اب  ع  ی ک  الا ه  ر ت  ق  اض  ای و ع  رض  ه ای  ن  ک  ه ف  رض ب  ا گ  ردی  م. م  ی ب  ر ک  الای  ی دو اق  ت  ص  ادی ب  ه

م  ی آی  د: ب  دس  ت زی  ر م  ع  ادل  ه ای چ  ه  ار دس  ت  گ  اه ب  اش  د، دی  گ  ر ک  الای ق  ی  م  ت و ک  الا ه  م  ان

qd
۱ = α۰۱ +α۱۱ p۱ +α۱۲ p۲ (۹ .۱)

qs
۱ = β۰۱ +β۱۱ p۱ +β۱۲ p۲ (۱۰ .۱)

qd
۲ = α۰۲ +α۱۲ p۱ +α۲۲ p۲ (۱۱ .۱)

qs
۲ = β۰۲ +β۱۲ p۱ +β۲۲ p۲ (۱۲ .۱)

در ک  ه م  ی ش  ود ظ  اه  ر (p̂۱, p̂۲, q̂۱, q̂۲) چ  ه  ارت  ای  ی ی  ک ف  رم ب  ه ت  ع  ادل ن  ق  ط  ه ف  وق، اق  ت  ص  ادی س  ی  س  ت  م ب  رای
ب  رق  رارن  د: ه  م  زم  ان زی  ر م  ع  ادلات آن

E۱(p̂۱, p̂۲) = qd
۱ (p̂۱, p̂۲)−qs

۱ (p̂۱, p̂۲) = ۰ (۱۳ .۱)

E۲(p̂۱, p̂۲) = qd
۲ (p̂۱, p̂۲)−qs

۲ (p̂۱, p̂۲) = ۰ (۱۴ .۱)

آورده ب  دس  ت را ۲ و ۱ ک  الای دو ت  ع  ادل ن  ق  ط  ه (۱۴ .۱) ت  ا (۹ .۱) از اس  ت  ف  اده ب  ا اولاً .۱ .۱ ی  ن ت  م  ر
چ  ی  س  ت؟ اول ک  الای ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ت  ع  ادل س  ط  ح م  ق  دار ث  ان  ی  اً و

ی  ر ز ت  رت  ی  ب ب  ه ت  ق  اض  ای و ع  رض  ه ت  واب  ع ،(q۱,q۲) ک  الای دو ب  ر م  ت  ک  ی اق  ت  ص  ادی در .۶ .۱ م  ث  ال
qd

۲ = ۲۲+۲p۱ −۲p۲ و اول ک  الای ب  رای qs
۱ =−۴+۳p۱ و qd

۱ = ۳−۲p۱ +۲p۲ ت  اب  ع دو اس  ت.
و p۱ = ۳ (ج  واب: ه  ا ک  الا ت  ع  ادل  ی ق  ی  م  ت ه  ای م  ط  ل  وب  س  ت دوم. ک  الای ب  رای qs

۲ = ۲۰+ p۲ و
.(p۲ = ۴

ک  لان اق  ت  ص  اده  ای س  ی  اس  ت  گ  ذاری م  ش  ک  ل ۵ .۱
ش  د. پ  ذی  رف  ت  ه ن  ام  ح  دودی ب  ه ط  ور اق  ت  ص  اد م  دی  ری  ت در دول  ت ه  ا ن  ق  ش دوم، ج  ه  ان  ی ج  ن  گ از ب  ع  د
ک  ه ت  وس  ع  ه ای ب  رن  ام  ه ه  ای اج  رای م  س  ی  ر در ت  رک  ی  ه) و ه  ن  د (م  ان  ن  د ت  وس  ع  ه ح  ال در ک  ش  وره  ای از ب  س  ی  اری
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ج  ام  ع  ه در ث  روت ع  ادلان  ه ت  وزی  ع و ت  ع  دی  ل ب  ر م  ب  ت  ن  ی ب  رن  ام  ه ه  ای  ی ب  ه ت  ا ب  رداش  ت  ن  د ق  دم ب  ودن  د، ف  راگ  ی  ر ک  م  ت  ر
چ  ارچ  وب ی  ک داش  ت  ن ل  زوم م  ی ی  اف  ت، اف  زای  ش ف  زای  ن  ده ای) (ب  ه ط  ور دول  ت ت  ع  ه  دات چ  ن  د ه  ر ب  پ  ردازن  د.
ای  ن در ق  دم اول  ی  ن م  ی ش  د. ح  س ب  ی  ش  ت  ر ب  اش  د داش  ت  ه ه  م ب  ا را س  ازگ  اری و ه  م  زم  ان  ی ک  ه ن  ح  وی ب  ه اج  را ق  اب  ل
س  ی  اس  ی ن  ظ  ری  ه ب  ن  ای س  ن  گ وی۱۳ ک  ت  اب ش  د. ب  رداش  ت  ه (۱۹۹۴ -۱۹۰۳) ت  ی  ن  ب  رگ  ن ج  ان ت  وس  ط ح  وزه
اس  ت: اس  اس  ی اص  ل ۳ ش  ام  ل م  ی ک  ن  د ت  رس  ی  م وی ک  ه م  ش  ی خ  ط اس  ت. دوم ج  ه  ان  ی ج  ن  گ از ب  ع  د اق  ت  ص  اد

م  ی ش  ود. ک  ن  ت  رل س  ی  اس  ت  گ  ذاران ت  وس  ط ک  ه اب  زار م  ج  م  وع  ه (۱)
ح  ال ع  ی  ن در ول  ی ن  م  ی ش  ود ک  ن  ت  رل س  ی  اس  ت  گ  ذار ت  وس  ط م  ج  م  وع  ه ای  ن اه  داف. از م  ج  م  وع  ه ی  ک (۲)

و اس  ت ق  ان  ون گ  ذاران ت  وج  ه م  ورد م  ی گ  ذارن  د، اج  ت  م  اع  ی رف  اه در ک  ه ت  أث  ی  رات  ی ج  ه  ت ب  ه
ب  اش  د. م  ت  غ  ی  ره  ا دی  گ  ر و اه  داف اب  زار، ب  ی  ن رواب  ط م  ب  ی  ن ک  ه ک  م  ی م  دل ی  ک (۳)
ه  دف ی  ک ب  ا س  اده ک  لان اق  ت  ص  اد س  ی  اس  ت م  دل ی  ک ۱ .۵ .۱

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را زی  ر س  اده ب  خ  ش  ی ی  ک ک  لان اق  ت  ص  اد م  دل

Y =C+ I +G+X −M (۱۵ .۱)
C = cYd , ۰ < c < ۱ (۱۶ .۱)

Yd = Y −T (۱۷ .۱)
T = tY, ۰ < t < ۱ (۱۸ .۱)

G = T +D (۱۹ .۱)
M = mY, ۰ < m < ۱ (۲۰ .۱)

س  رم  ای  ه گ  ذاری I م  ال  ی  ات  ی، درآم  د T خ  ص  وص  ی، م  ص  رف C (GDP)، م  ل  ی ن  اخ  ال  ص ت  ول  ی  د Y آن در ک  ه
اس  ت. ب  ودج  ه ک  س  ری D و واردات M ص  ادرات، X دول  ت، م  خ  ارج G خ  ص  وص  ی،

ج  ان  ب  ی ه  زی  ن  ه ه  ای اس  اس ب  ر را GDP ک  ه ص  ورت ای  ن ب  ه اس  ت. ت  ع  ری  ف  ی ن  وع از (۱۵ .۱) م  ع  ادلۀ
م  ی ک  ن  د. ت  ع  ری  ف

ب  ه را خ  ص  وص  ی م  ص  رف م  ع  ادل  ه، ای  ن رف  ت  ارگ  راس  ت. م  ع  ادل  ه ای ل  ذا و م  ص  رف ت  اب  ع ی  ک (۱۶ .۱) م  ع  ادلۀ
از پ  س م  ی ت  وان  د خ  ان  واده ک  ه درآم  دی ع  ن  وان ب  ه (۱۷ .۱) در ک  ه م  ی س  ازد، م  رت  ب  ط م  ص  رف ق  اب  ل درآم  د

ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۳۱ ش  م  ارۀ م  رج  ع .۱۳
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در و اس  ت م  ص  رف ب  ه ن  ه  ای  ی م  ی  ل c م  ع  ادل  ه ای  ن در م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف ک  ن  د، خ  رج خ  ود م  ال  ی  ات پ  رداخ  ت
م  ی ده  د. ارائ  ه را م  ی ی  اب  د، اف  زای  ش واح  د ی  ک GDP وق  ت  ی خ  ص  وص  ی م  ص  رف م  ج  م  وع در اف  زای  ش واق  ع

از (t) م  ع  ی  ن درص  د م  ی ده  د. ن  ش  ان را م  ال  ی  ات  ی ک  د ک  ه اس  ت ن  ه  ادی م  ع  ادل  ه ی  ک (۱۸ .۱) م  ع  ادل  ه
م  ی ش  ود. آوری ج  م  ع  م  ال  ی  ات ع  ن  وان ب  ه GDP

از ی  ا م  ی ت  وان را دول  ت م  خ  ارج ک  ه م  ی ده  د ن  ش  ان ک  ه اس  ت دی  گ  ر ت  ع  ری  ف  ی م  ع  ادل  ه ی  ک (۱۹ .۱) م  ع  ادل  ه
ک  رد. م  ال  ی ت  أم  ی  ن اس  ت  ق  راض ط  ری  ق از ی  ا و م  ال  ی  ات آوری ج  م  ع ط  ری  ق

ب  ن  وع  ی (ک  ه م  ع  ادل  ه ای  ن م  ی ک  ن  د. م  ت  ص  ل GDP ب  ه را واردات ک  ه اس  ت واردات ت  اب  ع (۲۰ .۱) م  ع  ادل  ه
اف  زای  ش ن  ی  ز خ  ارج  ی م  ح  ص  ولات ب  رای ت  ق  اض  ا GDP، اف  زای  ش ص  ورت در ک  ه م  ی ک  ن  د ب  ی  ان رف  ت  ارگ  راس  ت)

اس  ت. واردات ب  ه ن  ه  ای  ی م  ی  ل ده  ن  ده ن  ش  ان m م  ع  ادل  ه، ای  ن در م  ی ی  اب  د.
م  دل داخ  ل  ی م  ت  غ  ی  ر ن  ام ب  ه ک  ه دی  گ  ری از م  ت  ف  اوت م  ت  غ  ی  ری م  ع  ادل  ه، ه  ر ف  وق، م  ع  ادل  ه ای ش  ش م  دل در
ک  ن  ی  د ت  وج  ه م  ی ش  ود. م  ش  خ  ص م  دل خ  ود وس  ی  ل  ه ب  ه م  ت  غ  ی  ره  ا ای  ن م  ق  دار و ک  رده ت  وص  ی  ف را اس  ت م  وس  وم
ج  ه  ت ب  ه I خ  ص  وص  ی س  رم  ای  ه گ  ذاری آن در ک  ه اس  ت D و X , I خ  ارج  ی م  ت  غ  ی  ر س  ه داری ف  وق ال  گ  وی ک  ه
م  ق  ادی  ر ک  ن  ی  د ف  رض داده). (م  ت  غ  ی  ر اس  ت ش  ده ت  ل  ق  ی داده) (م  ت  غ  ی  ر خ  ارج  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک ع  ن  وان ب  ه س  ه  ول  ت،
ک  س  ری س  وم، خ  ارج  ی م  ت  غ  ی  ر داده ش  ون  د. ن  ش  ان X∗ و I∗ ت  وس  ط ت  رت  ی  ب ب  ه خ  ارج  ی، م  ت  غ  ی  ره  ای ب  ه داده ش  ده
م  ل  ی ب  ودج  ه ک  ه ه  ن  گ  ام  ی م  ج  ل  س ت  وس  ط م  ت  غ  ی  ر ای  ن ب  زرگ  ی م  ی ط  ل  ب  د. را خ  اص  ی ت  وج  ه ک  ه اس  ت (D) ب  ودج  ه
،Xو I ب  ا ت  ق  اب  ل در دی  گ  ر، ب  ی  ان ب  ه م  ی ش  ود. م  ش  خ  ص اس  ت، ت  ص  وی  ب م  رح  ل  ه در دول  ت ت  وس  ط ش  ده ارائ  ه
م  ت  غ  ی  ر ای  ن اک  ن  ون اس  ت. س  ی  اس  ی اب  زاری ع  م  لاً ل  ذا و داش  ت  ه را س  ی  اس  ت  گ  ذاران ت  وس  ط ک  ن  ت  رل ق  اب  ل  ی  ت D م  ت  غ  ی  ر

.(D = D̃ ن  وش  ت  ن (ب  ا م  ی ک  ن  ی  م م  ج  زا ،D̃ ب  ه وس  ی  ل  ه م  ق  ادی  رش دادن ن  ش  ان ب  ا خ  ارج  ی م  ت  غ  ی  ره  ای دی  گ  ر از را
م  ی ب  ی  ان اس  ت، م  ع  روف ت  ی  ن  ب  رگ  ن ق  ض  ی  ه ب  ن  ام ک  ه را رس  م  ی غ  ی  ر ای گ  زاره خ  ود۱۴، ک  ت  اب در ت  ی  ن  ب  رگ  ن
ب  راب  ر اب  زار ت  ع  داد ب  ا ب  ای  د ه  دف ه  ا ت  ع  داد ت  ی  ن  ب  رگ  ن، ن  وع از اق  ت  ص  ادی س  ی  اس  ت چ  ارچ  وب ی  ک در ک  ن  د:

ش  ود: داده آن درب  ارۀ ت  وض  ی  ح  ی اس  ت لازم ک  ه ب  اش  د.
چ  ن  ی  ن وق  ت  ی اس  ت م  ع  ت  ق  د و ک  رده ب  ح  ث اه  داف و اب  زار ت  ع  داد ت  س  اوی م  ع  ن  ی درب  اره ک  ت  اب ای  ن در او
ش  ود. ت  ع  ی  ی  ن م  ی ت  وان  د داده ش  ده اه  داف ب  ه رس  ی  دن ب  رای اب  زار ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر م  ق  ادی  ر ب  اش  د، ب  رق  رار ش  رط  ی
ب  وج  ود اه  داف ت  ع  داد ب  ا اب  زار ت  ع  داد ن  ب  ودن ی  ک  س  ان ه  ن  گ  ام ک  ه م  ی ش  ود اش  اره م  ش  ک  لات  ی ب  ه پ  ن  ج  م، ف  ص  ل در
پ  رت  و در پ  رداخ  ت. خ  واه  ی  م ری  اض  ی ن  ظ  ر ن  ق  ط  ه از و ک  ت  اب پ  ن  ج  م ف  ص  ل در م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  ه ن  ی  ز م  ا م  ی آی  ن  د.

.۴ ف  ص  ل ۳۱ ش  م  ارۀ م  رج  ع .۱۴
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ه  دف م  ت  غ  ی  ر ی  ک ک  ه م  ی ده  د را اج  ازه ای  ن گ  ذار س  ی  اس  ت ب  ه ب  الا ش  ده داده ک  لان م  دل اس  اس  ی، ق  ض  ی  ه ای  ن
ه  دف م  ت  غ  ی  ر ع  ن  وان ب  ه را GDP گ  ذار س  ی  اس  ت ک  ن  ی  د ف  رض م  ث  لاً ک  ه ص  ورت ای  ن ب  ه ک  ن  د. ان  ت  خ  اب را
ب  ه دس  ت  ی  اب  ی م  ن  ظ  ور ب  ه دول  ت ک  ه: ش  ود ف  رم  ول ب  ن  دی م  ی ت  وان  د ش  ک  ل ای  ن ب  ه س  ؤال آن گ  اه ک  ن  د. ان  ت  خ  اب

ب  گ  ی  رد؟ ق  رض م  ق  دار چ  ه م  ی ب  ای  س  ت  ی GDP ش  ده ه  دف گ  ذاری س  ط  ح
م  ع  ادل  ه م  ج  دد ک  ردن م  رت  ب و ،(۱۵ .۱) در و (۲۰ .۱) در (۱۶ .۱) ک  ردن ج  ای  گ  زی  ن ب  ا م  ن  ظ  ور، ب  دی  ن

داری  م:

Y =
۱

۱− c(۱− t)− t +m

(
I∗+X∗+ D̃

) (۲۱ .۱)

ب  ازار) م  ق  دار (م  ث  لاً ب  ودج  ه ک  س  ری ن  ی  از م  ورد م  ق  دار اس  ت، ش  ده داده (Ŷ (م  ث  لاً GDP ه  دف م  ق  دار وق  ت  ی
م  ی ش  ود: ح  اص  ل ای  ن ص  ورت ب  ه (۱۹ .۱) از

D̃ = [۱− c(۱− t)− t +m]Ŷ − (I∗+X∗) (۲۲ .۱)

ض  رای  ب ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در را (۲۰ .۱) ت  ا (۱۵ .۱) از ش  ده داده م  دل .۷ .۱ م  ث  ال
و دلار) (ب  ی  ل  ی  ون I = X = ۵۰ اگ  ر ش  ده ان  د۱۵. زده ت  خ  م  ی  ن m = ۰ .۳ و t = ۰ .۱۵ ،c = ۰ .۹
م  ق  دار چ  ه ب  ای  د دول  ت ای  ن ص  ورت در ب  اش  د، ش  ده ه  دف گ  ذاری دلار ب  ی  ل  ی  ون ۳۲۰ ن  ق  ط  ه در GDP س  ط  ح

ب  گ  ی  رد؟۱۶ ق  رض
اب  زار چ  ن  دی  ن و م  ت  غ  ی  ر چ  ن  دی  ن ب  ا ک  لان اق  ت  ص  اد س  ی  اس  ت م  دل ی  ک ۲ .۵ .۱

ه  م و رض  ای  ت ب  خ  ش اش  ت  غ  ال س  ط  ح ی  ک ب  ه رس  ی  دن ص  دد در ه  م وق  ت  ی م  ث  لاً دول  ت ، م  وارد، ب  ی  ش  ت  ر در
دارد. ه  دف ی  ک از ب  ی  ش اس  ت، م  ع  ق  ول س  ط  ح ی  ک در ج  اری ح  س  اب ک  س  ری س  ازی م  ح  دود دن  ب  ال ب  ه

اس  ت: ش  ده ف  رم  ول ب  ن  دی زی  ر م  دل ت  وس  ط و اق  ت  ص  اد ی  ک ب  رای اخ  ی  ر م  ورد ک  ن  ی  د ف  رض

Y =C+ I +G+X −M (۲۳ .۱)
G = GC +GI (۲۴ .۱)

C = cI, ۰ < c < ۱ (۲۵ .۱)
I = k۱ (Y −Y−۱)+ k۲G۱ (۲۶ .۱)

اس  ت. واردات ب  ه ن  ه  ای  ی م  ی  ل m و GDP ب  ه م  ال  ی  ات ن  س  ب  ت t م  ص  رف، ب  ه م  ی  ل ده  ن  دۀ ن  ش  ان c .۱۵
دلار. ب  ی  ل  ی  ون ۲۳.۲ ج  واب: .۱۶
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M = mCC+mII +mGG۱ +mX X (۲۷ .۱)
N = nY, n > ۰ (۲۸ .۱)
B = pxX − pmM (۲۹ .۱)

.۰ < mC,mI ,mG,mX < ۱ و k۱,k۲ > ۰ آن در ک  ه

م  ی ش  ود: دی  ده م  ت  غ  ی  ر گ  روه س  ه م  ع  ادلات، دس  ت  گ  اه ای  ن در

خ  ص  وص  ی، س  رم  ای  ه گ  ذاری I خ  ص  وص  ی، م  ص  رف C GDP، م  ق  دار Y ش  ام  ل داخ  ل  ی م  ت  غ  ی  ره  ای (۱)
پ  رداخ  ت ه  ا. ت  راز ج  اری ح  س  اب B و اش  ت  غ  ال N واردات، M

گ  ذش  ت  ه) س  ال (GDP Y−۱ و X ص  ادرات داده ای: م  ت  غ  ی  ره  ای (ال  ف) ش  ام  ل خ  ارج  ی م  ت  غ  ی  ره  ای (۲)
خ  ص  وص  ی. س  رم  ای  ه گ  ذاری ه  زی  ن  ه ه  ای GI و ع  م  وم  ی م  ص  رف ه  زی  ن  ه ه  ای GC اب  زاره  ا (ب) و

N = N̂ ب  ه ت  وج  ه ب  ا گ  ذار س  ی  اس  ت وس  ی  ل  ه ب  ه آن ه  ا م  ق  ادی  ر و م  ت  غ  ی  ره  ای ای  ن ک  ه ه  دف م  ت  غ  ی  ره  ای (۳)
م  ی ش  ود. م  ح  اس  ب  ه B = B̂ و

از واح  د ی  ک ب  ر واردات m م  ال  ی  ات، ن  رح م  ت  وس  ط t درآم  د، در م  ص  رف س  ه  م c ش  ام  ل پ  ارام  ت  ره  ا
و واردات ق  ی  م  ت ه  ای ت  رت  ی  ب ب  ه pm و px و ب  ه  ره وری) (ع  ک  س ت  ول  ی  د از واح  د ی  ک ب  ر اش  ت  غ  ال n ت  ول  ی  د،
آژان  س ه  ای ت  وس  ط س  رم  ای  ه گ  ذاری م  ق  دار چ  ه ک  ه م  ی ده  د ن  ش  ان k۱ ض  ری  ب ش  ون  د. م  ی ص  ادرات
ی  ک ازای ب  ه خ  ود پ  ی  ش  ی  ن دوره س  ط  ح ب  ا م  ق  ای  س  ه (در GDP در اف  زای  ش ی  ک ب  ه ج  واب در خ  ص  وص  ی

ش  د. خ  واه  د ان  ج  ام واح  د)

س  رم  ای  ه گ  ذاری دول  ت وق  ت  ی داری  م م  ض  اع  ف س  رم  ای  ه گ  ذاری چ  ق  در ک  ه م  ی ده  د ن  ش  ان k۲ ه  م  چ  ن  ی  ن
م  ی ده  د. اف  زای  ش واح  د ی  ک ب  ه ازای را خ  ود

،k۱ = ۰.۲ ،c = ۰.۸ ده  ی  د ق  رار (۲۹ .۱) ت  ا (۲۳ .۱) ت  وس  ط ش  ده داده م  دل در .۸ .۱ م  ث  ال
،X = ۳۰ ک  ن  ی  د ف  رض .k۲ = ۰.۰۵ و n = ۰.۴ ،mG = ۰.۳ ،mc = ۰.۱ ،mx = ۰.۲ ،m۱ = ۰.۴

م  ط  ل  وب  س  ت آورد. دس  ت ب  ه را N = ۶۰ و B = ۰ اه  داف م  ی خ  واه  د دول  ت ب  ع  لاوه و Y−۱ = ۱۰۰

ی  ر ز خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ش  ده، داده اط  لاع  ات ب  ا ش  ده. داده اط  لاع  ات ب  ا .GC و GI م  ق  ادی  ر
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گ  ی  رد:۱۷ م  ی Yش  ک  ل =C+ I +G+ ۳۰−M
G = GC −GI
I = ۰.۲(Y − ۱۰۰)+ ۰.۰۵GI

,


C = ۰.۸Y
M = ۰.۱C+ ۰.۴I + ۰.۳GI +(۰.۲× ۳۰)
۶۰ = ۰.۴Y
۰ = ۳۰px −Mpm

ده  ی  د.۱۸ ت  وض  ی  ح و ک  رده ب  ن  دی دس  ت  ه را (۲۹ .۱) ت  ا (۲۳ .۱) م  ع  ادلات .۲ .۱ س  ئ  وال

ت  رازه  ای از ن  ظ  ر م  ورد اه  داف ب  ه دس  ت  ی  اب  ی ب  ه ق  ادر را س  ی  س  ت  م ک  ه اب  زاره  ای  ی م  ق  ادی  ر .۲ .۱ ی  ن ت  م  ر
ب  ی  اب  ی  د. م  ی ک  ن  د، اش  ت  غ  ال و ج  اری ح  س  اب

م  س  ائ  ل ۶ .۱
ط  ول و ک  ش  ی  ده را آن ه  ا ب  ی  ن ات  ص  ال پ  اره خ  ط ،R۲ م  خ  ت  ص  ات دس  ت  گ  اه ی  ک در زی  ر ن  ق  اط ج  ف  ت ن  م  ای  ش ب  ا .۱

ب  ن  وی  س  ی  د. ه  م را م  ی گ  ذرن  د م  س  ئ  ل  ه ای  ن ن  ق  اط از ک  ه را خ  ط ه  ای  ی م  ع  ادل  ه آوری  د. ب  دس  ت  را پ  اره خ  ط ه  ا ای  ن

(a) (۴,−۱۰),(۰, ۱) (b) (۰, ۰),(−۷,−۸) (c) (
√

۲,
√

۵),(
√

۲,−
√

۵)

اس  ت. ب  راب  ر آن ه  ا م  خ  ت  ص  ات ب  ی  ن ت  ف  اض  ل م  ط  ل  ق ق  در ب  ا ،x م  ح  ور ب  ر دل  خ  واه ن  ق  ط  ه دو ف  اص  لۀ ک  ن  ی  د ث  اب  ت .۲
ک  ن  ی  د. رس  م م  خ  ت  ص  ات دس  ت  گ  اه ی  ک در را زی  ر خ  ط ه  ای .۳

(a) ۳x− ۴y = ۱۲, (b) x+ y = ۱۰, (c) ۲x− ۵y = ۱۰, (d) x = ۵.

ع  رض ول  ی دارد ط  ول ه  ا م  ح  ور ب  ا ت  ق  اط  ع ن  ق  ط  ه ی  ک ال  ف) ک  ه: ک  ن  ی  د رس  م چ  ن  ان را خ  ط  ی م  ج  زا ب  ه ط  ور .۴
ن  ق  ط  ه و م  ب  دا ع  رض ج) ن  دارد. ت  ق  اط  ع  ی ط  ول ه  ا م  ح  ور ب  ا ول  ی دارد م  ب  دا از ع  رض ب) ن  دارد. م  ب  داء از

م  ن  ط  ب  ق  ن  د. ه  م ب  ر خ  ط ط  ول ه  ا م  ح  ور ب  ا ت  ق  اط  ع
ب  ا آن ت  ق  اط  ع ن  ق  اط ده  ی  د ن  ش  ان ax+by+ c = ۰ خ  ط در a,b ض  رای  ب ب  ودن ص  ف  ر غ  ی  ر ف  رض ب  ا .۵

.(۰,−c/b) ,(−c/a, ۰) ن  ق  اط از ع  ب  ارت  ن  د م  ح  وره  ا
م  ح  وره  اس  ت؟ ب  ا ت  ق  اط  ع  ش ن  ق  اط ،(a, ۰) و (۰,b) ن  ق  اط ک  ه اس  ت خ  ط  ی م  ع  ادل  ه ، x

a +
y
b = ۱ آی  ا .۶

ک  ن  ی  د. ح  ل ش  ک  ل  ی ط  ور ب  ه  y = ۷x− ۱۰ رس  م ب  ا را ۷x− ۱۰ = ۰ م  ع  ادلۀ .۷
داری  م. ای م  ع  ادل  ه ه  ف  ت دس  ت  گ  اه ی  ک واق  ع در ول  ی اس  ت ش  ده آورده ت  ک  ه دو در ن  وش  ت  ن خ  لاص  ه ب  ج  ه  ت دس  ت  گ  اه، .۱۷

غ  ی  ره. و ت  ک  ن  ی  ک  ی ت  ع  ری  ف  ی، از اع  م .۱۸



۲۳ م  ق  دم  ات  ی م  ف  ه  وم چ  ن  د

ک  ن  ی  د. رس  م را |x+ y|= ۱ و |x|+ |y|= ۱ خ  ط ه  ای  ی م  ع  ادلات .۸
ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ه  ای .۹

(a)

{
۳x− ۵y = ۱۵
۲x+ y = ۵

(b)

{
۳x− ۵y = ۱۵
۶x− ۱۰y = ۳۰

(c)

{
۳x− ۵y = ۱۵
۲x+ y = ۵

ف  رض ب  ا .z۲ = a۲۱y۱ +a۲۲y۲ و z۱ = a۱۱y۱ +a۱۲y۲ ک  ن  ی  د ف  رض .۱۰

y۱ = b۱۱x۱ +b۱۲x۲, y۲ = b۲۱x۱ +b۲۲x۲

.x۲ و x۱ از ت  واب  ع  ی ع  ن  وان ب  ه z۲ و z۱ م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت





۲
ی  س ه  ا م  ات  ر و ب  رداره  ا

ب  رداره  ا ۱ .۲
م  ان  ن  د م  رت  ب ت  ای  ی -n ی  ک م  ف  ه  وم ب  ا پ  ی  ش ف  ص  ل در

y = (y۱,y۲, . . . ,yn)

را y ب  ردار ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه م  ی ک  ن  ی  م. ن  ام  گ  ذاری ب  ردار ی  ک آن  را ف  ص  ل ای  ن در ش  دی  د. آش  ن  ا ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از
زی  ر اع  داد ب  ردار، ای  ن در ن  وش  ت  ه ای  م. پ  ررن  گ لات  ی  ن ح  رف ب  ا

yi, (i = ۱, . . . ,n)

اع  داد ه  م  گ  ی yi م  ؤل  ف  ه ه  ای م  ی ش  ن  اس  ن  د. y ب  ردار بُ  ع  د ب  ن  ام را (n (ی  ع  ن  ی م  ؤل  ف  ه ه  ا ت  ع  داد و y م  ؤل  ف  ه ه  ای را
ب  ا ک  ه م  ی س  ازد را n-بُ  ع  دی ح  ق  ی  ق  ی ف  ض  ای بُ  ع  دی، -n ب  رداره  ای ه  مۀ م  ج  م  وعۀ ه  م  چ  ن  ی  ن ح  ق  ی  ق  ی ان  د.

م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان Rn

ت  ای  ی چ  ه  ار ب  رداری واق  ع در ک  ه ک  رد ت  وص  ی  ف زی  ر ب  ه ش  ک  ل م  ی ت  وان را EU اق  ت  ص  ادی واح  د ی  ک م  ث  لاً
م  ی ب  اش  ن  د: y۴ = ت  ول  ی  د و y۳ = ک  ارگ  ران ت  ع  داد ،y۲ = س  رم  ای  ه ذخ  ی  ره ،y۱ = س  ود آن در اس  ت.

.EU = س  ود) س  رم  ای  ه، ذخ  ی  ره ک  ارگ  ران، ت  ع  داد (ت  ول  ی  د، .۱ .۲ م  ث  ال

آن گ  اه ب  اش  د، xi ⩾ yi :i ه  ر ب  رای اگ  ر .xi = yi :i = ۱, . . . ,n ه  ر ب  رای ه  رگ  اه x = y ف  ض  ا، ای  ن در
م  ی ن  وی  س  ی  م: y و x ب  ردار دو م  ق  ای  س  ه ب  رای

x = (x۱, . . . ,xn)⩾ y = (y۱, . . . ,yn)



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۲۶

اس  ت؛ ب  رق  رار x ⩽ y ح  ت  م  اً آن گ  اه ن  ب  اش  د، x > y اگ  ر ک  ه ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ط  ب  ی  ع  ت ب  رخ  لاف ک  ن  ی  د ت  وج  ه
و x ⩾ y راب  طۀ ن  ه y = (۰, ۱) و x = (۱, ۰) ب  ردار دو ب  رای م  ث  لاً ن  دارد. وج  ود چ  ی  زی چ  ن  ی  ن ب  رداره  ا ب  ی  ن در

ن  ی  س  ت  ن  د. ب  رق  رار ه  ی  چ  ک  دام واق  ع در و x ⩽ y راب  طۀ ن  ه
اس  ک  ال  ر را ب  اش  د (۱/۳ ی  ا ۲ (م  ان  ن  د م  ع  ی  ن ع  دد ی  ک م  ق  دارش ک  ه م  ت  غ  ی  ری ه  ر ری  اض  ی  ات، ن  ظ  ر از
ن  ام  ی  ده (پ  وچ) ص  ف  ر ب  ردار م  ی ده  ن  د، ن  ش  ان ه  م 0 ب  ا را آن گ  اه  ی ک  ه 0 = (۰, . . . , ۰) ب  ردار م  ی ن  ام  ن  د.

م  ی ش  ود.
را x ب  ردار ،xi > ۰ اگ  ر و ن  ام  ن  ف  ی را x آن گ  اه xi ⩾ ۰ ،i ه  ر ازای ب  ه x = (x۱, . . . ,xn) ب  ردار در اگ  ر

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ل  ق  ی م  ث  ب  ت
ب  رداره  ا ج  ب  ری خ  واص ۱ .۱ .۲

ت  ع  ری  ف زی  ر ط  ب  ی  ع  ی ب  ه ص  ورت y = (y۱, . . . ,yn) و x = (x۱, . . . ,xn) ب  ردار دو ت  ف  ری  ق و ج  م  ع
م  ی ش  ود:

x+y = (x۱ + y۱, . . . ,xn + yn), x−y = (x۱ − y۱, . . . ,xn − yn)

اس  ت: زی  ر ب  ه ش  ک  ل بُ  رداری λy اس  ک  ال  ری ض  رب ب  اش  د، اس  ک  ال  ر ی  ک λ ∈ R ک  ه ح  ال  ت  ی در

λy = (λy۱, . . . ,λyn)

(ب  ن  گ  اه) اق  ت  ص  ادی واح  د ی  ک ن  م  ای  ش ب  ردار EU۱ = (Y۱,L۱,K۱,P۱) ک  ن  ی  م ف  رض .۲ .۲ م  ث  ال
(ک  ه EU۲ = (Y۲,L۲,K۲,P۲) ن  م  ای  ش ب  ردار ب  ا دی  گ  ری واح  د ب  ا ب  خ  واه  د واح  د ای  ن اگ  ر ب  اش  د.
ب  ه ش  ک  ل ش  ده ادغ  ام واح  د ن  م  ای  ش ب  ردار ای  ن ص  ورت در ش  ود، ادغ  ام اس  ت) EU۱ ب  ا م  ت  م  ای  ز
ت  ف  اض  ل ب  ه ص  ورت EU۲ ک  ه اس  ت ب  دی  ه  ی ح  ال  ت ای  ن در آم  د. خ  واه  د در EU۳ = EU۱ +EU۲

ش  ود. ن  وش  ت  ه EU۳ −EU۱

ای  ن ص  ورت: در ،(EU۱ = EU۲ (ی  ع  ن  ی ب  اش  ن  د ی  ک  س  ان  ی م  خ  ت  ص  ات دارای واح  د دو ای  ن اگ  ر

EU۳ = ۲EU۱۱

م  ث  ال  ه  ای ب  ق  یۀ ال  ب  ت  ه و م  ث  ال ای  ن در اگ  رچ  ه ک  ن  د. م  ی م  ع  ن  ی را اس  ک  ال  ری ض  رب م  ف  ه  وم ب  واق  ع ک  ه
(۲Y۱,۲L۱,۲K۱,۲P۱)اس  ت ب  ردار م  ن  ظ  ور .۱



۲۷ ی  س ه  ا م  ات  ر و ب  رداره  ا

س  ود م  ث  ال ای  ن در اس  ت م  م  ک  ن ال  وص  ف م  ع ش  ود م  ی ارائ  ه ت  وص  ی  ف  ی ط  ب  ی  ع  ت  ی ب  ا ک  ت  اب اق  ت  ص  ادی
ش  ود. P۱ +P۲ ت  ع  داد از ک  م  ت  ر ی  ا ب  ی  ش  ت  ر واح  د دو ادغ  ام از ح  اص  ل

آورد: دس  ت ب  ه  ت  ع  ری  ف ک  م  ک ب  ا و ف  وق ب  رداری اع  م  ال ب  رای م  ی ت  وان را زی  ر خ  واص
a۱. x+y = y+x ,(ج  اب  ج  ای  ی) b۱. (x+y)+ z = x+(y+ z) (ش  رک  ت پ  ذی  ری)
c۱. x+0 = x, d۱. x+(−x) = 0
a۲. ۱x = x, b۲. λ (µx) = (λ µ)x

a۳. (λ +µ)x = λx+µx, b۳. λ (x+y) = λx+λy

ک  ن  ی  د. ث  اب  ت را خ  واص ای  ن ک  ن  ی  د س  ع  ی .۱ .۲ ی  ن ت  م  ر
آن ه  ا ب  ی  ن اع  م  ال و ب  رداره  ا ه  ن  دس  ی ت  ع  ب  ی  ر ۲ .۱ .۲

ان  ت  ه  ای و (۰, ۰) م  ب  دأ اب  ت  دای ب  ا ج  ه  ت دار پ  اره خ  ط ی  ک ب  ا را z = (α۱,α۲) ب  ردار ،R۲ ص  ف  حۀ در
گ  وی  ن  د. م  ی ه  م z ن  ق  طۀ م  ک  ان ب  ردار ب  ردار، ای  ن ب  ه داد. ن  ش  ان م  ی ت  وان ه  م (α۱,α۲) ن  ق  طۀ

y

xO α۱

α۲
z = (α۱,α۲)

R۲ ص  ف  ح  ه در ب  ردار ی  ک :۱ .۲ ش  ک  ل

ب  ردار دو م  ج  م  وع
z۱ = (α۱,β۱), z۲ = (α۲,β۲)

ب  ا م  ت  وازی الاض  لاع  ی ق  ط  ر ب  ردار، ای  ن م  ی آی  د. ب  دس  ت z۱ + z۲ = (α۱ +α۲,β۱ +β۲) ب  ه ص  ورت
.(۲ .۲ (ش  ک  ل اس  ت z۲ و z۱ اض  لاع

اث  ری ب  ه ت  رت  ی  ب ب  اش  د (|λ | < ۱ (ی  ا |λ | > ۱ ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ردار ی  ک در λ اس  ک  ال  ر ض  رب
و اس  ت ی  ک  ی z ب  ا λz ب  ردار ج  ه  ت ،λ > ۰ ح  ال  ت  ی ک  ه در دارد. ب  ردار ط  ول روی ان  ق  ب  اض  ی) (ی  ا ان  ب  س  اط  ی
ش  ک  ل در م  ی ده  د). ق  رار z ب  ردار م  خ  ال  ف ام  ت  داد (در م  ی چ  رخ  ان  د ۱۸۰◦ را λz ب  ردار ج  ه  ت λ م  ن  ف  ی ع  دد

ب  ب  ی  ن  ی  د. −۱ < λ۲ < ۰ و λ۱ > ۱ ازای ب  ه و x ب  ردار ب  رای را اس  ک  ال  ر ض  رب (۳ .۲)



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۲۸

prxa ب  ا xه  ا م  ح  ور روی ب  ر a ب  ردار ت  ص  وی  ر (۵ .۲) ش  ک  ل در و z۱ − z۲ ت  ف  اض  ل (۴ .۲) ش  ک  ل در
اس  ت. ش  ده داده ن  ش  ان

y

x
O

x

λ۱x

λ۲x

اس  ک  ال  ر در ب  ردار ی  ک ض  رب :۳ .۲ ش  ک  ل

y

xO

z۲

z۱

z۱ + z۲

α۱

β۱

α۱ +α۲

β۱ +β۲

α۲

β۲

ب  ردار دو م  ج  م  وع :۲ .۲ ش  ک  ل

y

xO

z۲ − z۱

z۱

z۲

ص  ف  ح  ه در ب  ردار دو ت  ف  اض  ل :۴ .۲ ش  ک  ل

را λ۱, . . . ,λs ح  ق  ی  ق  ی اع  داد اگ  ر ه  س  ت  ن  د. Rn در ب  رداره  ا از م  ج  م  وع  ه ای z۱, . . . ,zs ک  ن  ی  م ف  رض
ث  ان  ی  اً و ن  ب  وده ص  ف  ر ه  م ب  ا ه  م  ه اولاً ک  ه ی  اف  ت ب  ت  وان ط  وری

s

∑
i=۱

λizi = λ۱z۱ +λ۲z۲ + · · ·+λszs = 0

م  ی ن  ام  ن  د۲. خ  ط  ی واب  س  ت  ه را z۱, . . . ,zs ب  رداره  ای ای  ن ص  ورت در
اس  ت. (خ  ط  ی) واب  س  ت  ه ب  رداره  ای از م  ج  م  وع  ه ای {z۱, . . . ,zs} م  ج  م  وع  ه م  ی گ  وی  ن  د گ  اه  ی .۲



۲۹ ی  س ه  ا م  ات  ر و ب  رداره  ا

خ  ط  ی ان  د، واب  س  ت  ه ب  رداره  ای c = (۷,۸,۹) و b = (۴,۵,۶) ،a = (۱,۲,۳) ب  رداره  ای .۳ .۲ م  ث  ال
ی  را ز

(۱×a)+(−۲×b)+(۱× c) = 0

:z۱, . . . ,zs ب  رداره  ای ب  رای ه  رگ  اه

λ۱z۱ +λ۲z۲ + · · ·+λszs = 0

خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل را ف  وق ب  رداره  ای ای  ن ص  ورت در ه  س  ت  ن  د ص  ف  ر (i = ۱, . . . ,s) λiه  ا ه  م  ه ب  گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه و
ب  رداره  ای م  ث  لاً م  ی گ  وی  ن  د.

e۱ = (۱, ۰, . . . , ۰),e۲ = (۰, ۱, . . . , ۰), . . . ,en = (۰, . . . , ۰, ۱)

ش  ود). م  ی دی  ده ۶ .۲ ش  ک  ل در n = ۳ ح  ال  ت از (ن  م  ای  ش  ی خ  ط  ی ان  د م  س  ت  ق  ل ه  م  گ  ی Rn در واق  ع

x

y

z

e۱ = (۱, ۰, ۰)

e۲ =
(۰, ۱, ۰)

e ۳
=
(۰
,۰
,۱
)

R۳ در واح  د ب  رداره  ای :۶ .۲ ش  ک  ل

y

xO

a

prxa
x م  ح  ور روی ب  ردار ی  ک ت  ص  وی  ر :۵ .۲ ش  ک  ل

λi(i=۱,...,s) 6= ۰ ح  داق  ل ت  ع  ری  ف، ب  ن  اب  ه ان  د. خ  ط  ی واب  س  ت  ه ب  رداره  ای  ی z۱, . . . ,zs ک  ن  ی  د ف  رض اک  ن  ون
ک  ه: ه  س  ت ای

λ۱z۱ + · · ·+λizi + · · ·+λszs = 0

آن  ج  ا از و λizi =−∑i−۱
j=۱ λ jz j −∑s

j=i+۱ λ jz j ای  ن رو، از

zi = µ۱z۱ + · · ·+µi−۱zi−۱ +µi+۱zi+۱ + · · ·+µszs (۱ .۲)



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۳۰

.k 6= i و k = ۱, . . . ,s ب  ه ازای µk =
−λk
λi

آن در ک  ه
ی  اف  ت α۱, . . . ,αn ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ه  رگ  اه گ  وی  ن  د b۱, . . . ,bn ب  رداره  ای از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب  ی را a ب  ردار

ک  ه ش  ون  د
a =

n

∑
i=۱

αibi = α۱b۱ + · · ·+αnbn

ن  وش  ت  ه z۱, · · · ,zi−۱,zi+۱, . . . ,zs ب  رداره  ای از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ب  ه ص  ورت ب  الا) (در zi ب  ه ط  ورخ  اص،
ک  ردی  م: اث  ب  ات واق  ع در ش  د.

آن  ه  ا، از ی  ک  ی ح  داق  ل آن گ  اه ب  اش  ن  د، خ  ط  ی واب  س  ت  ه z۱,z۲, . . . ,zs ب  رداره  ای اگ  ر .۱ .۲ ق  ض  ی  ه
دی  گ  ر از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب آن ه  ا از ی  ک  ی ک  ه ب  رداره  ای  ی ب  ال  ع  ک  س، ب  رداره  اس  ت. ب  ق  ی  ه از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب

ه  س  ت  ن  د. خ  ط  ی واب  س  ت  ه ب  اش  ن  د، ب  رداره  ا
R۲ در ه  ن  دس  ی ت  ع  ب  ی  ر ۳ .۱ .۲

ب  ر خ  ط  ی ان  د؟ واب  س  ت  ه λz و z ب  ردار دو ،۷ .۲ ش  ک  ل در آی  ا ک  ن  ی  د. ت  وج  ه ۸ .۲ و ۷ .۲ ش  ک  ل دو ب  ه
ت  رک  ی  ب  ی λ۱z۱ +λ۲z۲ ک  ه م  ی ف  ه  م  ی  م چ  ن  ی  ن ۸ .۲ ش  ک  ل از ده  ی  د، م  ی س  ئ  وال ای  ن ب  ه ک  ه ج  واب  ی خ  لاف

ه  س  ت  ن  د: R۲ در خ  ط  ی واب  س  ت  ه ب  رداره  ای  ی س  ه، ه  ر واق  ع در و اس  ت z۲ و z۱ ب  ردار دو از خ  ط  ی

y

x
O

λ۱z۱

λ۲z۲

λ۱z۱ +λ۲z۲

z۱

z۲

ب  ردار دو خ  ط  ی ت  رک  ی  ب :۸ .۲ ش  ک  ل

y

x
O

z

λz

خ  ط  ی ان  د؟ واب  س  ت  ه ب  رداره  ا ای  ن آی  ا :۷ .۲ ش  ک  ل

ی  د: ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در Rn در را ی  ر ز ب  ردار n .۱ .۲ ت  ذک  ر

a۱ = (۱,−۲, ۰, ۰, . . . , ۰), a۲ = (۰, ۱,−۲, ۰, . . . , ۰), · · · ,an−۱ = (۰, ۰, . . . , ۰, ۱,−۲)



۳۱ ی  س ه  ا م  ات  ر و ب  رداره  ا

an = (−۲−(n−۱), ۰, . . . , ۰, ۰, ۱) (⋆)

ه  س  ت  ن  د. خ  ط  ی واب  س  ت  ه a۱, · · · ,an ل  ذا ۲−na۱ + ۲۱−na۲ + · · ·+ ۲−۱an = 0 ک  ه آن  ج  ای  ی از
واق  ع در اس  ت. ک  وچ  ک  ی ب  س  ی  ار ع  ددی ۲۱−n ل  ذا و ۲۱−n < ۱۰−۱۲ آن گ  اه n > ۴۰ وق  ت  ی ک  ن  ی  د ت  وج  ه
م  ی ت  وان ل  ذا و اس  ت ص  ف  ر ی  ب  اً ت  ق  ر ۲−n ع  دد ک  ام  پ  ی  وت  ری م  ح  اس  ب  ات دی  د از ب  اش  د، n > ۶۴ اگ  ر
م  ج  م  وعۀ ب  ه (⋆) ل  ذا و ش  ده an = (۰, · · · , ۱) ش  ب  ی  ه ه  ا an ،(⋆) دس  ت  گ  اه در ک  ه ک  رد ت  ص  ور ای  ن ط  ور

ی  ر ز
a۱︷ ︸︸ ︷

(۱,−۲, ۰, ۰, . . . , ۰), (۰, ۱,−۲, ۰, . . . , ۰)︸ ︷︷ ︸
a۲

, · · · ,(۰, ۰, . . . , ۰, ۱,−۲)︸ ︷︷ ︸
an−۱

, (۰, ۰, . . . , ۰, ۰, ۱)︸ ︷︷ ︸
an

اع  داد ک  ردن گِ  رد چ  ق  در ک  ه داد ن  ش  ان م  ث  ال ای  ن م  ی ش  ود(چ  را؟). ت  ب  دی  ل خ  ط  ی  م  س  ت  ق  ل ب  رداره  ای از
اس  ت. گ  ذار اث  ر ب  رداره  ا از دس  ت  ه ای ب  ودن خ  ط  ی واب  س  ت  ه ی  ا و خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل در

دارن  د؟ خ  ط  ی واب  س  ت  گ  ی ی  ر ز ب  رداره  ای دس  ت  ه از ک  دام  ی  ک ک  ن  ی  د ت  ح  ق  ی  ق .۲ .۲ ی  ن ت  م  ر
.a = (۱,۲, ۱), b = (−۲,۳,−۲), c = (۷,۴,۷) ال  ف)

.a = (۱,۲,۳), b = (۰,−۱,۳), c = (۲,−۱,۲) ب)

ب  ردار دو ن  ق  ط  ه ای ض  رب ۲ .۲
ی  ر ز ب  ه ش  ک  ل y = (y۱, · · · ,yn) و x = (x۱, · · · ,xn) ب  ردار دو ن  ق  ط  ه ای ض  رب .۱ .۲ ی  ف ت  ع  ر

ب  ردار: ی  ک ن  ه و اس  ت ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ی  ک ع  م  ل، ای  ن ح  اص  ل ک  ن  ی  د ت  وج  ه م  ی ش  ود. ی  ف ت  ع  ر

(x,y) = x۱y۱ + · · ·+ xnyn =
n

∑
i=۱

xiyi ∈ R (۲ .۲)

ی  م: دار a۲ = (۰, ۱,−۲, ۰, . . . , ۰) و a۱ = (۱,−۲, . . . , ۰) ب  ه ازای .۴ .۲ م  ث  ال

(a۱,a۲) = ۱× ۰+(−۲)× ۱+ ۰× (−۲)+ ۰× ۰+ · · ·+ ۰× ۰ =−۲

ف  رض ب  ا دارد. ق  رار خ  ان  واده ای م  ص  رف  ی س  ب  د در ک  الا n ک  ن  ی  د ف  رض خ  ان  وار). (ه  زی  ن  ه ۵ .۲ م  ث  ال
م  ص  رف  ی م  ق  ادی  ر ب  ردار را q و ک  الا n ق  ی  م  ت ه  ای ن  ش  ان  گ  ر ب  ردار را p اق  ت  ص  ادی، ف  ض  ای ب  ودن رق  اب  ت  ی
ب  دس  ت q و p ن  ق  ط  ه ای ض  رب ب  ا خ  ان  وار ک  ل ه  زی  ن  ه ب  ه وض  وح، ی  م. م  ی گ  ی  ر ن  ظ  ر در ک  الا n ای  ن م  ت  ن  اظ  ر

.E = (p,q) ی  ع  ن  ی م  ی آی  د.
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م  س  ت  ق  ی  م  اً م  ی ت  وان y و x ب  ردار دو داخ  ل  ی ض  رب ب  رای را زی  ر خ  واص ،۱ .۲ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا
اس  ت): دل  خ  واه اس  ک  ال  ری λ ) آورد ب  دس  ت

ت  ق  ارن) ی  ا (ج  اب  ج  ای  ی (x,y) = (y,x) (۱)
(λx,y) = λ (x,y) (۲)

(پ  خ  ش  ی) (x۱ +x۲,y) = (x۱,y)+(x۲,y) (۳)
(x,x)⩾ ۰ و (x,x) = ۰ ⇔ x = 0 (۴)

ب  ردار دو ب  ی  ن زاوی  ه ب  ردار، ی  ک ط  ول ۱ .۲ .۲
ب  ه ع  ب  ارت .|x|=√(x,x) ع  دد از اس  ت ع  ب  ارت x ∈ Rn دل  خ  واه ب  ردار ی  ک ط  ول .۲ .۲ ی  ف ت  ع  ر

:x = (x۱, . . . ,xn) ب  ردار ب  رای دی  گ  ر

|x|=
√

x۲
۱ + · · ·+ x۲

n

اس  ت. م  ث  ب  ت م  ق  داری ب  ه وض  وح ک  ه
اس  ت: م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل ی  ر ز ب  ه ص  ورت Rn در y و x ن  اص  ف  ر و دل  خ  واه ب  ردار دو ب  ی  ن φ زاوی  ه

cosφ =
(x,y)
|x||y|

, ۰ ⩽ φ ⩽ π (۳ .۲)

واق  ع در ول  ی ک  ن  ی  د. ت  ردی  د ب  ج  اس  ت واق  ع  اً cosφ ب  ا آن ارت  ب  اط و ف  وق ت  ع  ری  ف آی  ا ای  ن  ک  ه در اس  ت م  م  ک  ن
x = (x۱,y۱) م  س  ط  ح ب  ردار دو ک  ار ای  ن ب  رای دارد. ق  رار [−۱, ۱] ب  ازه در ع  ددی ت  س  اوی راس  ت ط  رف
ب  ا و y−x = (y۱ − x۱,y۲ − x۲) آن  ج  ا از .(۹ .۲ (ش  ک  ل ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را R۲ در y = (x۲,y۲) و

ه  ن  دس  ه در ک  س  ی  ن  وس ه  ا ق  اع  ده از اس  ت  ف  اده

|y−x|۲︸ ︷︷ ︸
(y۱−x۱)۲+(y۲−x۲)۲

=

y۲
۱+x۲

۱+y۲
۲+x۲

۲︷ ︸︸ ︷
|y|۲ + |x|۲ −۲|y||x|cosφ︸ ︷︷ ︸√

y۲
۱+y۲

۲
√

x۲
۱+x۲

۲ cosφ

م  ی رس  ی  م. cosφ =
y۱x۱ + y۲x۲√

y۲
۱ + y۲

۲
√

x۲
۱ + x۲

۲
=

(x,y)
|x||y|

ن  ت  ی  ج  ه ب  ه س  ازی س  اده از ب  ع  د ل  ذا و
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y

xO

y

x

y−x

y۱

y۲

x۱

x۱

φ

ب  ردار دو ب  ی  ن زاوی  ه :۹ .۲ ش  ک  ل

و اگ  ر x ⊥ y م  ع  ادلاً .φ =
π
۲ ه  رگ  اه م  ی ن  ام  ن  د، م  ت  ع  ام  د را Rn در y و x ب  ردار دو .۳ .۲ ی  ف ت  ع  ر

۳.(x,y) = ۰ اگ  ر ت  ن  ه  ا
آن گ  اه ب  اش  ن  د، Rn در م  ت  ع  ام  د ب  رداره  ای دو y و x اگ  ر (ف  ی  ث  اغ  ورث). ۲ .۲ ق  ض  ی  ه

|x+y|۲ = |x|۲ + |y|۲ (۴ .۲)

ل  ذا |x+y|۲ = (x+y,x+y) = (x,x)+(x,y)+(y,x)+(y,y) چ  ون ب  ره  ان.

|x+y|۲ = |x|۲ + |y|۲

در م  ت  ع  ام  د دو ب  ه دو ب  رداره  ای از م  ج  م  وع  ه ای z۱, . . . ,zs ی  م گ  ی  ر .(۲ .۲ ق  ض  ی  ه (ت  ع  م  ی  م ۳ .۲ ق  ض  ی  ه
ای  ن ص  ورت در ب  اش  د۴ Rn

|z۱ + z۲ + · · ·+ zs|۲ = |z۱|۲ + |z۲|۲ + · · ·+ |zs|۲ (۵ .۲)

م  ع  ادلاً و −۱ ⩽ (x,y)/|x||y| ⩽ ۱ پ  س φ ∈ [۰,π] ،(۳ .۲) ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ره  ان.

(x,y)۲ ⩽ (x,x) • (y,y) (۶ .۲)
م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان x ⊥ y ن  م  اد راب  ا ب  ودن م  ت  ع  ام  د .۳

.(zi,z j) = ۰ داری  م م  ت  م  ای  ز j و i ه  ر ب  رای ای  ن  ج  ا در .۴
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م  ی ن  ام  ن  د. ک  وش  ی ن  ام  ع  ادل  ه را (۶ .۲) ن  ام  ع  ادل  ه ک  ن  د. م  ی اث  ب  ات را ادع  ا ک  ه

دو ب  ه ازای اس  ت. درس  ت φ ∈ [۰,π] ف  رض چ  را ک  ه م  ی پ  ردازی  م س  ؤال ای  ن ج  واب ی  اف  ت  ن ای  ن ب  ه ح  ال
ت  ع  ری  ف ب  ن  اب  ه و λ ∈ R ع  دد و x,y ∈ Rn ب  ردار

(x−λy,x−λy)⩾ ۰

م  ع  ادل  ه م  ب  یّ  ن چ  ون و ب  وده ن  ام  ن  ف  ی λ ۲(y,y)− ۲λ (x,y)+(x,x) ی  ع  ن  ی

λ ۲(y,y)− ۲λ (x,y)+(x,x) = ۰

م  ی ک  ن  د. ث  اب  ت را ک  وش  ی ن  ام  س  اوی ای  ن .(x,y)۲ − (x,x)(y,y)⩽ ۰ ن  اچ  اراً پ  س ب  اش  د، م  ث  ب  ت ن  م  ی ت  وان  د

،Rnدر y و x ه  ر ب  رای .۴ .۲ ن  ت  ی  ج  ه

|x+y|⩽ |x|+ |y| (۷ .۲)

چ  ون و |x+y|۲ = (x+y,x+y) = (x,x)+ ۲(x,y)+(y,y) م  ی دان  ی  م ب  ره  ان.

۲(x,y)⩽ ۲|(x,y)|⩽ ۲|x||y|

.|x+y|۲ ⩽ (x,x)+ ۲|x| · |y|+(y,y) = (|x|+ |y|)۲ پ  س

درس  ت  ی R۲ ص  ف  ح  ه در w = u+v و v = (−۳, ۱) و u = (۱,۲) ب  رداره  ای رس  م ب  ا .۳ .۲ ی  ن ت  م  ر
ک  ن  ی  د. ت  ح  ق  ی  ق را (۷ .۲) ن  ام  س  اوی

ک  ن  ی  د: ح  ل را ی  ر ز م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه .۴ .۲ ی  ن }ت  م  ر
(۰, ۰, ۱, ۱)⊥ x, (۱,۲, ۰,−۱)⊥ x, 〈x,a〉= |a| · |x|

}
اس  ت. R۴ در م  ج  ه  ول ب  رداری x و a = (۲, ۱, ۰, ۰) آن در ک  ه
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دس  ت  گ  اه ح  ال ب  اش  ن  د.۵ خ  ط  ی واب  س  ت  ه ه  رگ  اه گ  وی  ن  د م  وازی را b و a ب  ردار دو .۵ .۲ ی  ن ت  م  ر
ک  ن  ی  د: ح  ل را ی  ر ز م  ع  ادلات

{
(۰, ۰,−۳,۴) || x, |x|= ۱۵

}
ی  د: آور ب  دس  ت R۴ در ی  ر ز رئ  وس ف  رض ب  ا را ABC م  ث  ل  ث زاوی  ه ی  ن ب  زرگ  ت  ر .۶ .۲ ی  ن ت  م  ر

A = (۰, ۱,۲, ۰), B = (۰, ۱, ۰,−۱), C = (۰, ۱,۲, ۰)

م  ط  ل  وب ب  اش  ن  د، R۴ در ن  ق  اط  ی C(۱, ۱, ۰, ۰) و B(۱,−۱, ۱,−۱) ،A(۰, ۱,۲,۳) اگ  ر .۷ .۲ ی  ن ت  م  ر
.ABC م  ث  ل  ث از AM م  ی  ان  ه ط  ول اس  ت

ک  ارخ  ان  ه دو اق  ت  ص  ادی: م  ث  ال ی  ک ۳ .۲
دو، ه  ر ک  ه م  ی دان  ی  م م  ی ک  ن  د. اداره را م  خ  ت  ل  ف م  ح  ل دو در ک  ارخ  ان  ه دو ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را ش  رک  ت  ی
ای  ن  ک  ه ب  ا م  ی ک  ن  ن  د. ت  ول  ی  د ورودی از ی  ک  س  ان  ی ن  وع از اس  ت  ف  اده ب  ا را واح  د) ۱۰ (م  ث  لاً خ  روج  ی ی  ک  س  ان  ی م  ی  زان
ش  رک  ت م  دی  ری  ت اس  ت. ی  ک  س  ان خ  روج  ی س  ط  ح ام  ا اس  ت م  ت  ف  اوت ک  ارخ  ان  ه ه  ا ای  ن ب  ی  ن ورودی ه  ا م  ق  ادی  ر
ای  ن م  دی  ران از زی  ر اط  لاع  ات اس  ت. ب  الات  ر ۱ ک  ارخ  ان  ه از ۲ ک  ارخ  ان  ه در ت  ول  ی  د ه  زی  ن  ه ک  ه م  ی ش  ود م  ش  ک  وک

ش  ده ان  د. ج  م  ع آوری ک  ارخ  ان  ه ه  ا

۱ ک  ارخ  ان  ه
م  ص  رف ش  ده م  ق  دار ق  ی  م  ت ورودی

۹ ۳ ۱ ورودی
۱۰ ۵ ۲ ورودی
۸ ۷ ۳ ورودی

۲ ک  ارخ  ان  ه
م  ص  رف ش  ده م  ق  دار ق  ی  م  ت ورودی

۸ ۴ ۱ ورودی
۱۲ ۷ ۲ ورودی

۹ ۳ ۳ ورودی
م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان a||b ب  ا را ب  ردار دو ب  ودن م  وازی .۵
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م  ی ک  ن  ن  د؟ ت  أی  ی  د را ش  رک  ت ی  ت م  دی  ر ش  ک اط  لاع  ات ای  ن آی  ا .۱ .۲ س  ئ  وال
در iام ورودی ق  ی  م  ت ی  م. ب  پ  رداز ه  زی  ن  ه ت  اب  ع م  ح  اس  ب  ه ب  ه ب  ای  س  ت  ی س  ؤال ای  ن ب  ه پ  اس  خ ب  ه م  ن  ظ  ور
ام j ک  ارخ  ان  ه ت  ول  ی  د در ش  ده اس  ت  ف  اده iام ورودی ت  ع  داد ن  ش  ان  گ  ر را xi j و wi j ب  ا را ام j ک  ارخ  ان  ه
ان  د پ  ذی  ر ب  خ  ش  چ  ن  ان م  ق  ادی  ر ای  ن دوی ه  ر ک  ن  ی  د ف  رض ب  ع  لاوه .(i = ۱,۲,۳ و j = ۱,۲) ی  م م  ی گ  ی  ر
ه  ر م  ق  دار ض  رب از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ول  ی  د ه  زی  ن  ه ای  ن ص  ورت در ه  س  ت  ن  د. ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ب  ا ب  ی  ان ق  اب  ل ک  ه

م  ی ش  ود. م  ح  اس  ب  ه ورودی ه  ا ت  م  ام ج  م  ع و خ  ود ق  ی  م  ت در ورودی
واق  ع  ی ف  ض  ای در (p,q) ب  رداره  ای ت  ع  داد و ق  ی  م  ت ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ب  ه ای  ن ی  اض  ی، ر دی  د از
q و p دوی ه  ر دی  گ  ر، ب  ی  ان ب  ه اس  ت. ش  ده ی  ف ت  ع  ر ن  ی  ز آن ه  ا داخ  ل  ی ح  اص  ل  ض  رب و ش  ده ی  ف ت  ع  ر

ن  وش  ت: ی  ر ز ف  رم ب  ه م  ی ت  وان را م  ورد ای  ن در ه  زی  ن  ه ت  اب  ع ه  س  ت  ن  د. R۳ ف  ض  ای در

c = (w,q) (۸ .۲)

اس  ت. ع  ددی ک  م  ی  ت  ی c ه  زی  ن  ه اس  ت ب  دی  ه  ی
۱ ک  ارخ  ان  ه در م  ی ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه را ه  زی  ن  ه اخ  ی  ر راب  ط  ه و ب  الا) (ج  داول داده ه  ا از اس  ت  ف  اده ب  ا
ه  زی  ن  ه ۲ ک  ارخ  ان  ه در دی  گ  ر، س  وی از اس  ت. ۱۳.۳ واح  د ه  زی  ن  ه ای  ن  ک  ه ب  ر دارد دلال  ت و ۱۳۳ ک  ل ه  زی  ن  ه
از اس  ت. اول ک  ارخ  ان  ه از ب  الات  ر ک  ه م  ی ک  ن  د ارائ  ه را ۱۴.۳ واح  د ه  زی  ن  ه واق  ع در و اس  ت ۱۴۳ ت  ول  ی  د

م  ی رس  د. ب  ن  ظ  ر م  ع  ق  ول  ی ادع  ای س  وء ظ  ن، ای  ن رو

در ورودی ب  الات  ر ق  ی  م  ت ه  زی  ن  ه؛ ت  ف  اوت دل  ی  ل ک  ه م  ی ک  ن  د ادع  ا ۲ ک  ارخ  ان  ه م  دی  ر .۲ .۲ س  ئ  وال
م  ی ک  ن  ن  د؟ ت  أی  ی  د را او ادع  ای دس  ت  رس، در اط  لاع  ات آی  ا اس  ت. دی  گ  ران ب  ا م  ق  ای  س  ه در خ  ود م  ن  ط  ق  ه

و داده ن  ش  ان p۲ و p۱ ب  ا ب  ه ت  رت  ی  ب را ۲ و ۱ ک  ارخ  ان  ه ب  رای ورودی ق  ی  م  ت ب  رداره  ای پ  اس  خ، ب  رای
در ب  رداره  ای  ی ه  ردو آن  ج  اک  ه از .(p۲ = λp۱) اس  ت اول  ی از λ ی  ب ض  ر ی  ک دوم  ی م  ی ک  ن  ی  م ف  رض
.|p۲|= λ |p۱| ط  ول ی  ف ت  ع  ر ب  ه ت  وج  ه ب  ا و ش  ده ی  ف ت  ع  ر دو ه  ر ب  رای ط  ول ه  س  ت  ن  د، R۳ ف  ض  ای
ق  ی  م  ت از ۲ ک  ارخ  ان  ه درح  ال  ی ک  ه م  ی ب  رد ب  ه  ره  ۳ و ۲ ورودی ب  رای پ  ای  ی  ن ت  ر ق  ی  م  ت ه  ای از ۱ ک  ارخ  ان  ه
ب  رداره  ای ط  ول م  ی ت  وان ی  ب  ی ت  ق  ر ح  دس  ی ب  ا و ب  ه س  ادگ  ی م  ی ب  رد. ب  ه  ره ۳ ورودی ب  رای ت  ن  ه  ا پ  ای  ی  ن ت  ر
م  دی  ر ادع  ای ق  ی  م  ت  ی، داده ل  ذا .|p۱|= ۹.۱۱, |p۲|= ۸.۶۰ ی  ع  ن  ی ک  رد، م  ق  ای  س  ه را ورودی ق  ی  م  ت
ب  ه ش  دت (۲ (ورودی ورودی ی  ن گ  ران ت  ر از ۲ ک  ارخ  ان  ه دق  ی  ق ت  ر؛ ب  ررس  ی ب  ا م  ی ک  ن  د. رد را ۲ ک  ارخ  ان  ه
ش  ده (۳ (ورودی ورودی ی  ن گ  ران ت  ر از اس  ت  ف  اده از ج  ل  وگ  ی  ری ب  ه م  وف  ق ع  وض در و ک  رده اس  ت  ف  اده
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را خ  ود ک  ارخ  ان  ه در ورودی ه  ا از م  خ  ل  وط  ی ان  ت  خ  اب ب  ه م  ن  ج  ر دلای  ل ب  ای  د م  دی  ر ای  ن ب  ن  اب  رای  ن، اس  ت.
ده  د. ت  وض  ی  ح

ش  اخ  ص اع  داد دی  گ  ر: اق  ت  ص  ادی ک  ارب  رد ۴ .۲
اط  لاع  ات چ  گ  ون  ه دق  ی  ق  اً ک  ه اس  ت ای  ن ه  س  ت  ن  د آن درگ  ی  ر ک  ارب  ردگ  را اق  ت  ص  اددان  ان ک  ه م  ش  ک  لات  ی از ی  ک  ی
ب  ه ش  ک  ل م  ی ت  وان  د ک  الاه  ا ت  ع  داد و ق  ی  م  ت ه  ا از م  ی  ل  ی  ون ه  ا) واق  ع در (و ان  ب  وه  ی ب  ا م  رت  ب  ط خ  رد اق  ت  ص  اد
ت  ورم ن  رخ م  ی خ  واه  د ک  س  ی م  ث  ال، ب  رای ش  ون  د؟۶ ت  ج  م  ی  ع ت  ع  داد و ق  ی  م  ت م  ت  غ  ی  ره  ای از ک  وچ  ک داده ه  ای  ی
م  ی ب  ای  س  ت ب  ط  وری ک  ه اس  ت م  ع  م  ول ق  ی  م  ت س  ط  ح در ت  غ  ی  ی  ر ن  رخ ت  ورم، ب  زن  د. ت  خ  م  ی  ن را اق  ت  ص  اد ای  ن ب  رای
در را م  خ  ت  ل  ف ک  الای n ت  ع  داد ش  ود. م  ح  اس  ب  ه ک  الاه  ا ه  م  ه ب  رای و ق  ی  م  ت ه  ا در آن ت  غ  ی  ی  ر گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا
۰ زم  ان  ی ن  ق  ط  ه دو ب  ازای ای  ن رو از ده  ی  د. ن  ش  ان qi م  ت  ن  اظ  ر ت  ع  داد ب  ا و pi ب  ا را i ک  الای ق  ی  م  ت ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر

ب  ا ب  ت  رت  ی  ب زم  ان دو ای  ن در ک  الاه  ا ت  م  ام ک  ل ارزش ،t و

V ۰ =
n

∑
i

p۰
iq

۰
i (۹ .۲)

V t =
n

∑
i

pt
iq

t
i (۱۰ .۲)

اگ  ر آی  د. م  ی ب  دس  ت
q۰ = (q۰

۱, · · · ,q۰
n), p۰ = (p۰

۱, · · · , p۰
n)

دق  ی  ق  اً V ۰ = (p۰,q۰) آن  گ  اه ب  اش  ن  د، ک  الاه  ا ت  ع  داد و ق  ی  م  ت ه  ا ن  ظ  ی  ر (س  ط  ری) ب  رداره  ای ب  ت  رت  ی  ب
ی  ع  ن  ی qt و pt ب  رداره  ای ن  ق  ط  ه ای ح  اص  ل  ض  رب دق  ی  ق  اً V t و q۰ و p۰ ب  رداره  ای ن  ق  ط  ه ای ح  اص  ل  ض  رب
دوره) (ات  م  ام t و دوره) (ش  روع ۰ زم  ان ه  ای م  اب  ی  ن م  ع  م  ول، ب  ه ط  ور ک  ه داری  د ت  وج  ه اس  ت. V t = (pt,qt)

ت  ورم ن  رخ (۹ .۲) ب  ر (۱۰ .۲) ت  ق  س  ی  م ب  ا س  اده ب  ه ط  ور ل  ذا و ه  س  ت  ن  د م  ت  ف  اوت ک  الاه  ا ت  ع  داد ه  م و ق  ی  م  ت ه  م
اس  ت ش  اخ  ص ع  دد م  س  ئ  ل  ه ه  م  ان ای  ن ک  رد. ح  ذف را رخ  داد در ت  غ  ی  ی  ر اث  ر ب  ای  د واق  ع در ن  م  ی آی  د. ب  دس  ت را

دارد. ب  ل  ن  دی پ  ی  ش  ی  ن  ه ک  ه
ح  ل ب  رای ش  اخ  ص ع  دد م  ح  اس  ب  ه ج  ه  ت ب  ه را زی  ر ف  رم  ول (۱۸۳۴ -۱۹۱۳) لاس  پ  ی  رس ۱۸۷۱ س  ال در

در و ش  ده ت  ول  ی  د زم  ان) و م  ک  ان ک  ی  ف  ی  ت، ن  ظ  ر (از م  خ  ت  ل  ف ک  الاه  ای از ب  س  ی  اری آن در ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را اق  ت  ص  ادی .۶
دارن  د. وج  ود ش  دن گ  رف  ت  ه درن  ظ  ر ب  رای ق  ی  م  ت م  ی  ل  ی  ون ه  ا) ن  ه (اگ  ر ه  زاران واق  ع
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داد: ارائ  ه م  س  ئ  ل  ه ای  ن

PL =
∑n

i=۱ pt
iq

۰
i

∑n
i=۱ p۰

iq
۰
i

(۱۱ .۲)

ب  ه ع  ب  ارت ش  ده ان  د. وزن دار دوره ش  روع ت  ع  داد اوزان ت  وس  ط ق  ی  م  ت ه  ا ف  رم  ول، ای  ن در ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
ن  م  ی ش  ود. م  ن  ج  ر ت  ع  داد ت  رک  ی  ب در ت  غ  ی  ی  ر ی  ک ب  ه ق  ی  م  ت ت  غ  ی  ی  رات ک  ه ب  ود ک  رده ف  رض لاس  پ  ی  رس دی  گ  ر،

ش  روع ب  ه ج  ای را دوره پ  ای  ان وزن ه  ای از اس  ت  ف  اده پ  ی  ش  ن  ه  اد ،(۱۸۵۱ -۱۹۲۵) پ  اش  ه ،۱۸۷۴ س  ال در
داد: ارائ  ه دوره

PP =
∑n

i=۱ pt
iq

t
i

∑n
i=۱ p۰

iq
t
i

ارائ  ه را ب  الای  ی ت  خ  م  ی  ن پ  اش  ه ش  اخ  ص و واق  ع  ی ت  ورم از پ  ای  ی  ن  ی ت  خ  م  ی  ن لاس  پ  ی  رس ش  اخ  ص م  ق  ای  س  ه، در
م  ی ده  د.

ف  رم  ول ب  ن  دی ت  ع  داد و ق  ی  م  ت ب  رداره  ای ب  راس  اس را پ  اش  ه و لاس  پ  ی  رس ش  اخ  ص ه  ای .۸ .۲ ی  ن ت  م  ر
.PP =

(pt,qt)

(p۰,qt)
و PL =

(pt,q۰)
(p۰,q۰)

پ  اس  خ: از ک  ل  ی ن  م  ای ک  ن  ی  د.
ان  ت  ه  ای  ی و (t = ۰) اب  ت  دای  ی دوره ه  ای ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در را ک  الا س  ه دارای اق  ت  ص  اد ی  ک .۹ .۲ ی  ن ت  م  ر

ش  ده ان  د: ارائ  ه ی  ر ز ج  دول ب  ه ص  ورت ک  الاه  ا ت  ع  داد و ق  ی  م  ت (t = ۱)
(t = ۱) ت  ع  داد (t = ۱) ق  ی  م  ت (t = ۰) ت  ع  داد (t = ۰) ق  ی  م  ت

۹۰ ۱.۸ ۵۰ ۲ | ۱ ک  الای
۷۰ ۲.۲ ۹۰ ۱.۵ | ۲ ک  الای

۱۰۰ ۱ ۱۳۰ ۰.۸ | ۳ ک  الای

م  ح  اس  ب  ه ت  وس  ط اق  ت  ص  اد ای  ن ب  رای ق  ی  م  ت) ک  ل  ی س  ط  ح در ت  غ  ی  ی  ر درص  د م  ث  ال (ب  رای را ت  ورم اولاً
پ  اش  ه ش  اخ  ص م  ح  اس  ب  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا را ی  ن ت  م  ر ه  م  ان ث  ان  ی  اً ب  زن  ی  د. ت  خ  م  ی  ن لاس  پ  ی  رس ش  اخ  ص

ک  ن  ی  د. رج  وع ۲۳ و ۹ م  راج  ع ب  ه ش  اخ  ص ه  ا، ت  ع  داد م  ورد در ب  ی  ش  ت  ر اط  لاع  ات ب  رای ک  ن  ی  د. ت  ک  رار

ی  س ه  ا م  ات  ر ۵ .۲
اس  ت: ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از ش  ک  ل م  س  ت  ط  ی  ل آرای  ه ای ی  س، م  ات  ر

a۱۱ a۱۲ · · · a۱n
a۲۱ a۲۲ · · · a۲n... ... . . . ...
am۱ am۲ · · · amn





۳۹ ی  س ه  ا م  ات  ر و ب  رداره  ا

m دارای A م  ات  ری  س ه  ر ذات  اً م  ی ک  ن  ن  د. ن  ام  گ  ذاری غ  ی  ره و B و A ب  زرگ لات  ی  ن ح  روف ب  ا را م  ات  ری  س ه  ا
آن از س  ت  ون  ی ش  م  اره ب  رای j ح  رف و آن از س  ط  ری ش  م  اره ب  رای i ح  رف اگ  ر اس  ت. س  ت  ون n و س  ط  ر

ب  ه ش  ک  ل ت  غ  ی  ی  رات  ی م  ح  دوده آن گ  اه ش  ون  د، اخ  ت  ی  ار

i = ۱, · · · ,m , j = ۱, · · · ,n

م  ات  ری  س درآی  ه آن  ه  ا ب  ه ک  ه م  ات  ری  س درون  ی اع  ض  ای ت  ا ک  ن  ن  د م  ی ک  م  ک ت  غ  ی  ی  رات ب  ازۀ ای  ن آی  د. م  ی ب  وج  ود
س  ط  ر در ک  ه اس  ت درآی  ه ای ai j ای  ن  ج  ا در ش  ون  د۷ داده ن  ش  ان ai j ب  ه ش  ک  ل ک  ل  ی ح  ال  ت در گ  وی  ن  د، م  ی ن  ی  ز

ش  ک  ل در را A ای  ن گ  ون  ه و اس  ت واق  ع ام j س  ت  ون و iام

A = ‖ai j‖m×n

م  ی ک  ن  ی  م. خ  لاص  ه
از م  ن  ظ  ور ادام  ه، در م  ی ش  ود۸. گ  ف  ت  ه A م  رت  ب  ه ،m×n وار ان  دی  س ب  ه ش  ک  ل ،A ش  ده خ  لاص  ه ف  رم در
ش  ک  ل در م  گ  ر ه  س  ت  ن  د B = ‖bi j‖p×q و A = ‖ai j‖m×n ک  ل  ی ش  ک  ل ب  ا م  ات  ری  س  ه  ای  ی B و A م  ات  ری  س  ه  ای

ش  ود.۹ م  ی ذک  ر ح  ت  م  اً ک  ه ک  ن  ن  د پ  ی  دا ج  دی  دی ش  رای  ط م  رت  ب  ه و
n را م  ات  ری  س م  رت  ب  ه س  ادگ  ی ب  رای ح  ال  ت ای  ن در ب  اش  د. m = n ه  رگ  اه م  ی ن  ام  ن  د م  رب  ع  ی را A م  ات  ری  س

م  ات  ری  س در م  ث  لاً م  ی س  ازن  د. را م  ات  ری  س اص  ل  ی ق  ط  ر ،aii درآی  ه ه  ای م  ات  ری  س  ی چ  ن  ی  ن در م  ی ن  وی  س  ی  م.

A =


-۱ ۴ ۰
۰ ۵ ۰
۲ −۳ -۷


ه  س  ت  ن  د. A اص  ل  ی ق  ط  ر روی ب  ر واق  ع ش  ده، م  ش  خ  ص درآی  ه ه  ای

م  ث  لاً م  ی آی  د. ب  وج  ود 0m×n ص  ف  ر ی  س م  ات  ر ن  ب  اش  د، ص  ف  ر ع  دد ج  ز درآی  ه ای ه  ی  چ م  ات  ری  س  ی در اگ  ر

0۲×۲ =

(
۰ ۰
۰ ۰

)
۲

اس  ت. ص  ف  ر ه  م و م  رب  ع  ی ه  م
اس  ت. ارح  ج (س  ت  ون) j ش  م  اره ب  ر (س  ط  ر) i ش  م  اره درج ک  ت  اب، ای  ن در .۷

ن  م  ی ش  ود. ان  ج  ام A درآی  ه ه  ای ت  ع  داد آوردن ب  دس  ت ب  رای ج  ز m×n ض  رب ع  لام  ت .n در m م  ی ش  ود خ  وان  ده .۸
. j = ۱, · · · ,n و i = ۱, · · · ,m :A م  ات  ری  س ب  رای ک  ه اس  ت ب  دی  ه  ی ف  رض ای  ن ب  ا .۹
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م  ی ش  ون  د: پ  ی  دا زی  ر ف  رم  ول ط  ب  ق ب  ر درآی  ه ه  ای  ش ک  ه م  رب  ع  ی۱۰ اس  ت م  ات  ری  س  ی ه  م  ان  ی م  ات  ری  س

ikk = ۱, ikm = ۰, m,k = ۱, . . . ,n, k 6= m

درآی  ه ه  ا م  اب  ق  ی و ۱ ع  دد ه  م  گ  ی اص  ل  ی ق  ط  ر روی درآی  ه ه  ای ه  م  ان  ی، م  ات  ری  س در دی  گ  ر، ب  ه ع  ب  ارت
ب  خ  ش در ه  م  ان  ی م  ات  ری  س م  ف  ه  وم ب  ه م  ی ده  ن  د. ن  م  ای  ش In ی  ا I ن  م  اد ب  ا را م  ات  ری  س ای  ن ص  ف  ران  د. ه  م  گ  ی

م  ی پ  ردازی  م. ب  ی  ش  ت  ر ۲ .۳
چ  ن  ی  ن در راح  ت  ی ب  رای ب  اش  د. ب  رق  رار ai j ⩾ ۰ ه  م  واره ه  رگ  اه م  ی گ  وی  ی  م، ن  ام  ن  ف  ی م  ات  ری  س را A م  ات  ری  س

.A > 0 ن  وش  ت و ک  رده ت  ع  ری  ف را م  ث  ب  ت م  ات  ری  س م  ی ت  وان م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور .A ⩾ 0 م  ی ن  وی  س  ی  م م  واق  ع  ی

ای  ن م  ف  روض  ن  د. ش  ده ان  د ت  وص  ی  ف ان  دی  س n ب  ه وس  ی  ل  ه ه  رک  دام ک  ه اق  ت  ص  ادی واح  د m .۶ .۲ م  ث  ال
ت  ول  ی  د، چ  ون م  واردی ش  ام  ل اس  ت م  م  ک  ن ان  دی  س ه  ا و ش  رک  ت ی  ک ه  رک  دام اس  ت م  م  ک  ن واح  ده  ا
را ی  س م  ات  ر ی  ک از ش  ک  ل  ی م  ی ت  وان ای  ن ص  ورت در ب  اش  ن  د. غ  ی  ره و م  ل  ی س  رم  ای  ه ک  ارگ  ران، ت  ع  داد

ک  رد. ت  ص  ور آن ب  رای
ع  دد ،i, j = ۱, · · · ,n ب  ه ازای ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در را ب  خ  ش  ی m = n اق  ت  ص  ادی واح  د ی  ک .۷ .۲ م  ث  ال
ف  رض i ب  خ  ش ت  ول  ی  د ک  ل در ( j ب  خ  ش در اس  ت  ف  اده م  ورد (و i ب  خ  ش ت  ول  ی  د س  ه  م ن  ش  ان ده  ن  ده را ai j

اس  ت. واح  د ب  ا ب  راب  ر س  ط  ری ه  ر ع  ن  اص  ر م  ج  م  وع آن در ک  ه اس  ت ی  س  ی م  ات  ر ح  اص  ل ی  س م  ات  ر ک  ن  ی  د.
ب  رای اس  ت ب  دی  ه  ی ی  د. ب  گ  ی  ر ام j ش  ه  ر ب  ا iام ش  ه  ر ف  اص  ل  ه را ai j ی  م. دار ش  ه  ر m = n .۸ .۲ م  ث  ال
اس  ت. ب  رق  رار ai j = a ji ت  س  اوی i 6= j ب  رای ث  ال  ث  اٌ و aii = ۰ ث  ان  ی  اً ،ai j > ۰ اولاً i, j = ۱, · · · ,n ه  ر

اس  ت: ش  ده م  رت  ب ش  ه  ر س  ه ب  رای ی  ر، ز ی  س م  ات  ر
ت  ه  ران م  ش  ه  د ت  ه  رانش  ی  راز

م  ش  ه  د
ش  ی  راز

 ۰ ۹۰۳ ۹۱۱
۹۰۳ ۰ ۱۳۵۳
۹۱۱ ۱۳۵۳ ۰


ی  س ه  ا م  ات  ر ب  ر اَع  م  ال ۱ .۵ .۲

ض  رب و م  ات  ری  س دو ج  م  ع اس  ت. اس  ک  ال  ر ی  ک λ و ه  م م  رت  ب  ه۱۱ م  ات  ری  س ه  ای  ی B و A ک  ن  ی  م ف  رض
م  ی ش  ون  د: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت  ه  ای A در λ اس  ک  ال  ری

A+B = ‖ai j +bi j‖m×n, λA = ‖λai j‖m×n.

n م  رت  ب  ه از و .۱۰
.m×n م  رت  بۀ از م  ث  لاً .۱۱
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.۹ .۲ ۱م  ث  ال ۰
۴ ۲
۷ ۱

+

۳ ۲
۷ ۳
۴ ۱

=

 ۴ ۲
۱۱ ۵
۱۱ ۲

 , ۲

۳ ۰
۲ ۴
۱ ۹

=

۶ ۰
۴ ۸
۲ ۱۸


ه  س  ت  ن  د: زی  ر خ  واص دارای ع  م  ل دو ای  ن

A+B = B+A (۱−a)

A+(B+C) = (A+B)+C (۱−b)

−A = (−۱)A ک  ه A+(−A) = 0 (۱− c)

A+0 = A (۱−d)

(λ ,µ ∈ R) λ (µA) = (λ µ)A (۲−a)

۱A = A (۲−b)

(λ ,µ ∈ R) (λ +µ)A = λA+µA (۳−a)

۰×A = 0 (۳−b)

(λ ∈ R) λ (A+B) = λA+λB (۳− c)

اس  ت.۱۲ Rn در ب  رداره  ا ه  م  ان  ن  د ع  ی  ن  اً ع  م  ل دو ای  ن خ  واص ک  ه م  ی ک  ن  ی  د م  ش  اه  ده
ی  س  ی م  ات  ر ض  رب ۲ .۵ .۲

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ش  ک  ل B در A ح  اص  ل  ض  رب آن گ  اه ب  اش  ن  د،۱۳ دل  خ  واه Bn×p و Am×n اگ  ر

AB =

(
n

∑
j=۱

ai jb jk

)
m×p

=Cm×p

B j و iام س  ط  ر Ai آن در ک  ه م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده (Ai,B j) ن  ق  ط  ه ای ض  رب از ci j م  ح  اس  بۀ ب  رای ک  ن  ی  د ت  وج  ه
م  ث  لاً: اس  ت. B ام j )س  ط  ر

a۱۱ a۱۲
a۲۱ a۲۲

)(
b۱۱ b۱۲
b۲۱ b۲۲

)
=

(
a۱۱b۱۱ +a۱۲b۲۱ a۱۱b۱۲ +a۱۲b۲۲
a۲۱b۱۱ +a۲۲b۲۱ a۲۱b۱۲ +a۲۲b۲۲

)
ک  ن  ی  م. روش  ن ۶ ف  ص  ل در را م  ط  ل  ب ای  ن م  ی ک  ن  ی  م س  ع  ی .۱۲

ض  رب ب  ودن دار م  ع  ن  ی ب  رای ش  رط  ی چ  ن  ی  ن واق  ع در و ب  وده ب  راب  ر B س  ط  ره  ای ت  ع  داد ب  ا A س  ت  ون ه  ای ت  ع  داد داری  م ت  وج  ه .۱۳
اس  ت. لازم AB
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.۱۰ .۲ )م  ث  ال
۰ ۱ ۲
۲ ۱ ۵

)۳ ۶ ۴
۲ ۵ ۸
۷ ۱ ۹

=

(
۱۶ ۷ ۲۶
۴۳ ۲۲ ۶۱

)

ک  ن  د دوران φ ث  اب  ت زاوی  ه ان  دازه ب  ه م  ب  دأ ح  ول م  ی ت  وان  د R۲ در x = (x,y) ب  ردار .۱۱ .۲ م  ث  ال
اس  ت: ب  ی  ان ق  اب  ل ی  س  ی م  ات  ر ض  رب از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ب  دی  ل ای  ن .(۱۰ .۲ (ش  ک  ل

(
x′

y′

)
=

(
cosα −sinα
sinα cosα

)
︸ ︷︷ ︸

Rα

(
x
y

)
(۱۲ .۲)

ه  ن  دس  ه و م  ث  ل  ث  ات ک  م  ک ب  ا و ی  ن ت  م  ر ب  ه ع  ن  وان م  ی ن  ام  ن  د.۱۴ دوران ی  س م  ات  ر را Rα آن در ک  ه
ک  ن  ی  د. ث  اب  ت را ف  وق راب  ط  ه م  ق  دم  ات  ی

y

xO

x′

x
φ

دوران :۱۰ .۲ ش  ک  ل

آم  ده ان  د: آن  ه  ا از ت  ع  دادی ذی  ل در ک  ه دارد خ  واص  ی م  ات  ری  س دو ض  رب

α(AB) = ((αA)B) = A(αB) (۱−a)

A(BC) = (AB)C (۱−b)

A0 = 0 (۱− c)

A(B+C) = AB+AC (۲−a)

(A+B)C = AC+BC (۲−b)

ک  رد. خ  لاص  ه ه  م x′ t = Rα xt ب  ه ش  ک  ل ت  وان م  ی را ۲ .۱۲ آن گ  اه ب  گ  ی  ری  م، ۱×۲ ب  رداره  ای  ی را x′ و x اگ  ر .۱۴
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از .m = p ب  ای  د ک  ن  ی  م ی  ف ت  ع  ر را BA ای  ن  ک  ه ب  رای آن گ  اه ب  اش  ن  د، Bn×p و Am×n اگ  ر .۲ .۲ ت  ذک  ر
ه  س  ت  ن  د، ه  م م  رت  ب  ه م  رب  ع  ی دو ه  ر وق  ت  ی ط  رف دو ه  ر از B و A ض  رب ام  ک  ان م  ی رس  د ب  ه ن  ظ  ر ای  ن رو

ی  س م  ات  ر دو ب  رای م  ث  لاً ن  ی  س  ت! ای  ن ط  ور ول  ی دارد. وج  ود

A =

(
۱ ۲
۰ ۳

)
B =

(
−۱ ۲

۱ ۳

)
ی  م: دار

AB =

(
۱ ۸
۳ ۹

)
6=
(
−۱ ۴

۱ ۱۱

)
= BA

ن  دارد. ج  اب  ج  ای  ی خ  اص  ی  ت ی  س ه  ا م  ات  ر ب  ی  ن ح  اص  ل  ض  رب ک  ل  ی ح  ال  ت در ل  ذا

ده  ی  د ن  ش  ان .AB = BA ک  ه ه  س  ت  ن  د م  رب  ع  ی ی  س م  ات  ر دو B و A ی  س ه  ای م  ات  ر .۱۰ .۲ ی  ن ت  م  ر
(A+B)۲ = A۲ + ۲AB+B۲, A۲ −B۲ = (A−B)(A+B)

ک  ن  ی  د۱۵. ث  اب  ت را ی  س ه  ا م  ات  ر ض  رب در ش  ده ب  ی  ان خ  واص .۱۱ .۲ ی  ن ت  م  ر

ی  س ه  ا» م  ات  ر «ض  رب ق  ال  ب در ک  ه اس  ت م  ف  ه  وم  ی چ  ن  د از ی  ک  ی ب  الا، ی  س  ی م  ات  ر ض  رب .۳ .۲ ت  ذک  ر
دارد ی  س ه  ا م  ات  ر ض  رب ب  ی  ن در ب  ی  ش  ت  ری ک  ارب  رد و م  ح  ب  وب  ی  ت ض  رب ن  وع ای  ن اگ  رچ  ه م  ی ش  ود. ارائ  ه
ک  رون  ک  ر ض  رب آن  ه  ا اول  ی  ن دارن  د. ع  لاق  ه ن  ی  ز ی  س  ی م  ات  ر ض  رب از دی  گ  ر ان  واع ب  ه اق  ت  ص  اددان ه  ا ول  ی
B در A۱۶ک  رون  ک  ر ض  رب ی  ف ت  ع  ر ب  اش  ن  د، دل  خ  واه Bp×q و Am×n دل  خ  واه ی  س م  ات  ر دو ب  رای اس  ت.

آی  د: م  ی ی  ر ز ب  ه ش  ک  ل

A⊗B =

a۱۱B · · · a۱nB
· · · · · · · · ·

am۱B · · · amnB


mp×nq

ب  ه ص  ورت B و A م  رت  بۀ ه  م ی  س م  ات  ر دو ب  رای ک  ه دارد ن  ام ه  ادام  ارد دی  گ  ر ض  رب
در را اق  ت  ص  اد ع  ل  م در ض  رب ن  وع ای  ن از ک  ارب  رده  ای  ی ش  ود. م  ی  ی  ف ت  ع  ر A◦B = ‖ai jbi j‖m×n

ب  ب  ی  ن  ی  د. ت  وان  ی  د م  ی ۳۶ ب  خ  ش ۲۴ م  رج  ع و ۳ ف  ص  ل ۱ م  رج  ع
ک  ن  ی  د. اس  ت  ف  اده n

∑
i=۱

(
m
∑
j=۱

xi j

)
=

m
∑
j=۱

(
n
∑
i=۱

xi j

)
ف  رم  ول از ک  ن  ی  د ث  اب  ت را (۱−b) ای  ن  ک  ه ب  رای راه  ن  م  ای  ی: .۱۵

در ض  رب ن  وع ای  ن ک  ارب  رده  ای م  لاح  ظ  ه ب  رای م  ی ن  ام  ن  د. ه  م ت  ان  س  وری) (ض  رب خ  ارج  ی ض  رب را ض  رب ای  ن گ  اه  ی .۱۶
ک  ن  ی  د. رج  وع ۸ و ۱ ،۴ م  راج  ع ب  ه اق  ت  ص  اد



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۴۴

ی  س م  ات  ر اث  ر ۳ .۵ .۲
ن  م  اد آی  د. م  ی ب  دس  ت A اص  ل  ی ق  ط  ر روی درآی  ه ه  ای ج  ب  ری م  ج  م  وع ب  ا An×n م  رب  ع  ی م  ات  ری  س اث  ر

اس  ت. tr(A) آن ب  رای م  ت  داول
tr(A) =

n

∑
i=۱

aii

.۱۲ .۲ م  ث  ال
tr

( ۱ ۲ ۳
۱۰ ۲۰ ۳۰

۱۰۰ ۲۰۰ ۳۰۰

)
= ۳۲۱

ک  ن  ی  د: ث  اب  ت را ی  ر ز ت  س  اوی دو B و A ه  م م  رت  بۀ ی  س  ه  ای م  ات  ر ب  رای .۱۲ .۲ ی  ن ت  م  ر

tr(AB) = tr(A)+ tr(B), tr(AB) = tr(BA)

ی  س م  ات  ر ی  ک ت  ران  ه  اده ۶ .۲
.ai j = b ji ، jو i ب  رای ه  رگ  اه م  ی گ  وی  ن  د A = ‖ai j‖m×n ت  ران  ه  اده را Bn×m م  ات  ری  س

.۱۳ .۲ م  ث  ال
At =

(۱ ۲ ۳
۴ ۵ ۶
۷ ۸ ۹

)t

=

(۱ ۴ ۷
۲ ۵ ۸
۳ ۶ ۹

)

داد: ارائ  ه اث  ب  ات  ی ه  رک  دام ب  رای م  ی ت  وان ک  ه اس  ت زی  ر خ  واص دارای م  ات  ری  س از ت  ران  ه  اده گ  ی  ری
(At)t = A (۱)

(A+B)t = At +Bt (۲)
(αA)t = αAt (۳)
(AB)t = BtAt (۴)

(۱) ای  ن ب  ن  اب  ر و (At)t = ‖ai j‖m×n = A ل  ذا At = ‖ai j‖t
m×n = ‖a ji‖n×m آن  ج  ای  ی ک  ه از ب  ره  ان.

ش  ود. م  ی اث  ب  ات
آن گ  اه: ب  اش  د، A ب  ا ه  م م  رت  ب  ه دی  گ  ری م  ات  ری  س B = ‖bi j‖m×n اگ  ر ،(۲) ب  رای

(A+B)t = ‖ai j +bi j‖t
m×n = ‖a ji +b ji‖n×m = At +Bt



۴۵ ی  س ه  ا م  ات  ر و ب  رداره  ا

آن گ  اه ب  اش  د، دل  خ  واه اس  ک  ال  ری α ∈ R ک  ن  ی  د ف  رض اک  ن  ون

(αA)t = ‖αa ji‖n×m = α‖a ji‖n×m = αAt

ای  ن ب  ا ه  س  ت  ن  د. Bn×p و Am×n آن در ک  ه N = BtAt و M = AB ک  ن  ی  د ف  رض ح  ک  م آخ  ری  ن ب  رای و
ف  رض  ی  ات

M = ‖αm ji‖m×p, N = ‖αni j‖p×n

.m ji = (Ai,B j) و ni j =
(
(Bt)i,(At) j

) آن در ک  ه
ل  ذا و ب  راب  رن  د (Bt)i ب  ا Bi و A j ب  ا (At) j ت  ران  ه  اده گ  ی  ری، م  وق  ع س  ت  ون ه  ا و س  ط  ره  ا ج  اب  ج  ای  ی ب  ه ع  ل  ت

.MT = N م  ی ک  ن  د ث  اب  ت ای  ن و mi j = n ji داری  م j = ۱, . . . ,n و i = ۱, . . . ,m ب  ه ازای

م  ت  ق  ارن، ی  س م  ات  ر از س  اده م  ث  ال ی  ک . A = At اگ  ر م  ی گ  وی  ن  د م  ت  ق  ارن را A ی  س م  ات  ر .۴ .۲ ت  ذک  ر
ب  رای چ  ون ب  ب  ی  ن  ی  د).۱۷ را م  ث  ال اس  ت(س  وم  ی  ن ک  ش  ور ش  ه  ره  ای ب  ی  ن ف  اص  ل  ه ش  ام  ل ی  س  ی م  ات  ر

،A ی  س م  ات  ر
(AAt)t = (At)tAt = AAt

اس  ت: درس  ت ی  ر ز ادع  ای ل  ذا اس  ت ب  رق  رار

اس  ت. م  ت  ق  ارن ی  س  ی م  ات  ر ه  م  واره AAt ،n م  رت  ب  ه از A ی  س م  ات  ر ه  ر ب  رای .۵ .۲ ق  ض  ی  ه

.tr(At) = tr(A) ده  ی  د ن  ش  ان ،n م  رت  ب  ه از A ی  س م  ات  ر ه  ر ب  رای .۱۳ .۲ ی  ن ت  م  ر

ی  س م  ات  ر ی  ک رت  ب  ه ۷ .۲
راس  ت  ا ی  ک در u و z ب  ردار دو ب  ه ش  ک  ل، ت  وج  ه ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در زی  ر ش  ک  ل در را z و y ،x ب  ردار س  ه

م  ع  ادلاً .u+ γz = 0 ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان ای γ پ  س ه  س  ت  ن  د

αx+βy+ γz = 0

اس  ت. ام j ش  ه  ر و iام ش  ه  ر ب  ی  ن ف  اص  ل  ه ه  م  ان ai j ای  ن  ج  ا در .۱۷



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۴۶

O

βy

αx

u = αx+βy

y

x

z

ه  س  ت  ن  د؟ خ  ط  ی واب  س  ت  ه z و y ،x ب  ردار س  ه آی  ا :۱۱ .۲ ش  ک  ل

ه  س  ت  ن  د. خ  ط  ی واب  س  ت  ه ب  ردار س  ه ای  ن م  ی ده  د ن  ش  ان ک  ه
ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را R۴ اع  ض  ای از زی  ر ب  ردار س  ه ب  رداره  ا، خ  ط  ی واب  س  ت  گ  ی م  ف  ه  وم م  رور ب  ا ح  ال

α = (۲,−۵, ۱,−۱), β = (۱,۳,۶,۵), γ = (−۱,۴, ۱,۲)

خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک وج  ود و ب  رداره  ا ای  ن خ  ط  ی واب  س  ت  گ  ی ب  ی  ن ارت  ب  اط  ی ت  ا ه  س  ت  ی  م ای  ن ب  دن  ب  ال
ک  ه c و b ،a اع  داد ازای ب  ه آن گ  اه ب  اش  ن  د، خ  ط  ی واب  س  ت  ه ب  ردار س  ه اگ  ر ب  ی  اب  ی  م. آن  ه  ا روی از ش  ده س  اخ  ت  ه
دس  ت  گ  اه ب  ا اص  ل در ت  س  اوی ای  ن اس  ت. ب  رق  رار aα +bβ + cγ = 0 ت  س  اوی ن  ی  س  ت  ن  د ص  ف  ر ب  اه  م ه  م  گ  ی

اس  ت: ی  ک  ی ه  م  گ  ن۱۸زی  ر
۲a+ ۱b− c = ۰

−۵a+ ۳b+ ۴c = ۰
a+ ۶b+ c = ۰

−a+ ۵b+ ۲c = ۰

.۷α − ۳β + ۱۱γ = 0 ل  ذا و c = ۱۱ و b =−۳ ،a = ۷ دس  ت  گ  اه، ح  ل ب  ا
در ک  ه ای  ن ص  ورت ب  ه م  ی ک  ن  د ک  م  ک م  ات  ری  س ی  ک رت  بۀ ت  ع  ری  ف ب  ه م  ی ده  د م  ا ب  ه م  ث  ال ای  ن ک  ه ای ای  ده

:A م  ات  ری  س

A =


a۱۱ a۱۲ · · · a۱n
a۲۱ a۲۲ · · · a۲n... ... . . . ...
as۱ as۲ · · · asn


ب  اش  د. داش  ت  ه ق  رار ص  ف  ر ع  دد م  ع  ادلات ه  م  ه راس  ت س  م  ت اگ  ر م  ی گ  وی  ن  د ه  م  گ  ن را خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک .۱۸



۴۷ ی  س ه  ا م  ات  ر و ب  رداره  ا

ه  ر ب  ودن خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ام  ک  ان اس  ت ب  دی  ه  ی گ  رف  ت. ن  ظ  ر در s−بُ  ع  دی ب  رداره  ای  ی م  ی ت  وان را س  ت  ون ه  ا
واب  س  ت  ه س  ت  ون ه  ای ت  ع  داد ب  ی  ش  ی  ن  ه ت  ع  ری  ف، ب  ن  اب  ه دارد. وج  ود ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در ک  ه را س  ت  ون  ه  ا ای  ن از دس  ت  ه

م  ی گ  وی  ن  د. A رت  ب  ه را م  ات  ری  س از خ  ط  ی

س  ت  ون ه  ای  ش γ و β ،α ب  ردار س  ه ک  ه ی  م م  ی س  از ط  وری را A ی  س م  ات  ر ق  ب  ل م  ث  ال از .۱۴ .۲ م  ث  ال
م  ی ت  وان ب  ه س  ادگ  ی .rank(A) ⩽ ۲ پ  س اس  ت خ  ط  ی واب  س  ت  ه س  ط  ر ۳ دارای A چ  ون ب  اش  ن  د.
ب  ن  اب  رای  ن .rank(A)⩾ ۲ ی  ع  ن  ی ای  ن و داد ن  ش  ان را ی  س م  ات  ر از اول س  ت  ون دو ب  ودن خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل

.rank(A) = ۲
α β γ

A =


۲ ۱ −۱

−۵ ۳ ۴
۱ ۶ ۱

−۱ ۵ ۲


.rank(In) = n م  ق  اب  ل، در دارد. ص  ف  ر ب  ا ب  راب  ر ای رت  ب  ه م  ق  دار ص  ف  ر، ی  س م  ات  ر .۱۵ .۲ م  ث  ال

س  ت  ون ه  ای ت  ع  داد ح  داک  ث  ر ب  ا ی  س م  ات  ر ی  ک خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل س  ط  ره  ای ت  ع  داد ب  ی  ش  ی  ن  ه .۶ .۲ ق  ض  ی  ه
A دل  خ  واه ی  س م  ات  ر ه  ر ب  رای ب  ع  لاوه اس  ت. ب  راب  ر ی  س م  ات  ر ه  م  ان خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل

rank(A) = rank(At)

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه ۶ .۴ ن  ت  ی  ج  ه ب  ه ب  ره  ان.

ک  ن  ی  د. ت  ح  ق  ی  ق ۲ .۴۰ م  ث  ال A ی  س م  ات  ر ب  رای را ق  ب  ل  ی گ  زاره درس  ت  ی .۱۴ .۲ ی  ن ت  م  ر

م  ق  دم  ات  ی ی  س ه  ای م  ات  ر و م  ق  دم  ات  ی اَع  م  ال ۸ .۲
ک  رد ت  ح  ق  ی  ق ت  وان م  ی را م  ات  ری  س ی  ک س  ت  ون ه  ای خ  ط  ی واب  س  ت  گ  ی آن ب  ک  م  ک ک  ه روش  ی ب  خ  ش ای  ن در
م  ات  ری  س س  ط  ره  ای اس  ت. م  ات  ری  س ی  ک رت  بۀ ی  اف  ت  ن آن، ک  ارب  رد ت  ری  ن س  اده و س  ری  ع  ت  ری  ن ش  ود. م  ی م  ع  رف  ی

م  ی ک  ن  ی  م: ن  ام  گ  ذاری زی  ر ب  ه ص  ورت را ه  س  ت  ن  د n−بُ  ع  دی ب  رداره  ای  ی ک  ه Am×n دل  خ  واه
A۱,A۲, . . . ,Am

م  ی ن  ام  ن  د. A روی م  ق  دم  ات  ی (س  ط  ری) اع  م  ال را م  ی ش  ود ان  ج  ام A روی ک  ه زی  ر س  ادۀ ج  اب  ج  ای  ی ه  ای
و س  ط  ر ی  ک در ب  ه ط  وری ک  ه م  ی ک  ن  د۱۹ ت  ب  دی  ل A′ م  ان  ن  د م  ات  ری  س ی  ک ب  ه را A م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری اع  م  ال ای  ن

A ب  ا ه  م م  رت  ب  ه .۱۹



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۴۸

م  ی ش  ود: دی  ده ک  وچ  ک  ی ت  ف  اوت ه  ای A ب  ا م  ق  ای  س  ه در ام) j و iام س  ط  ره  ای (م  ث  لاً س  ط  رش دو ی  ا
.A′

i = A j ،A′
j = Ai س  ط  ره  ا ج  اب  ج  ای  ی (۱)

.A′
i = λAi س  ط  ر ی  ک در ن  اص  ف  ر ع  ددی ض  رب (۲)

.λ 6= ۰ آن در ک  ه A′
i = Ai +λA j س  ط  ره  ا ت  ع  وی  ض (۳)

ه  م  ان  ی ی  س م  ات  ر ب  ر را ب  الا ع  م  ل س  ه از ه  رک  دام .۱۶ .۲ م  ث  ال

In =


۱ ۰ · · · ۰
۰ ۱ · · · ۰
... ... . . . ...
۰ ۰ · · · ۱


م  ی ن  ام  ن  د. م  ق  دم  ات  ی (ت  ب  دی  ل) ی  س م  ات  ر را آی  د ب  دس  ت ک  ه ی  س  ی م  ات  ر ه  ر آن، از ب  ع  د م  ی ده  ی  م. ان  ج  ام

م  ی ک  ن  د: ت  ول  ی  د را ی  ر ز ی  س م  ات  ر In روی اول ع  م  ل ان  ج  ام

Ti, j =



۱ ...
۰ ··· ۱
... ... ...
۱ ··· ۰ ...

۱


م  ی ک  ن  د: ت  ول  ی  د را ی  ر ز ی  س م  ات  ر In روی دوم ع  م  ل ان  ج  ام

Ti(λ ) =

 ۱ . . . λ . . . ۱


م  ی ک  ن  د: ت  ول  ی  د را ی  ر ز ی  س م  ات  ر In ب  ر س  وم ع  م  ل اِع  م  ال ن  ه  ای  ت در و

Ti, j(λ ) =


۱ . . . ۱ · · · λ. . . ...۱ . . . ۱





۴۹ ی  س ه  ا م  ات  ر و ب  رداره  ا

اول ان  واع از ع  م  ل  ی  ات ت  ع  دادی از ت  رک  ی  ب  ی دوم م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری ع  م  ل ده  ی  د ن  ش  ان .۱۵ .۲ ی  ن ت  م  ر
اس  ت. س  وم و

ح  اص  ل A ی  س م  ات  ر روی م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری ع  م  ل ی  ک اث  ر از ک  ه ب  اش  د ی  س  ی م  ات  ر A′ اگ  ر .۷ .۲ ق  ض  ی  ه
ان  ج  ام م  ق  دم  ات  ی ع  م  ل ب  ا م  ت  ن  اظ  ر م  ق  دم  ات  ی ی  س م  ات  ر T آن در ک  ه .A′ = TA آن گ  اه اس  ت، ش  ده

اس  ت. A روی ش  ده
م  ی ک  ن  ی  م.۲۰ واگ  ذار ۲ .۱۷ ت  م  ری  ن ب  ه ع  ن  وان را اث  ب  ات ب  ره  ان.

ت  رک  ی  ب ه  س  ت  ن  د. م  ق  دم  ات  ی ع  م  ل دو (T۲ و T۱ ن  ظ  ی  ر م  ق  دم  ات  ی م  ات  ری  س ه  ای (ب  ا t۲ و t۱ ک  ن  ی  د ف  رض
(ام  ا اس  ت ع  م  ل ی  ک م  ی ک  ن  ن  د ع  م  ل A م  ات  ری  س روی ه  م س  ر پ  ش  ت t۲ و t۱ ک  ه م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه t = t۱t۲

داری  م: ۵ .۲ ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ی  س  ت!). م  ق  دم  ات  ی

A′ = t(A) = t۱t۲(A) = t۱t۲(A) = t۱(t۲(A)) = T۱T۲(A) = TA

در T م  ات  ری  س ض  رب درواق  ع، اس  ت. ک  رده ت  ب  دی  ل A′ ب  ه آن  را ،A ب  ر اث  ر ب  ا t م  ی ده  د، ن  ش  ان ت  س  اوی ه  ا ای  ن
م  ی ب  رد. پ  ی  ش دی  گ  ر ب  ن  ح  و را ک  ار ه  م  ان A

پ  ذی  رن  د. م  ع  ک  وس آن ه  ا ه  م  گ  ی ک  ه اس  ت ای  ن دارن  د م  ق  دم  ات  ی م  ات  ری  س ه  ای ک  ه دی  گ  ری خ  اص  ی  ت
ش  ده ان  ج  ام رون  د ک  ه دارد وج  ود چ  ن  ان اَع  م  ال  ی م  ق  دم  ات  ی، س  ط  ری ع  م  ل ن  وع س  ه ه  ر ب  رای دی  گ  ر، ب  ه ع  ب  ارت
ع  م  ل ی  ک خ  ودش) (ه  م  ان  ن  د اول ن  وع ب  رای م  ع  ک  وس ان  د). دارای (ی  ع  ن  ی ب  رم  ی گ  ردان  ن  د را م  ات  ری  س ب  ر
ب  س  ازی  د. ۱

λ اس  ک  ال  ر ب  ا ای  ن ب  ار را خ  ودش ج  ن  س از ع  م  ل ی  ک اس  ت ک  اف  ی دوم ن  وع ب  رای دارد. وج  ود وارون
وج  ود A′

i = A′
i −λA′

j = Ai ب  ه ش  ک  ل م  ع  ک  وس  ی A′
i = A′

i −λA′
j = Ai س  ط  ری ع  م  ل ب  رای ن  ه  ای  ت  اً

در و ه  س  ت  ن  د م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری ع  م  ل ن  وع  ی ه  م  گ  ی ش  ده ب  ی  ان وارون ن  وع س  ه ه  ر ک  ه اس  ت واض  ح دارد.
ک  ه: ک  ردی  م اث  ب  ات واق  ع

ش  ود، ت  ب  دی  ل A′ ی  س م  ات  ر ب  ه م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری ع  م  ل ت  ع  دادی ت  وس  ط ب  ه A ی  س م  ات  ر اگ  ر .۸ .۲ ق  ض  ی  ه
ب  رگ  ردان  د. A ب  ه را A′ ک  ه دارن  د وج  ود دی  گ  ری م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری اع  م  ال آن گ  اه

و س  ط  ره  ا ب  ی  ن ن  ق  ط  ه ای ض  رب اص  ل در م  ات  ری  س دو ض  رب ک  ه ک  ن  ی  د اس  ت  ف  اده ن  ک  ت  ه ای  ن از اث  ب  ات رون  د در ای  ن  ک  ه ف  ق  ط .۲۰
س  ت  ون ه  اس  ت.



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۵۰

خ  ط  ی واب  س  ت  گ  ی Ai۱ , . . . ,Aik م  ان  ن  د A ی  س م  ات  ر س  ت  ون ه  ای از ت  ع  دادی ک  ن  ی  د ف  رض .۹ .۲ ق  ض  ی  ه
A روی م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری اع  م  ال از دن  ب  ال  ه ی  ک اث  ر از ک  ه ی  م م  ی گ  ی  ر ی  س  ی م  ات  ر را B دارن  د.۲۱ب  ع  لاوه

ای  ن ص  ورت در اس  ت. آم  ده پ  دی  د
k

∑
j=۱

α jBi j = 0

م  ق  دم  ات  ی م  ات  ری  س ه  ای از دن  ب  ال  ه ای T۱, . . . ,Tq اگ  ر ش  د ب  ی  ان ق  ب  ل در ک  ه ن  ک  ت  ه ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ره  ان.
ت  س  اوی ای  ن .B = TA آن گ  اه م  ی ک  ن  د، ت  ب  دی  ل B ب  ه را A ،T = TqTq−۱, . . .T۲T۱ آن ه  ا ت  رک  ی  ب ک  ه ب  اش  ن  د

ل  ذا و اس  ت ب  راب  ر TA j ح  اص  ل ب  ا دق  ی  ق  اً B م  ات  ری  س از B j س  ت  ون ه  ر ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ب  دی  ن
k

∑
j=۱

α jBi j = α۱TAi۱ + · · ·+αkTAik = T (α۱Ai۱ + · · ·+αkAik) = T0 = 0

ی  س م  ات  ر روی ب  ر م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری اع  م  ال از دن  ب  ال  ه ای اث  ر ب  ا B ی  س م  ات  ر ک  ن  ی  م ف  رض .۱۰ .۲ ق  ض  ی  ه
و اگ  ر خ  ط  ی ان  د واب  س  ت  ه A س  ت  ون ه  ای از Ai۱ , . . . ,Aik م  ج  م  وع  ه ای  ن ص  ورت در اس  ت. آم  ده پ  دی  د A

و ای  ن  ج  ا در ب  س  ازد. ب  رداره  ا از خ  ط  ی واب  س  ت  ه م  ج  م  وع  ه Bi۱ , . . . ,Bik م  ت  ن  اظ  ر س  ت  ون ه  ای اگ  ر ت  ن  ه  ا
خ  اص ب  ه ط  ور

rank(A) = rank(B)
از م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری اع  م  ال از دن  ب  ال  ه ای ک  م  ک ب  ا م  ی ت  وان را A م  ات  ری  س ۷ .۲ ق  ض  ی  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ره  ان.
ح  ک  م اس  ت. خ  ط  ی واب  س  ت  ه {Bi۱ , . . . ,Bik} م  ج  م  وع  ه ب  ن  اب  رای  ن و (م  ع  ک  وس ه  ا) س  اخ  ت دوب  اره B روی
اض  اف  ی ن  ت  ی  ج  ه رت  ب  ه، ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا و خ  اص ب  ه ط  ور م  ی آی  د. ب  دس  ت ۷ .۲ ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ع  ک  س

اس  ت. ح  اص  ل ه  م

اع  م  ال ان  واع از A روی اس  ت لازم ،۱۳ .۲ م  ث  ال در A ی  س م  ات  ر رت  ب  ه ی  اف  ت  ن ب  رای .۱۷ .۲ م  ث  ال
ی  م: دار ده  ی  م. اث  ر م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری

A
(A۳−۲A۲)→A۳−−−−−−−−→

 ۱ ۲ ۳
۴ ۵ ۶

−۱ −۲ −۳

= A′

ن  ی  س  ت  ن  د. ص  ف  ر ب  اه  م αه  ا j ه  م  ه و ∑k
j=۱ α jAi j = 0 پ  س اس  ت، ص  ف  ر آن ه  ا از ن  اب  دی  ه  ی و خ  ط  ی ت  رک  ی  ب  ی ک  ه م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه .۲۱
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م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  وی  ض A′
۲ − ۴A′

۱ ب  ا را A′
۲ ب  ع  د و A′

۳ +A′
۱ ب  ا را A′

۳ س  پ  س

A′′ =

 ۱ ۲ ۳
۰ −۳ −۶
۰ ۰ ۰


ی  م: دار A′′

۲ → (−۱/۳)A′′
۲ ض  رب از ب  ع  د و ت  ع  وی  ض A′′

۱ + ۲/۳A′′
۲ ب  ا را A′′

۱ ان  ت  ه  ا در

B =

 ۱ ۰ −۱
۰ ۱ ۲
۰ ۰ ۰


B و A ی  س م  ات  ر دو رت  ب  ه ل  ذا ،B۳ =−B۱ + ۲B۲ ال  ب  ت  ه و خ  ط  ی ان  د م  س  ت  ق  ل B۲ و B۱ س  ت  ون دو چ  ون

اس  ت. ۲ ع  دد
۱ ۰ ∗ ۰ ∗ ۰

۱ ∗
... ... ...
۱ ∗

...
۱۰




۱ ۰ ∗ ۰ ∗ ۰

۱ ∗
... ... ...
۱ ∗

...
۱۰



چ  ه  ار اگ  ر (۱۲ .۲ (ش  ک  ل دارد ق  رار خ  ود (س  ط  ری) ک  ان  ون  ی ش  ک  ل در A ی  س م  ات  ر .۴ .۲ ی  ف ت  ع  ر
ش  ود: م  ح  ق  ق آن ب  رای  ی  ر ز ش  رط

ب  اش  ن  د. واق  ع ی  س م  ات  ر ص  ف  ر (ک  ام  لاً) س  ط  ره  ای ه  م  ه ب  الای A ن  اص  ف  ر س  ط  ره  ای ه  م  ه (۱)
راس  ت س  م  ت در درس  ت م  ی ش  ود، ن  ام  ی  ده پ  ی  ش  رو س  ط  ر ک  ه A س  ط  ر ه  ر ن  اص  ف  ر درآیۀ اول  ی  ن (۲)

گ  ی  رد. ق  رار س  ط  ر ه  م  ان ب  الای  ی س  ط  ر و پ  ی  ش  رو درآی  ه
ب  اش  ن  د. ۱ ع  دد پ  ی  ش  رو درآی  ه ه  ای ه  م  ه (۳)

اس  ت. ص  ف  ر ه  س  ت  ن  د، آن ه  ا ب  الای و پ  ی  ش  رو درآی  ه ه  ای ب  ا ه  م س  ت  ون ک  ه درآی  ه ه  ای  ی ه  م  ه (۴)

م  ی ن  ام  ن  د(ش  ک  ل۲. ۱۳). ش  ده پ  ل  ک  ان  ی س  ط  ری را A ب  اش  د، ب  رق  رار A ب  رای اول  ی م  ورد دو ف  ق  ط ه  رگ  اه
ک  ان  ون  ی ش  ک  ل B ی  س م  ات  ر و A ش  ده پ  ل  ک  ان  ی س  ط  ری ش  ک  ل A′′ ی  س م  ات  ر ق  ب  ل م  ث  ال در .۱۸ .۲ م  ث  ال

م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان را ی  س م  ات  ر
ش  ک  ل در غ  ی  رص  ف  رش س  ط  ره  ای ت  ع  داد ب  ا م  ات  ری  س ی  ک رت  ب  ه ک  ه اس  ت واض  ح ف  وق، ت  ع  اری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا

م  ی آی  د. ب  دس  ت آن ش  ده پ  ل  ک  ان  ی س  ط  ری
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ی  ک ب  ه م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری اع  م  ال ت  ع  داد ی  ک اع  م  ال ب  ا م  ی ت  وان را A ی  س م  ات  ر ه  ر .۱۱ .۲ ق  ض  ی  ه
ای  ن در ک  رد. ت  ب  دی  ل م  ت  ن  اظ  ر) ک  ان  ون  ی ن  وع از ش  ک  ل  ی ی  ا (و ش  ده پ  ل  ک  ان  ی س  ط  ری ن  وع از B ی  س م  ات  ر

اس  ت. ب  راب  ر B غ  ی  رص  ف  ر س  ط  ره  ای ت  ع  داد ب  ا A رت  ب  ه ع  دد ح  ال  ت

دل  خ  واه م  ات  ری  س  ی ک  ردن پ  ل  ک  ان  ی س  ط  ری ج  ه  ت ال  گ  وری  ت  م  ی س  اخ  ت  ن ب  ه ت  ا م  ی خ  واه  ی  م اک  ن  ون ه  م
م  رح  ل  ه ب  ه م  رح  ل  ه ای  ن روش در اس  ت. م  ش  ه  ور گ  اوس» ح  ذف  ی «روش ب  ن  ام ای  ن رون  د ب  پ  ردازی  م.
A ش  ده پ  ل  ک  ان  ی س  ط  ری ه  م  ان آم  ده ب  دس  ت م  ات  ری  س ن  ه  ای  ت، در ک  ه م  ی ی  اب  ن  د ت  ق  ل  ی  ل چ  ن  ان A س  ت  ون ه  ای

اس  ت.

ف  رم ی  ک دارای م  ات  ری  س اب  ت  دای  ی س  ط  ر ( j− ۱) ش  ام  ل ،A از م  ات  ری  س زی  ر ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض اب  ت  دا، در
ک  ار ه  س  ت. ه  م ن  اص  ف  ر س  ط  ر (i− ۱) دارای م  ات  ری  س زی  ر ای  ن ک  ن  ی  د ف  رض ب  ع  لاوه اس  ت. پ  ل  ک  ان  ی س  ط  ری

م  ی ک  ن  ی  م. ش  روع j م  رح  ل  ه از را

در ش  ود، دی  ده ص  ف  ر ف  ق  ط زی  ر در و ش  ده ش  روع ai j ب  ا ک  ه ام j س  ت  ون درآی  ه ه  ای ت  م  ام اگ  ر (۱ (ح  ال  ت
م  ی پ  ردازی  م. )ام j+ ۱) م  رح  ل  ه ب  ه ح  ال ای  ن در و ده ت  ل  ق  ی پ  ای  ان ی  اف  ت  ه روش، ای  ن ص  ورت

را آن زی  ر و (ai j (م  ث  لاً iام س  ط  ر و ام j س  ت  ون ن  اص  ف  ر درآی  ه اول  ی  ن ص  ورت، ای  ن غ  ی  ر در (۲ (ح  ال  ت
اک  ن  ون .(۱۴ .۲ (ش  ک  ل م  ی ک  ن  ی  م ج  اب  ج  ا را A j و Ai س  ط  ره  ای ن  ش  د پ  ی  دا ai j اگ  ر م  ی ک  ن  ی  م. ج  س  ت  ج  و

.(۱۵ .۲ apk(ش  ک  ل 6= ۰ آن در ک  ه ی  اف  ت  ه ای  م م  ات  ری  س  ی

(ش  ک  ل ده  ی  د ان  ج  ام را Ap → Ap − (ap j/ai j)A j س  ط  ری ج  اب  ج  ای  ی p > j ه  ر ب  رای (۳ (ح  ال  ت
.(۱۶ .۲

خ  ودش پ  ل  ک  ان  ی س  ط  ری ح  ال  ت ب  ه را م  ف  روض م  ات  ری  س ی  ک ک  ه اس  ت ک  اف  ی ب  الا گ  ان  ه س  ه م  راح  ل
ت  وج  ه م  ی ده  ی  م. ق  رار j ب  ه ج  ای را j+ ۱ و p ب  ه ج  ای را p+ ۱ ال  گ  وری  ت  م، از ب  ع  دی م  رح  ل  ه در درآورد.

ک  ن  ی  م. ت  ب  دی  ل A′′ ب  ه را A′ ت  ا ک  ردی  م اس  ت  ف  اده روش ه  م  ی  ن از ۱۷ .۲ م  ث  ال در ک  ن  ی  د
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∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗

۰ ∗ ∗ · · · ∗
...

... ۰ ۰ ai j · · · ∗

۰ · · · ak j ak, j+۱ · · · ∗

۰ · · · ∗ ∗ · · · ∗



 k+ ۱

j

i

k

س  ط  ره  ا ج  اب  ج  ای  ی گ  اوس  ی، ح  ذف :۱۴ .۲ ش  ک  ل

∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗

۰ ∗ ∗ · · · ∗
...

... ۰ ai j ai, j+۱ · · · ∗

... · · · ۰ ak, j+۱ · · · ∗

۰ · · · ۰ ∗ · · · ∗



k+ ۱

j

i

k

س  ط  ری ت  ف  اض  لات ن  ت  ی  ج  ه گ  اوس  ی، ح  ذف :۱۶ .۲ ش  ک  ل

∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗

۰ ∗ ∗ · · · ∗
...

... ۰ ai j ai, j+۱ · · · ∗

۰ · · · ۰ ak, j+۱ · · · ∗

۰ · · · ∗ ∗ · · · ∗



k+ ۱

j

i

k

−Ai(ak+۱, j/ai j)

س  ط  ری ت  ف  اض  ل گ  اوس  ی، ح  ذف :۱۵ .۲ ش  ک  ل
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را ی  ر ز ی  س م  ات  ر ش  ده پ  ل  ک  ان  ی س  ط  ری ش  ک  ل گ  اوس، ی  ت  م ال  گ  ور از اس  ت  ف  اده ب  ا .۱۹ .۲ م  ث  ال
م  ی ک  ن  ی  م): ش  روع اول س  ت  ون (از i = j = ۱ اب  ت  دا در م  ی ی  اب  ی  م.

A =

۰ ۰ ۳
۲ ۶ −۲
۴ ۱۲ −۱


م  ی ک  ن  ی  م: ج  اب  ج  ا را دوم و اول س  ط  ر اس  ت. (۰ 6=)a۱۲ = ۲ س  ت  ون ای  ن درآی  ه اول  ی  ن

A
دوم و اول س  ط  ر

م  ی ک  ن  ی  م→−−−−−−−− ج  اب  ج  ا را

۲ ۶ −۲
۰ ۰ ۳
۴ ۱۲ −۱

 −۲A۱+A۳→A۳−−−−−−−−→

۲ ۶ −۲
۰ ۰ ۳
۰ ۰ ۳


ن  اص  ف  ر س  ت  ون اول  ی  ن م  ی ش  ود. دی  ده ی  س م  ات  ر ی  ر ز ی  ک آن در ک  ه ی  م م  ی پ  رداز آخ  ری س  ط  ر دو ب  ه
س  ت  ون ن  اص  ف  ر درآی  ه اول  ی  ن ب  ع  د م  رح  ل  ه در .(p = ۳ (ل  ذا اس  ت س  وم س  ت  ون ی  س م  ات  ر ی  ر ز ای  ن

ان  ج  ام ب  ا و م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب را (a۲۳ = ۳ (ی  ع  ن  ی ق  ب  ل  ی م  رب  وط  ه
A۳ −A۲ → A۳

اس  ت: ۲ ی  س م  ات  ر رت  ب  ه ل  ذا و م  ی آی  د ب  دس  ت ی  ر ز ی  س ۲م  ات  ر ۶ −۲
۰ ۰ ۳
۰ ۰ ۰


م  ی ده  د.۲۲ ارائ  ه را گ  اوس ح  ذف  ی روش از ق  وی ت  ری روش ب  ع  د، ق  ض  ی  ه

ن  ظ  ی  ر ک  ان  ون  ی ی  س م  ات  ر ب  ه م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری اع  م  ال ب  ه وس  ی  ل  ه م  ی ت  وان را A ی  س م  ات  ر ه  ر .۱۲ .۲ ق  ض  ی  ه
اس  ت.۲۳ ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر A ب  رای آم  ده دس  ت ب  ه C ی  س م  ات  ر ب  ع  لاوه ک  رد. ت  ب  دی  ل (C (م  ث  لاً خ  ودش
آن رت  ب  ه س  پ  س و ک  رده ت  ب  دی  ل خ  ودش ن  ظ  ی  ر ک  ان  ون  ی ی  س م  ات  ر ب  ه را ی  ر ز ی  س م  ات  ر اولاً .۱۶ .۲ ی  ن ت  م  ر

ی  د. آور ب  دس  ت را ۰ ۱ ۱ ۲
۱ ۲ −۱ ۱
−۲ ۱ ۱ ۰

۰ ۵ −۱ ۲


م  ی ک  ن  ی  م. واگ  ذار ت  م  ری  ن ب  ه ع  ن  وان آن را اث  ب  ات .۲۲

ن  ی  س  ت! م  ه  م C ب  ه A از رس  ی  دن در م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری اع  م  ال از اس  ت  ف  اده ن  ح  وه ی  ع  ن  ی ای  ن و .۲۳
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م  س  ائ  ل ۹ .۲
ک  ه: آوری  د ب  دس  ت ط  وری را x ب  ردار .۱

.x+y = z, y = (۰,۳,۴,−۲), z = (۳,۲, ۱,−۵) ال  ف)
.۵x = y− z, y = (−۱,−۱,۲), z = (۰, ۱,۷) ب)

و اگ  ر x+y = x اولاً ک  ن  ی  د ث  اب  ت اس  ت. اس  ک  ال  ر ی  ک λ 6= ۰ و Rn در ب  ردار دو y و x ک  ن  ی  د ف  رض .۲
.x = ۰ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر λx = ۰ ث  ان  ی  اً و y = ۰ اگ  ر ف  ق  ط

خ  ط  ی ان  د. واب  س  ت  ه ه  م  گ  ی آن گ  اه ب  اش  د، ص  ف  ر ب  ردار Rn در z۱, . . . ,zs ب  رداره  ای از ی  ک  ی اگ  ر ک  ن  ی  د ث  اب  ت .۳
خ  ط  ی ان  د؟ واب  س  ت  ه زی  ر ب  رداره  ای آی  ا ک  ه ک  ن  ی  د ت  ح  ق  ی  ق .۴

a۱ = (۱, ۰, ۰,۲,۵), a۲ = (۰, ۱, ۰,۳,۴), a۳ = (۰, ۰, ۱,۴,۷), a۴ = (۲,−۳,۴, ۱۱, ۱۲)

ده  ی  د ن  ش  ان اس  ت. ب  رق  رار زی  ر ت  س  اوی x ب  ردار ب  رای و خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل z۱, . . . ,zs ب  رداره  ای ک  ن  ی  د ف  رض .۵
اس  ت. م  ن  ح  ص  رب  ف  رد ن  م  ای  ش  ی x از ن  م  ای  ش ای  ن

x = λ۱z۱ + · · ·+λszs, λi ∈ R (i = ۱, . . . ,s)

ه  س  ت  ن  د: خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل Rn در زی  ر ب  ردار n ده  ی  د ن  ش  ان .۶
x۱ = (۱, ۰, ۰, . . . , ۰, ۰), x۲ = (۰, ۱, ۰, . . . , ۰, ۰), · · · , xn = (۰, ۰, ۰, . . . , ۰, ۱)

آوری  د. ب  دس  ت را زی  ر م  ات  ری  س دو رت  ب  ه .۷
۲ −۱ ۳ −۲ ۴

۴ −۲ ۵ ۱ ۷
۲ −۱ ۱ ۸ ۲

 ,

۳ −۱ ۳ ۲ ۵
۵ −۳ ۲ ۳ ۴
۱ −۳ −۵ ۰ −۷
۷ −۵ ۱ ۴ ۱


م  س  ت  ق  ل Rn در زی  ر ب  ردار n ،۱ ⩽ i, j ⩽ n ک  ه ηi j اس  ک  ال  ره  ای ب  ودن ن  اص  ف  ر ف  رض ب  ا ده  ی  د ن  ش  ان .۸

ه  س  ت  ن  د: خ  ط  ی
x۱ = (η۱۱,η۱۲, . . . ,η۱,n−۱,η۱n), x۲ = (۰,η۲۲, . . . ,η۲,n−۱,η۲n), · · · ,

xn = (۰, ۰, . . . , ۰,ηnn).

ک  ن  ی  د. ب  ررس  ی (۴) ت  ا (۱) م  وارد ت  م  ام ب  رای را ۲ .۱ ت  س  اوی درس  ت  ی .۹
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ب  ردار دو y و x ه  رگ  اه اس  ت، ب  رق  رار خ  ود ت  س  اوی ح  ال  ت در (۶ .۲) ک  وش  ی ن  ام  س  اوی ک  ه ده  ی  د ن  ش  ان .۱۰
ب  اش  ن  د. خ  ط  ی واب  س  ت  ه

دارد؟۲۴ وج  ود ۱ و ۰ م  ؤل  ف  ه ه  ای ب  ا Rn در n-ت  ای  ی ت  ع  داد چ  ه .۱۱
.B 6=C ول  ی AB = AC ک  ه ب  ی  اب  ی  د چ  ن  ان را C و A,B 6= 0 م  ات  ری  س ه  ای .۱۲

.AB = 0 ک  ه ب  ی  اب  ی  د چ  ن  ان را A,B 6= 0 م  ات  ری  س ه  ای .۱۳
.A0 = 0A = 0 ده  ی  د ن  ش  ان .۱۴

ب  رق  رارن  د۲۵ زی  ر ت  س  اوی ه  ای β و α ح  ق  ی  ق  ی ع  دد دو ه  ر و B و A م  ات  ری  س دو ه  ر ازای ب  ه ک  ن  ی  د ث  اب  ت .۱۵
(αA)(βB) = (αβ )AB, (αA)B = α(AB) = A(αB)

ب  اش  د، BC =CB و AC =CA اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان ه  س  ت  ن  د، n×n م  رت  ب  ه از C و B ،A م  ات  ری  س ه  ای .۱۶
.ABC =CBA آن گ  اه

.AB =
(

۱ ۰
۰ ۱

)
ک  ه ب  ی  اب  ی  د چ  ن  ان را B۳×۲ و A۲×۳م  ات  ری  س ه  ای .۱۷

ک  ه: ک  ن  ی  د پ  ی  دا چ  ن  ان را y و x ن  اص  ف  ر ب  رداره  ای ، A =
(

۱ −۱
−۳ ۱

)
م  ات  ری  س ب  رای .۱۸

Ax = 0, yA = 0

ده  ی  د. ن  ش  ان دوران م  ات  ری  س ب  رای را زی  ر ت  س  اوی درس  ت  ی ، β و α زاوی  ه دو ب  ه ازای .۱۹
Rα+β = Rα +Rβ

ک  ن  ی  د. اث  ب  ات را م  ات  ری  س  ی ج  م  ع ب  رای ش  ده ب  ی  ان خ  اص  ی  ت ه  ای ت  م  ام .۲۰
ده  ی  د: ان  ج  ام را زی  ر ض  رب .۲۱ ۰ ۲ −۱

−۲ −۱ ۲
۳ −۲ −۱

۷۰ ۳۴ −۱۰۷
۵۲ ۲۶ −۶۸
۱۰۱ ۵۰ −۱۴۰

 ۲۷ −۱۸ ۱۰
−۴۶ ۳۱ −۱۷

۳ ۲ ۱


ک  رد؟ خ  واه  د ت  غ  ی  ی  ر چ  گ  ون  ه AB ک  ن  ی  د م  ع  ی  ن زی  ر م  وارد از ه  ری  ک در .۲۲

ش  ون  د. ج  اب  ج  ا A ام j و iام س  ط  ره  ای ال  ف)
م  ی گ  وی  ن  د. ب  ول  ی ب  رداره  ا ای  ن ب  ه .۲۴

دارد. م  ع  ن  ی AB ض  رب م  ی ش  ود ف  رض ای  ن  ج  ا در .۲۵



۵۷ ی  س ه  ا م  ات  ر و ب  رداره  ا

م  ی اف  زای  ی  م. ام j س  ط  ر ب  ه را iام س  ط  ر از c م  ض  رب ب)
ش  ون  د. ج  اب  ج  ا A ام j و iام س  ت  ون ه  ای ج)

م  ی اف  زای  ی  م. ام j س  ت  ون ب  ه را iام س  ت  ون از c م  ض  رب د)
.rank(AB)⩽ rank(B) و rank(AB)⩽ rank(A) ده  ی  د ن  ش  ان .۲۳

tr(ABt) ب  ا A◦B ه  ادام  ارد ض  رب درآی  ه ه  ای م  ج  م  وع ده  ی  د ن  ش  ان ه  م م  رت  ب  ه ان  د. B و A م  ات  ری  س  ه  ای .۲۴
اس  ت۲۶ ی  ک  ی

B آن در ک  ه ن  وش  ت B+C م  ات  ری  س دو ج  م  ع ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان را A م  ات  ری  س ه  ر ک  ن  ی  د ث  اب  ت .۲۵
اس  ت. پ  ادم  ت  ق  ارن۲۷ م  ات  ری  س  ی C و م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س  ی

A۲؟ = I۲ ک  دام ه  ا ب  رای .A۲ = 0 ک  ه ب  ی  اب  ی  د را A۲×۲ م  ات  ری  س ه  ای ه  م  ه .۲۶
آوری  د. ب  دس  ت را زی  ر م  ات  ری  س ه  ای ک  ان  ون  ی ش  ک  ل و م  ات  ری  س رت  ب  ه و پ  ل  ک  ان  ی س  ط  ری ش  ک  ل .۲۷

A =

 ۰ ۰ −۱ ۳
−۲ −۱ ۲ ۱

۲ ۱ −۴ ۵

 , B =

 ۱ ۳ ۰ ۰
۵ ۱۵ ۲ ۱

−۲ −۶ ۱ ۳



م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان (A,B)F ب  ا و م  ی ن  ام  ن  د م  ات  ری  س دو ف  ری  ب  ی  ن  ی  وس ض  رب را ع  دد ای  ن .۲۶
Ct =−C ی  ع  ن  ی .۲۷





۳
دت  رم  ی  ن  ان و م  رب  ع  ی ی  س ه  ای م  ات  ر

م  ورد م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک ن  م  ای  ش در م  ی ت  وان  د م  ات  ری  س ی  ک چ  گ  ون  ه م  ی ده  ی  م ن  ش  ان ف  ص  ل ای  ن در
گ  ی  رد. ق  رار اس  ت  ف  اده

م  خ  ت  ص  ات ت  ب  دی  ل ۱ .۳
را (x′,y′) و (x,y) م  رت  ب زوج  ه  ای ب  ت  رت  ی  ب ش  ام  ل و ج  دی  د و ق  دی  م  ی ب  ن  ام  ه  ای م  خ  ت  ص  ات دس  ت  گ  اه دو
ری  اض  ی ارت  ب  اط ی  ک ه  م، ب  ا دو ای  ن ارت  ب  اط ن  ح  وۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ت  ا ک  ه ای  ن اس  ت م  ط  ل  وب گ  ی  ری  م. م  ی ن  ظ  ر در

(۱ .۳ (ش  ک  ل ش  ود. س  اخ  ت  ه آن  ه  ا ب  ی  ن م  ات  ری  س  ه  ا ب  ک  م  ک
اس  ت واض  ح ب  ه ش  ک  ل، ت  وج  ه ب  ا اولاً

y

x

x′y′

O

O′

ص  ف  ح  ه ی  ک در م  خ  ت  ص  ات دس  ت  گ  اه دو :۱ .۳ ش  ک  ل

دوم، دس  ت  گ  اه ب  ه اول دس  ت  گ  اه از ح  رک  ت در
گ  رف  ت  ه ک  م  ک دوران و ان  ت  ق  ال ت  ب  دی  لات از
از ب  ع  د ک  ه ان  ت  ق  ال  ی ث  ان  ی  اً و م  ی ش  ود ش  ده
ی  ک ب  ن  وع  ی خ  ودش ب  گ  ی  رد ص  ورت دوران
ب  ا م  رت  ب  ط ف  رم اک  ن  ون اس  ت. م  ش  اب  ه ت  ب  دی  ل
ج  دا ب  ه ط  ور را ح  رک  ت دو ای  ن م  ات  ری  س  ه  ای

م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی

ان  ت  ق  ال ۱ .۱ .۳
ک  رده م  ن  ت  ق  ل O′ = (x۰,y۰) (ج  دی  د) م  خ  ت  ص  ات م  ب  دأ ب  ه را O = (۰, ۰) (ق  دی  م  ی) م  خ  ت  ص  ات م  ب  دأ

.(۲ .۳ (ش  ک  ل ش  ون  د دی  ده ه  م  ی  ش  گ  ی م  ت  ع  ارف و اس  ت  ان  دارد ف  رم در ک  دام ه  ر در م  ح  وره  ا ب  ه ط  وری ک  ه



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۶۰

y

x

x′

y′

O

O′
y۰

η

ξ ′

η ′

ξx۰

ص  ف  ح  ه ی  ک در م  خ  ت  ص  ات دس  ت  گ  اه دو :۲ .۳ ش  ک  ل

م  ی پ  ی  دا را (ξ ′,η ′) ج  دی  د م  خ  ت  ص  ات اول، م  خ  ت  ص  ات دس  ت  گ  اه در X = (ξ ,η) ن  ق  ط  ه ه  ر ب  ه وض  وح،
ک  ه: ب  ه ط  وری ک  ن  د

ξ ′ = ξ − x۰, η ′ = η − y۰︸ ︷︷ ︸
(ξ ′,η ′)=(ξ ,η)−(x۰,y۰) (⋆)

دوران ۲ .۱ .۳
ب  از ن  وی  س  ی م  خ  ت  ص  ات ه  ای م  ب  دأ ان  ت  ق  ال از ح  اص  ل م  ع  ادل  ه دو ب  رداری م  ع  ادل ش  ک  ل ،(⋆) ب  ه ت  وج  ه ب  ا
(۳ .۳ (ش  ک  ل داده دوران م  ث  ل  ث  ات  ی) ج  ه  ت در (و α زاوی  ه ان  دازه ب  ه O′ ح  ول را ج  دی  د دس  ت  گ  اه اک  ن  ون ش  د.
ک  ه ای  ن اس  ت م  ی گ  وی  د ۳ .۳ ش  ک  ل آن  چ  ه ش  ود. ب  دل (ξ ′′,η ′′) دی  گ  ر م  خ  ت  ص  ات ب  ه (ξ ′,η ′) م  خ  ت  ص  ات ت  ا

دارن  د. وج  ود η ′′ =−ξ ′ sinα +η ′ cosα و ξ ′′ = ξ ′ cosα +η ′ sinα ه  م  زم  ان: م  ع  ادلۀ دو
ب  ه ص  ورت م  ات  ری  س ه  ا زب  ان ب  ا را م  ع  ادلات ای  ن

y′

x′

x′′
y′′

O′

η ′′

η ′

ξ ′

ξ ′′

α

α

دوران :۳ .۳ ش  ک  ل

ن  وش  ت: م  ی ت  وان ه  م )زی  ر
cosα sinα
−sinα cosα

)
︸ ︷︷ ︸

R−α

(
ξ ′

η ′

)
=

(
ξ ′′

η ′′

)

زاوی  ه ازای ب  ه دوران م  ات  ری  س R−α آن در ک  ه
ب  ب  ی  ن  ی  د). را ۱۲ .۲ (م  ث  ال اس  ت −α

داری  م: ب  الا از ن  ت  ای  ج ت  رک  ی  ب }ب  ا
ξ ′′ = (ξ − x۰)cosα +(η − y۰)sinα
η ′′ =−(ξ ′− x۰)sinα +(η − y۰)cosα



۶۱ دت  رم  ی  ن  ان و م  رب  ع  ی ی  س ه  ای م  ات  ر

ی  ا )و
ξ ′′

η ′′

)
= R−α

((
ξ
η

)
−
(

x۰
y۰

))

م  رب  ع  ی ی  س ه  ای م  ات  ر ۲ .۳
ه  م  ان  ی ی  س م  ات  ر ۱ .۲ .۳

م  ات  ری  س م  ی ش  ود، اس  ت  ف  اده م  ات  ری  س  ی اع  م  ال از ب  س  ی  اری در ک  ه م  ات  ری  س ن  وع خ  اص ت  ری  ن از ی  ک  ی
ه  ن  وز آن ک  ل  ی و ع  م  وم  ی ح  ال  ت ول  ی ش  د م  ع  رف  ی ت  ع  اری  ف در ق  ب  لاً م  ات  ری  س ای  ن چ  ه اگ  ر اس  ت. ه  م  ان  ی
اس  ت: م  ف  ی  د ک  رون  ک  ر دل  ت  ای ن  ام ب  ه ض  اب  ط  ه ای دو ت  اب  ع ی  ادآوری م  وض  وع، ب  ه ورود از ق  ب  ل اس  ت. ن  ش  ده ب  ی  ان

δi j =

{
۱ i = j
۰ i 6= j

, {۰, ۱, . . . ,n}×{۰, ۱, . . . ,n}→ {۰, ۱}

م  ی ش  ود: داده ن  ش  ان زی  ر ب  ه ش  ک  ل خ  ود ع  م  وم  ی ح  ال  ت در ه  م  ان  ی م  ات  ری  س  ت  اب  ع، ای  ن ب  ک  م  ک

In = ‖δi j‖n×n =


۱ ۰ · · · ۰
۰ ۱ · · · ۰
... ... . . . ...
۰ ۰ · · · ۱


.AIn = InA = A آن گ  اه ،A = ‖ai j‖n×n ک  ن  ی  د ف  رض .۱ .۳ ل  م

δ jk = ۰ ای  ن ص  ورت در j 6= k اگ  ر ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را AIn =
(
∑n

j=۱ ai jδ jk
)

n م  رت  بۀ م  ات  ری  س ب  ره  ان.
ب  ه ط  ور .AIn = A ی  ع  ن  ی، ای  ن و .ai jδ jk = ai j ب  ن  اب  رای  ن و δ jk = ۱ آن گ  اه j = k اگ  ر و .ai jδ jk = ۰ و

اس  ت. ث  اب  ت ح  ک  م و .InA = A م  ی ش  ود ث  اب  ت م  ش  اب  ه

ی  س م  ات  ر ی  ک ح  س  ب ب  ر چ  ن  دج  م  ل  ه ای و ی  س م  ات  ر ی  ک ت  وان ۲ .۲ .۳
م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ش  ک  ل را A ت  وان ه  ای اس  ت. n م  رت  ب  ه از م  رب  ع  ی م  ات  ری  س  ی A ک  ن  ی  م ف  رض

A۰ = In, A۱ = A, A۲ = AA, · · · , An = AAn−۱ = AA · · ·A︸ ︷︷ ︸
ت  ا n

,

م  ع  م  ول  ی چ  ن  دج  م  ل  ه ای از اس  ت  ف  اده ب  ا و ف  وق ت  ع  ری  ف ب  ک  م  ک ح  ال

f (x) = anxn +an−۱xn−۱ + · · ·+a۱x+a۰



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۶۲

ش  ود: م  ی س  ازی ه  م  ان  ن  د A م  ات  ری  س ح  س  ب ب  ر چ  ن  دج  م  ل  ه ای

f (A) = anAn +an−۱An−۱ + · · ·+a۱A+a۰In

آن گ  اه f (x) = x۲ − ۲x− ۱ و A =

(
۲ ۳
۱ ۰

)
اگ  ر .۱ .۳ م  ث  ال

f (A) = A۲ − ۲A− I =
(

۷ ۶
۲ ۳

)
−
(

۴ ۶
۲ ۰

)
−
(

۱ ۰
۰ ۱

)
=

(
۲ ۰
۰ ۲

)

خ  ط  ی-دوم  ج  ه  ول  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ۳ .۳
از م  ن  ظ  ور خ  وان  ن  ده و ش  د ص  ح  ب  ت پ  ی  ش  ی  ن ب  خ  ش  ه  ای در خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک م  ف  ه  وم درب  ارۀ

اس  ت. م  ات  ری  س  ی ن  گ  اه ب  ا خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک ح  ل م  ا ق  ص  د ب  خ  ش ای  ن در دان  د. م  ی را آن ح  ل
ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را زی  ر دل  خ  واه خ  ط  ی م  ع  ادلات }دس  ت  گ  اه

a۱۱x۱ +a۱۲x۲ = b۱
a۲۱x۱ +a۲۲x۲ = b۲

(۱ .۳)

ه  ای ب  ه ش  ک  ل م  ات  ری  س س  ه ،(۱ .۳) روی از

A =

(
a۱۱ a۱۲
a۲۱ a۲۲

)
, x =

(
x۱
x۲

)
, b =

(
b۱
b۲

)
م  ی ت  وان b ث  اب  ت ه  ا م  ات  ری  س و x م  ج  ه  ولات م  ات  ری  س ،A ض  رای  ب م  ات  ری  س ن  ام ه  ای ب  ه ب  ه ت  رت  ی  ب

م  ات  ری  س  ی ب  ه ش  ک  ل (۱ .۳) دس  ت  گ  اه م  ات  ری  س ه  ا ای  ن ک  م  ک ب  ا ک  رد. اس  ت  خ  راج
Ax = b (۲ .۳)

خ  ود م  ت  ع  ارف و ع  ادی ب  ه ش  ک  ل را (۱ .۳) دس  ت  گ  اه ک  ارب  رد، اص  ل ب  ه ورود از ق  ب  ل م  ی ش  ود. ن  وی  س  ی ب  از
ل  ذا و ک  رده ت  ق  س  ی  م آن ه  ا ب  ر م  ت  ن  اظ  راً را م  ع  ادل  ه دو ،a۱۱,a۲۱ 6= ۰ ف  رض ب  ا واق  ع در ک  ن  ی  م. م  ی }ح  ل

x۱ +(a۱۲/a۱۱)x۲ = b۱/a۱۱

x۱ +(a۲۲/a۲۱)x۲ = b۲/a۲۱

داری  م: دس  ت  گ  اه م  ع  ادل  ه دو ت  ف  اض  ل )از
a۱۲
a۱۱

− a۲۲
a۲۱

)
x۲ =

(
b۱
a۱۱

− b۲
a۲۱

)
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ک  ن  ی  م ج  ای  گ  زاری ف  وق دس  ت  گ  اه م  ع  ادلات از ی  ک  ی در را x۲ اگ  ر .x۲ =
b۱/a۱۱ − b۱/a۲۱

a۱۱/a۲۲ − a۱۲/a۲۱
ای  ن: ب  ن  اب  ر و

داش  ت: خ  واه  ی  م

x۱ =
b۱a۲۲ −b۲a۱۲

a۱۱a۲۲ −a۱۲a۲۱
(۳ .۳)

ش  ود. ص  ف  ر ن  ب  ای  د ب  الا ک  س  ره  ای م  خ  رج اس  ت ب  دی  ه  ی ال  ب  ت  ه

ی  س م  ات  ر دت  رم  ی  ن  ان ۴ .۳
A م  ات  ری  س دت  رم  ی  ن  ان را det(A) = a۱۱a۲۲ −a۲۱a۱۲ ت  اب  ع ق  ب  ل)، (ب  خ  ش A ض  رای  ب م  ات  ری  س ب  رای
آم  د. ب  دس  ت ب  الا در ک  ه اس  ت (۴ .۳) و (۳ .۳) ک  س  ر دو م  خ  رج ع  ب  ارت ه  م  ان دق  ی  ق  اً ت  اب  ع ای  ن م  ی گ  وی  ن  د.

:(A′′ و A′) ه  س  ت  ن  د زی  ر م  ات  ری  س دو دت  رم  ی  ن  ان ب  ه ت  رت  ی  ب ک  س  ر، دو ای  ن ص  ورت ه  ای

b۱a۲۲ −b۲a۱۲ = det

A′︷ ︸︸ ︷(
b۱ a۲۲
b۲ a۱۲

)
, b۲a۱۱ −b۱a۲۱ = det

(
a۱۱ b۱
a۲۱ b۲

)
︸ ︷︷ ︸

A′′

اس  ت: ب  ازن  وی  س  ی ق  اب  ل دت  رم  ی  ن  ان ب  ک  م  ک x۱,x۲ ب  ن  اب  رای  ن و

x۱ =
detA′

detA
, x۲ =

detA′′

detA
. (۴ .۳)

آن در ک  ه ب  ب  ی  ن  ی  د A = (A۱,A۲) س  ت  ون  ی ب  ه ش  ک  ل آن  را و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در را A۲×۲ م  ات  ری  س م  ج  دداً ح  ال

A۱ =

(
a۱۱
a۲۱

)
, A۲ =

(
a۱۲
a۲۲

)
دارد: وج  ود زی  ر خ  واص س  ت  ون  ی، م  ات  ری  س دو ای  ن ب  رای

ب  ودن: خ  ط  ی خ  اص  ی  ت

(a) det(A۱ +A′,A۲) = det(A۱,A۲)+det(A′
۱,A۲)

(b) det(A۱,A۲ +A′
۲) = det(A۱,A۲)+det(A۱,A′

۲)

(c) det(cA۱,A۲) = cdet(A۱,A۲)

(d) det(A۱,cA۲) = cdet(A۱,A۲)
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پ  ادت  ق  ارن  ی: خ  اص  ی  ت

(e) det(A۱,A۲) =−det(A۲,A۱)

( f ) det(A۱,A۲) = ۰

ه  م  ان  ی: خ  اص  ی  ت

(g) det(I۲) = ۱

ک  ن  ی  د: ت  وج  ه ۴ .۳ ش  ک  ل ب  ه ک  ن  د. ای  ف  ا را م  ه  م  ی ن  ق  ش م  ی ت  وان  د دت  رم  ی  ن  ان ه  ن  دس  ی، ن  ظ  ر از

A۲

A۱

O
|det [A۱,A۲]| ب  ا اس  ت ب  راب  ر الاض  لاع م  ت  وازی م  س  اح  ت :۴ .۳ ش  ک  ل

م  ی ده  د. ب  دس  ت را A۲ و A۱ ب  راب  ر دو اض  لاع ب  ا الاض  لاع م  ت  وازی م  س  اح  ت ۱|det(A۱,A۲)| م  ق  دار

ب  دی  ه  ی ان  د. س  ت  ون  ی ب  ردار دو A۲ = (۱,۳)t و A۱ = (−۲, ۰)t ک  ن  ی  د ف  رض ن  م  ون  ه ب  رای .۲ .۳ م  ث  ال
ب  ا اس  ت ب  راب  ر م  ی ش  ود س  اخ  ت  ه A۲ و A۱ اض  لاع وس  ی  لۀ ب  ه ک  ه الاض  لاع م  ت  وازی م  س  اح  ت اس  ت
ب  ا ی  ر ز دت  رم  ی  ن  ان م  ق  دار دی  گ  ر ط  رف از اس  ت. ۲ · ۳ = ۶ م  ق  دار ک  ه ارت  ف  اع در ق  اع  ده ط  ول ض  رب

دارد. م  ط  اب  ق  ت ق  ب  ل  ی ش  ده گ  ف  ت  ه م  ط  ل  ب

det(A۱,A۲) = det
(
−۲ ۰

۱ ۳

)
=−۶

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف را A = ||ai j||n×n م  رب  ع  ی م  ات  ری  س دت  رم  ی  ن  ان رون  د، ی  ک س  اخ  ت ب  ا اک  ن  ون

اس  ت دت  رم  ی  ن  ان م  ق  دار م  ط  ل  ق ق  در م  ن  ظ  ور .۱
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س  ت  ون و iام س  ط  ر ح  ذف از ک  ه اس  ت ی  س  ی م  ات  ر دت  رم  ی  ن  ان ب  ا ب  راب  ر A از Mi j
م  ی  ن  ور۲ .۱ .۳ ی  ف ت  ع  ر

ن  ظ  ی  ر ه  م  س  ازه را Ai j = (−۱)i+ jMi j ،م  ق  دار ai j درآی  ه ب  رای ه  م  چ  ن  ی  ن، م  ی ش  ود. ح  اص  ل A ام j

م  ی ن  ام  ن  د. ai j

داری  م: ام i س  ط  ر ب  ه ت  وج  ه ب  ا و ف  وق ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا

det(A) =
n

∑
j=۱

ai jAi j (۵ .۳)

ن  وش  ت: ه  م ام j س  ت  ون ح  س  ب ب  ر م  ی ت  وان را ف  وق م  ع  ادل  ه

det(A) =
n

∑
i=۱

ai jAi j (۶ .۳)

اس  ت.۳ اث  ب  ات ق  اب  ل م  ی ش  ون  د م  ن  ج  ر ی  ک  س  ان ج  واب ی  ک ب  ه ب  الا ف  رم  ول ه  ای ای  ن  ک  ه

ب  ا م  ث  ل  ث  ی ب  الا ی  س م  ات  ر ی  ک دت  رم  ی  ن  ان ک  ن  ی  د ث  اب  ت (۷ .۳) ف  رم  ول از م  ک  رر اس  ت  ف  اده ب  ا .۱ .۳ ی  ن ت  م  ر
اس  ت. ب  راب  ر ی  س م  ات  ر اص  ل  ی ق  ط  ر روی درآی  ه ه  ای ح  اص  ل  ض  رب

ی  س م  ات  ر در .۳ .۳ م  ث  ال
A =

۱ ۲ ۳
۵ ۰ ۶
۷ ۸ ۹


ی  م: دار (i = ۲) دوم س  ط  ر ازای ب  ه و

det(A) =−a۲۱A۲۱ +a۲۲A۲۲ −a۲۳A۲۳ (۷ .۳)

ی  م. آور ب  دس  ت را A۲۳ و A۲۱ اس  ت ک  اف  ی ل  ذا و اس  ت ص  ف  ر دوم ج  م  ل  ه ول  ی

det(A) =−(+۵)det
(

۲ ۳
۸ ۹

)
+ ۰− (+۶)det

(
۱ ۲
۷ ۸

)
= ۶۶

ی  م: دار A س  ط  ر اول  ی  ن ح  س  ب ب  ر دت  رم  ی  ن  ان ف  رم  ول ب  س  ط و A = [ai j]۳×۳ ی  س م  ات  ر ب  رای .۴ .۳ م  ث  ال

det

a۱۱ a۱۲ a۱۳
a۲۱ a۲۲ a۲۳
a۳۱ a۳۲ a۳۳

= a۱۱ det
(

a۱۲ a۲۳
a۳۲ a۳۳

)
−a۱۲ det

(
a۲۱ a۲۳
a۳۱ a۳۳

)
م  ی گ  وی  ن  د. ک  ه  اد آن ب  ه ف  ارس  ی در .۲

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه ۳۳ م  ن  ب  ع در ۵ .۴ .۲ ق  ض  ی  ه .۳
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+a۱۳ det
(

a۲۱ a۲۲
a۳۱ a۳۲

)
= a۱۱a۲۲a۳۳ −a۱۱a۲۳a۳۲ −a۱۲a۲۱a۳۳
+a۱۲a۲۳a۳۱ +a۱۳a۲۱a۳۲ −a۱۳a۲۲a۳۱

اس  ت: م  ف  روض ی  ر ز م  ث  ل  ث  ی پ  ای  ی  ن ی  س م  ات  ر .۵ .۳ م  ث  ال

A =


a۱۱ ۰ ۰ · · · ۰
a۲۱ a۲۲ ۰ · · · ۰
a۳۱ a۳۲ a۳۳ ۰ ۰
... ... ... . . . ۰

an۱ an۲ an۳ · · · ann


ی  م: دار j = ۱ ک  ه ح  ال  ت  ی در (۶ .۳) ف  رم  ول از م  ک  رر اس  ت  ف  اده ب  ا

det(A) = a۱۱ det

a۲۲ · · · ۰
... ...

an۲ · · · ann

= a۱۱a۱۲ det

a۳۲ · · · ۰
... ...

an۳ · · · ann


= · · ·= a۱۱a۲۲ · · ·ann.

اس  ت خ  واص  ی دارای گ  رف  ت  ه ای  م، ن  ظ  ر در زی  ر ب  ردار n از س  ت  ون  ی ب  ه ف  رم آن  را ک  ه An×n م  ات  ری  س دت  رم  ی  ن  ان
آی  د. م  ی ادام  ه در ک  ه

A = (A۱,A۲, . . . ,An)

دت  رم  ی  ن  ان اول  ی  ه خ  اص  ی  ت ه  ای ۱ .۴ .۳
ب  ودن: خ  ط  ی

(a) det(A۱, . . . ,Ai−۱,Ai +A′
i,Ai+۱, . . . ,An) =

det(A۱, . . . ,Ai−۱,Ai,Ai+۱, . . . ,An)+det(A۱, . . . ,Ai−۱,A′
i,Ai+۱, . . . ,An),

(b) det(A۱, . . . ,Ai−۱,cAi,Ai+۱, . . . ,An) = cdet(A۱, . . . ,Ai, . . . ,An).

پ  ادت  ق  ارن  ی:
(c) det(A۱, . . . ,Ai, . . . ,A j, . . . ,An) =−det(A۱, . . . ,A j, . . . ,Ai, . . . ,An).

ه  م  ان  ی:
(d) det(In) = ۱
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اول  ی  ه خ  واص از م  ی ت  وان را (۷ .۳) و (۶ .۳) ف  رم  ول ه  ای (م  ن  ج  م  ل  ه دت  رم  ی  ن  ان خ  واص از دی  گ  ر ب  س  ی  اری
م  ث  لاً: آورد. ب  دس  ت ب  الا (d) ت  ا (a)

اس  ت: ب  رق  رار An×n دت  رم  ی  ن  ان ب  رای ی  ر ز خ  واص .۲ .۳ ن  ت  ی  ج  ه
(e) det(A۱, . . . ,Ai−۱,B,Ai+۱, . . . ,A j−۱,B,A j+۱, . . . ,An) = ۰

( f ) det(A۱, . . . ,Ai−۱,Ai+cA j,Ai+۱, . . . ,An) = det(A۱, . . . ,An)

(g) det(A۱, . . . ,Ai−۱, ۰,Ai+۱, . . . ,An) = ۰

اگ  ر ب  ره  ان.
A = (A۱, . . . ,Ai−۱,B,Ai+۱, . . . ,A j−۱,B,A j+۱, . . . ,An)

ث  اب  ت (e) و det(A) = ۰ ی  ع  ن  ی ای  ن و det(A) = −det(A) ب  ودن، پ  ادت  ق  ارن  ی ب  ن  اب  ه ای  ن ص  ورت در
اگ  ر ب  ع  د، ق  س  م  ت ب  رای م  ی ش  ود.

A = (A۱, . . . ,Ai−۱,Ai + cA j,Ai+۱, . . . ,An)

داری  م: (a) از اس  ت  ف  اده ب  ا آن گ  اه

det(A) = det(A۱, . . . ,Ai−۱,Ai,Ai+۱, . . . ,An)+det(A۱, . . . ,Ai−۱,cA j,Ai+۱, . . . ,An)

ب  ا: اس  ت م  س  اوی ب  الا ج  م  ع در دوم م  ول  فۀ (e) و (b) ت  س  اوی ه  ای از گ  رف  ت  ن ک  م  ک ب  ا ک  ه
det(A۱, . . . ,Ai−۱,cA j,Ai+۱, . . . ,A j, . . . ,An)

= cdet(A۱, . . . ,Ai−۱,A j,Ai+۱, . . . ,A j, . . . ,An) = c× ۰ = ۰.

م  ی ش  ود: ث  اب  ت (g) ،c = ۰ ده  ی  م ق  رار (b) خ  اص  ی  ت در اگ  ر م  ی ش  ود. اث  ب  ات ( f ) ل  ذا

det(A۱, . . . ,Ai−۱,0,Ai+۱, . . . ,An) = ۰×det(A۱, . . . ,Ai−۱,0,Ai+۱, . . . ,An) = ۰

م  ی ک  ن  ی  م: اس  ت  ف  اده (راس  ت) ی  ر ز ش  ک  ل از ب  ع  د م  ن دت  رم  ی  ن  ان ن  م  ای  ش ب  رای .۱ .۳ ق  رارداد

det


a۱۱ a۱۲ · · · a۱n
a۲۱ a۲۲ · · · a۲n... ... . . . ...
an۱ an۲ · · · ann

=⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a۱۱ a۱۲ · · · a۱n
a۲۱ a۲۲ · · · a۲n... ... . . . ...
an۱ an۲ · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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م  ی ک  ن  ی  م: م  ح  اس  ب  ه ش  ده گ  ف  ت  ه خ  واص ب  ک  م  ک را ی  ر ز ی  س م  ات  ر دت  رم  ی  ن  ان .۶ .۳ ∣∣∣∣∣∣م  ث  ال
۳ ۲ ۷
۰ ۱ −۳
۳ ۴ ۱

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣
۳+(−۱)× ۲ ۲ ۷
۰+(−۱)× ۱ ۱ −۳
۳+(−۱)× ۴ ۴ ۱

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣

۱ ۲ ۷
−۱ ۱ −۳
−۱ ۴ ۱

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
۱ ۲+(−۲)× ۱ ۷+(−۷)× ۱
−۱ ۱+(−۲)× (−۱) −۳+(−۷)× (−۱)
−۱ ۴+(−۲)× (−۱) ۱+(−۷)× (−۱)

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣

۱ ۰ ۰
−۱ ۳ ۴
−۱ ۶ ۸

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣۳ ۴
۸ ۶

∣∣∣∣= ۰

واق  ع در ش  د. اس  ت  ف  اده دارد وج  ود ص  ف  ر ت  ع  داد آن در ک  ه اول س  ط  ر و ( f ) خ  اص  ی  ت از ب  الا در
رف  ت. ب  ک  ار i = ۱ ک  ه ح  ال  ت در (۶ .۳) ف  رم  ول

ب  رای م  ات  ری  س  ی ع  م  ل  ی  ات اع  م  ال از ب  ع  د م  ه  م  ی ن  ک  ات چ  ه ک  ه ده  د م  ی ن  ش  ان زی  ر خ  اص  ی  ت دو
آی  د: م  ی ب  وج  ود دت  رم  ی  ن  ان

(h) det(AB) = det(A)×det(B)

(i) det(At) = det(A)
(۸ .۳)

ب  ک  م  ک ک  ل  ی ح  ال  ت در اث  ب  ات ف  رم و داده ان  ج  ام ۲× ۲ م  ات  ری  س ه  ای ب  رای را (۸ .۳) اث  ب  ات رون  د ب  ره  ان.
ش  ود. م  ی ان  ج  ام م  ی آورد در خ  ود ک  ان  ون  ی ح  ال  ت ب  ه را م  ات  ری  س ک  ه م  ق  دم  ات  ی ت  ب  دی  لات ت  ع  داد ب  ر اس  ت  ق  راء

آن: در ک  ه ب  رم  ی گ  ردی  م ۵ .۵ .۲ ب  خ  ش ب  ه

AB =

(
a۱۱b۱۱ +a۱۲b۲۱ a۱۱b۱۲ +a۱۲b۲۲
a۲۱b۱۱ +a۲۲b۲۱ a۲۱b۱۲ +a۲۱b۲۲

)
ن  وش  ت: زی  ر م  ج  م  وع ب  ه ش  ک  ل ت  وان م  ی را det(AB)∣∣∣∣a۱۱b۱۱ a۱۱b۱۲

a۲۱b۱۱ a۲۱b۱۲

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a۱۲b۱۱ a۱۱b۱۲
a۲۲b۲۱ a۲۱b۱۲

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a۱۱b۱۱ a۱۲b۲۱
a۲۱b۱۱ a۲۲b۲۲

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a۲۲b۲۱ a۱۲b۲۲
a۲۲b۲۱ a۲۲b۲۲

∣∣∣∣
ب  ا: اس  ت ب  راب  ر ک  ه

=b۱۱b۱۲

∣∣∣∣a۱۱ a۱۱
a۲۱ a۲۱

∣∣∣∣−b۲۱b۱۲

∣∣∣∣a۱۱ a۱۱
a۲۱ a۲۱

∣∣∣∣
+b۱۱b۲۲

∣∣∣∣a۱۱ a۱۱
a۲۱ a۲۱

∣∣∣∣+b۲۱bb۲۲

∣∣∣∣a۱۲ a۱۲
a۲۲ a۲۲

∣∣∣∣
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اس  ت: ی  ک  ی زی  ر ن  ت  ای  ج ب  ا ف  وق ح  اص  ل ک  ه ده  د م  ی ن  ش  ان س  اده ای م  ح  اس  ب  ه

det(A)(b۱۱b۲۲ −b۲۱b۱۲) = det(A)det(B)

ب  رق  رار det(At) = det(A) ش  ود: م  ی دی  ده ب  ه س  ادگ  ی ت  ران  ه  اده، ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ع  لاوه
اس  ت.۴

ی  م:۵ دار ب  اش  د، ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ی  ک c وق  ت  ی An×n ی  س م  ات  ر ب  رای ک  ل  ی ح  ال  ت در .۱ .۳ ن  ک  ت  ه

cdet(A) 6= det(cA) = cn det(A)

ت  ط  ب  ی  ق A س  ت  ون ه  ای ب  ه س  ط  ره  ا، ج  ای ب  ه م  ی ت  وان را (g) ت  ا (a) خ  واص ،(i) خ  اص  ی  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا
واق  ع: در ب  ال  ع  ک  س). (و اس  ت At س  ت  ون ه  ای ،A س  ط  ره  ای ک  ه ش  ک  ل ای  ن ب  ه داد

ک  ن  ی  م ج  اب  ج  ا م  ت  ن  اظ  رش س  ط  ر ب  ا را A ی  س م  ات  ر از An, . . . ,A۱ س  ت  ون ه  ای ت  م  ام اگ  ر .۳ .۳ ن  ت  ی  ج  ه
اس  ت. ب  رق  رار م  ج  دداً (g) ت  ا (a) از دت  رم  ی  ن  ان خ  واص ت  م  ام آن گ  اه

م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری ع  م  ل  ی  ات و دت  رم  ی  ن  ان ۲ .۴ .۳
آن دن  ب  ال ب  ه و ک  رده ت  ع  ری  ف م  ات  ری  س ی  ک روی را م  ق  دم  ات  ی) س  ط  ری (اَع  م  ال ع  م  ل س  ه ۸ .۲ ب  خ  ش در
ب  ررس  ی را اَع  م  ال ای  ن و م  ات  ری  س ی  ک دت  رم  ی  ن  ان ب  ی  ن ن  س  ب  ت اک  ن  ون ش  د. ص  ح  ب  ت م  ق  دم  ات  ی م  ات  ری  س ه  ای از

م  ی ک  ن  ی  م.

ح  اص  ل A م  رب  ع  ی ی  س م  ات  ر از e م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری ع  م  ل واس  ط  ه ب  ه A′ ی  س م  ات  ر اگ  ر .۴ .۳ گ  زاره
q ع  دد م  ق  دم  ات  ی) س  ط  ری ع  م  ل ن  وع ب  ه ت  وج  ه (ب  ا آن در ک  ه detA′ = qdetA آن گ  اه ب  اش  د ش  ده

ب  ود: خ  واه  د ی  ر ز م  وارد از ی  ک  ی از ی  ک  ی
اس  ت. س  ط  ره  ا ج  اب  ج  ای  ی ع  م  ل e ح  ال  ی ک  ه در q =−۱ (۱)

اس  ت. λ در س  ط  ر ی  ک اس  ک  ال  ری ض  رب ع  م  ل e ح  ال  ی ک  ه در q = λ (۲)
ب  اش  د. س  وم م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری ع  م  ل e ح  ال  ی ک  ه در q = ۱ (۳)

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه ۴ .۲ ب  خ  ش ،۳۳ م  ن  ب  ع ب  ه ک  ام  ل اث  ب  ات ب  رای .۴
ک  ن  ی  د! ت  وج  ه چ  پ س  م  ت ن  ام  س  اوی ب  ه ض  م  ن  اً آی  د. م  ی ب  دس  ت ش  د، ب  ی  ان ک  ه م  ط  ال  ب  ی ب  ا آن ب  رق  راری .۵
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اول  ی  ن در A م  ات  ری  س س  ط  ره  ای روی (g) ت  ا (a) خ  واص از اس  ت  ف  اده و ۲ .۳ ن  ت  ی  ج  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ره  ان.
از ح  ال  ت دوم  ی  ن ش  د. خ  واه  د ق  ری  ن  ه دت  رم  ی  ن  ان ک  ه م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه (e) پ  ادت  ق  ارن  ی خ  اص  ی  ت از ح  ال  ت

داری  م (b) ب  ودن خ  ط  ی خ  اص  ی  ت

det(A′) = λ det(A)

ی  ع  ن  ی ای  ن و det(A) = det(A′) ،( f ) ب  ودن خ  ط  ی ک  م  ک ب  ا م  ج  دداً ن  ه  ای  ت در و .q = λ ل  ذا و
.q = ۱

از ی  س  ی م  ات  ر دت  رم  ی  ن  ان ف  وق، گ  زارۀ و (q) ت  ا (a) خ  واص از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ث  ال، ای  ن در .۷ .۳ م  ث  ال
ی  م.۶ م  ی آور ب  دس  ت را n م  رت  ب  ه

A =



۰ ۱ ۱ · · · ۱ ۱
۱ ۱ ۱ · · · ۱ ۱
۱ ۰ ۱ · · · ۱ ۱
... ... ... ... ... ...
۱ ۰ ۰ · · · ۱ ۱
۱ ۰ ۰ · · · ۰ ۱


n×n

ب  ا را iام س  ط  ر i = ۲, . . . ,n ه  ر ب  رای و م  رح  ل  ه اول  ی  ن در

Ai −A۱

م  ی ک  ن  ی  م: ع  وض

|A|=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۰ ۱ ۱ · · · ۱ ۱
۱ ۰ ۰ · · · ۰ ۰
۱ −۱ ۰ · · · ۰ ۰
... ... ... . . . ... ...
۱ −۱ −۱ · · · ۰ ۰
۱ −۱ −۱ · · · −۱ ۰

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ب  اش  د. ب  زرگ اس  ت م  م  ک  ن n ک  ن  ی  د ت  وج  ه .۶
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م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  وی  ض س  وم س  ط  ر ب  ا را دوم س  ط  ر س  پ  س و ک  رده ج  اب  ج  ا را اول س  ط  ر دو دوم، م  رح  ل  ه در

|A|=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−۱ ۰ ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۱ ۱ · · · ۱ ۱
۱ −۱ ۰ · · · ۰ ۰
... ... ... . . . ... ...
۱ −۱ −۱ · · · ۰ ۰
۱ −۱ −۱ · · · −۱ ۰

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۱ ۰ ۰ · · · ۰ ۰
۱ −۱ ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۱ ۱ · · · ۱ ۱
... ... ... . . . ... ...
۱ −۱ −۱ · · · ۰ ۰
۱ −۱ −۱ · · · −۱ ۰

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
م  ی رس  ی  م: ی  ر ز دت  رم  ی  ن  ان ب  ه ای  ن رون  د ت  ک  رار ب  ا

|A|= · · ·= (−۱)n−۲

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۱ ۰ ۰ · · · ۰ ۰
۱ −۱ ۰ · · · ۰ ۰
... ... ... ... ... ...
۱ −۱ −۱ · · · ۰ ۰
۰ ۱ ۱ · · · ۱ ۱
−۱ −۱ −۱ · · · −۱ ۰

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−۱)n−۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۱ ۰ ۰ · · · ۰ ۰
۱ −۱ ۰ · · · ۰ ۰
... ... ... ... ... ...
۱ −۱ −۱ · · · ۰ ۰
۱ −۱ −۱ · · · −۱ ۰
۰ ۱ ۱ · · · ۱ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ی  م: دار (۱ .۳ ی  ن ت  م  ر ب  ه (ب  ن  ا اس  ت ب  الام  ث  ل  ث  ی آخ  ری، ی  س م  ات  ر چ  ون ک  ه

det(A) = (−۱)n−۱ × (−۱)n−۲ =−۱ (۹ .۳)
م  راج  ع  ه B ض  م  ی  م  ه ب  ه م  ی ش  ود اس  ت  ف  اده م  ش  ک  ل ت  ر دت  رم  ی  ن  ان ه  ای م  ح  اس  ب  ه در ک  ه روش ه  ای  ی ب  رای

ک  ن  ی  د.
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م  س  ائ  ل ۵ .۳
ب  ی  اب  ی  د. را زی  ر م  ق  ادی  ر ف  رم  ول ب  ک  م  ک .۱

(c)
∣∣∣∣۱ ۲
۳ ۴

∣∣∣∣(b)
∣∣∣∣a۲ ab
ab b۲

∣∣∣∣ ,(a)
∣∣∣∣n+ ۱ n

n n− ۱

∣∣∣∣ ,
(e)

∣∣∣∣sin(α) cos(α)
sin(β ) cos(β )

∣∣∣∣(d)
∣∣∣∣a۲ +ab+b۲ a۲ −ab+b۲

a+b a−b

∣∣∣∣ ,
( f )

∣∣∣∣ sin(α)+ sin(β ) cos(β )+ cos(α)
cos(β )− cos(α) sin(α)− sin(β )

∣∣∣∣
ب  ی  اب  ی  د. را زی  ر م  ق  ادی  ر دت  رم  ی  ن  ان، خ  واص ب  ک  م  ک .۲

(i)

∣∣∣∣∣∣
a x x
x b x
x x c

∣∣∣∣∣∣(h)

∣∣∣∣∣∣
۷ ۲ −۱
−۳ ۴ ۰

۵ −۸ ۱

∣∣∣∣∣∣ ,(g)

∣∣∣∣∣∣
۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۱
۱ ۱ ۰

∣∣∣∣∣∣ ,

(k)

∣∣∣∣∣∣
sin(α) cos(α) ۱
sin(β ) cos(β ) ۱
sin(γ) cos(γ) ۱

∣∣∣∣∣∣( j)

∣∣∣∣∣∣
a۲ + ۱ ab ac

ab b۲ + ۱ bc
ac bc c۲ + ۱

∣∣∣∣∣∣ ,

(m)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
۲ ۱ · · · ۱
۱ ۲ · · · ۱
... ... . . . ...
۱ ۱ · · · ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

(l)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
۱ ۲ ۳ ۴ ۵
۲ ۳ ۴ ۵ ۱
۳ ۴ ۵ ۱ ۲
۴ ۵ ۶ ۲ ۳
۵ ۱ ۲ ۳ ۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

(p)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۱ ۲ ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۱ ۲ · · · ۰ ۰
۰ ۰ ۱ · · · ۰ ۰
... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · ۱ ۲
۲ ۰ ۰ · · · ۰ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۱ ۱ ۱ · · · ۱ ۱
۱ ۱ ۱ · · · ۱ ۰
۱ ۱ ۱ · · · ۰ ۰
... . . . ...
۱ ۱ ۰ · · · ۰ ۰
۱ ۰ ۰ · · · ۰ ۰

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n
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س  پ  س و ش  ده م  ن  ت  ق  ل (۲,−۳) ن  ق  طۀ ب  ه م  ب  دآ آن در ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را ص  ف  ح  ه در م  خ  ت  ص  ات  ی ت  ب  دی  ل .۳
ب  ه ک  ه ب  ن  وی  س  ی  د را م  ات  ری  س م  ی ش  ود. داده دوران م  ث  ل  ث  ات  ی ج  ه  ت در π/۴ ان  دازۀ ب  ه م  خ  ت  ص  ات م  ح  وره  ای

م  ی ب  رد. (x′,y′) ن  ق  طۀ ب  ه را (x,y) ن  ق  طۀ ت  ب  دی  ل، ای  ن آن، ت  وس  ط
و f (x) = x۳ − ۷x۲ + ۱۳x− ۵ ب  ه ازای .۴

A =

۵ ۲ −۳
۱ ۳ −۱
۲ ۲ −۱


. f (A) م  ح  اس  بۀ م  ط  ل  وب  س  ت

اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان اس  ت. م  ف  روض A۲×۲ م  ات  ری  س .۵
f (x) = x۲ −ax+b

. f (A) = 0 آن گ  اه ش  ده ان  د، داده b = detA و a = tr(A) آن در ک  ه
ک  ن  ی  د. ث  اب  ت .۶∣∣∣∣∣∣∣

۰ ۱ ۱ a
۱ ۰ ۱ b
۱ ۱ ۰ c
a b c d

∣∣∣∣∣∣∣= a۲ +b۲ + c۲ − ۲ab− ۲ac− ۲bc+ ۲d

.X −X ۲ =−In ب  اش  ی  م داش  ت  ه آن ب  رای ک  ه ک  ن  ی  د پ  ی  دا چ  ن  ان را X م  ات  ری  س .۷
ک  ن  ی  د. پ  ی  دا زی  ر م  ع  ادلات در را م  ت  غ  ی  ر م  ق  دار .۸

(b)

∣∣∣∣∣∣
۱ ۰ ۰
x۲ x− ۲ ۳
x x+ ۱ x

∣∣∣∣∣∣= ۳

(d)

∣∣∣∣∣∣
−x ۲ ۱− x

۳ −x ۱
۱ ۰ −x

∣∣∣∣∣∣= ۷

(a)

∣∣∣∣∣∣
x ۱ ۲
۳ x −۱
۴ x −۲

∣∣∣∣∣∣= ۲

(c)

∣∣∣∣∣∣
−۱ x x

۲ −۱ ۲
۲ ۲ −۱

∣∣∣∣∣∣= ۲۷

چ  ی  س  ت؟ |BA| آن  گ  اه ب  اش  ن  د، B =

(
۲ ۱ ۱
۱ ۱ ۲

)
و A =

۱ ۲
۲ ۱
۱ ۱

 اگ  ر .۹





۴
م  ع  ک  وس ی  س م  ات  ر

ح  س  اب  ی ع  م  ل ب  ه اک  ن  ون ک  ردی  م. ت  ع  ری  ف م  ات  ری  س  ه  ا ب  ی  ن را م  ق  دم  ات  ی۱ ح  س  اب  ی اع  م  ال ،۵ .۲ ب  خ  ش در
م  ی پ  ردازی  م. م  ات  ری  س ه  ا ت  ق  س  ی  م ی  ع  ن  ی دی  گ  ری

ی  س  ی م  ات  ر ت  ق  س  ی  م و م  ع  ک  وس ی  س م  ات  ر ۱ .۴
x = b/a م  ن  ح  ص  ر ب  ف  رد ج  واب دارای ax = b,(a 6= ۰) ع  ددی م  ع  ادلۀ ک  ه دان  د م  ی خ  وان  ن  ده م  ط  م  ئ  ن  اً
اس  ت. a ض  رب  ی م  ع  ک  وس a−۱ آن در ک  ه ن  وش  ت ه  م x = ba−۱ ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان را ج  واب ای  ن اس  ت.

رس  ی  م: م  ی زی  ر م  ات  ری  س  ی ف  رم ب  ه ش  ود اس  ت  ف  اده م  ات  ری  س از b و a ب  ج  ای و م  ع  ادل  ه ش  ک  ل ح  ف  ظ ب  ا اگ  ر

AX = B (۱ .۴)

اس  ت. م  ج  ه  ول X م  ات  ری  س و م  ع  ل  وم B و A م  ات  ری  س ه  ای
ه  م  چ  ون ح  اص  ل  ی داری  م ان  ت  ظ  ار (۱ .۴) ب  رای و ع  ددی م  ع  ادلۀ ج  واب روی از م  ش  اب  ه س  ازی ب  ا

X = A−۱B

آن گ  اه B = In ده  ی  م، ق  رار اگ  ر م  ی ش  ود۲. ت  ل  ق  ی A م  ع  ک  وس A−۱ آن در ک  ه آی  د ب  دس  ت

X = A−۱In = A−۱

م  ی آوری  م. را زی  ر ت  ع  ری  ف اخ  ی  ر ت  س  اوی از ال  ه  ام ب  ا .In = A−۱A ل  ذا و
ض  رب و ج  م  ع .۱

اس  ت. ب  رق  رار B م  ات  ری  س ه  ر ب  رای م  ات  ری  س  ی، م  ع  ادل  ه ای  ن .۲
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ه  رگ  اه م  ی ن  ام  ن  د، A (وارون) م  ع  ک  وس را C ی  س م  ات  ر ،A ی  س م  ات  ر ه  ر ب  رای .۱ .۴ ی  ف ت  ع  ر

In =CA = AC

م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان A−۱ ب  ا را C ح  ال  ت ای  ن در

اس  ت. م  رب  ع  ی ح  ت  م  اً A ب  اش  د، داش  ت  ه وارون A ی  س م  ات  ر اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان .۱ .۴ ی  ن ت  م  ر

ک  ن  ی  د: ض  رب A−۱ در چ  پ از را ،A−۱ وج  ود ف  رض ب  ا را (۱ .۴) م  ع  ادل  ه اک  ن  ون،

X = InX = A−۱AX = A−۱B

اس  ت. آن ج  واب ت  ن  ه  ا X و ب  وده ح  ل پ  ذی  ر (۱ .۴) م  ع  ادل  ه ب  اش  د، م  وج  ود A−۱ اگ  ر ای  ن  ک  ه ن  ت  ی  ج  ه

ک  ن  ی  د۳. ح  ل را XA = B م  ع  ادل  ه ت  ا ک  ن  ی  د س  ع  ی ،(۱ .۴) م  ع  ادل  ه ب  ا م  ش  اب  ه .۲ .۴ ی  ن ت  م  ر

اس  ت. ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر A−۱ ب  اش  د، داش  ت  ه وج  ود A ی  س م  ات  ر م  ع  ک  وس اگ  ر .۱ .۴ ق  ض  ی  ه

ب  ا دی  گ  ری م  ات  ری  س A′ اگ  ر ح  ال .I = A−۱A ل  ذا اس  ت A م  ع  ک  وس A−۱ م  ات  ری  س چ  ون ب  ره  ان.
داری  م: راس  ت از A−۱ ض  رب ب  ا آن گ  اه ب  اش  د، I = A′A خ  اص  ی  ت

A−۱ = IA−۱ = A′AA−۱ = A′(AA−۱) = A′I = A′

اس  ت. ی  ک  ت  ا ح  ت  م  اً ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود اگ  ر م  ات  ری  س ی  ک م  ع  ک  وس م  ی ده  د ن  ش  ان ک  ه

ل  ذا و CA = AC = I۲ ی  م دار C =

(
۲ −۳
−۱ ۲

)
و A =

(
۲ ۳
۱ ۲

)
ی  س م  ات  ر دو ب  رای .۱ .۴ م  ث  ال

اس  ت. C ه  م  ان A−۱

.I−۱
n = In ل  ذا In = InIn چ  ون .۲ .۴ م  ث  ال

ن  وع ه  ر ب  رای م  ع  ک  وس م  ات  ری  س ک  ه ک  ن  ی  د ف  ک  ر اس  ت م  م  ک  ن دی  دی  د، ب  ح  ال ت  ا ک  ه چ  ی  زی ه  ای  ی ب  ا
م  ات  ری  س دو گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا را ادع  ا ای  ن ب  ودن غ  ل  ط دارد. وج  ود م  رب  ع  ی م  ات  ری  س

A =

(
۰ ۱
۰ ۱

)
, B =

(
b۱۱ b۱۲
b۲۱ b۲۲

)
م  ی ن  ام  ن  د. (۱ .۴) م  ع  ادل  ه دوگ  ان را م  ع  ادل  ه ای  ن .۳
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م  ی ده  ی  م: ن  ش  ان BA م  ات  ری  س ت  ش  ک  ی  ل ب  ا و دل  خ  واه  س  ت B آن در ک  ه

BA =

(
۰ b۱۱ +b۱۲
۰ b۲۱ +b۲۲

)
A ب  رای وارون وج  ود ای  ن ب  ن  اب  ر ک  رد. م  س  اوی I۲ ه  م  ان  ی م  ات  ری  س ب  ا را BA ن  م  ی ت  وان ه  ی  چ  گ  اه ب  ه وض  وح

م  ی گ  وی  ن  د. م  ن  ف  رد ه  س  ت  ن  د وارون ن  اپ  ذی  ر ک  ه م  ات  ری  س ه  ای  ی ب  ه اس  ت. م  ن  ت  ف  ی

اس  ت. م  ن  ف  رد ی  س  ی م  ات  ر A آن گ  اه ب  اش  د، det(A) = ۰ اگ  ر .۲ .۴ ق  ض  ی  ه
ل  ذا و AA−۱ = I ای  ن ص  ورت در دارد. وج  ود A−۱ ب  خ  ل  ف و det(A) = ۰ ک  ن  ی  د ف  رض ب  ره  ان.

۱ = det(AA−۱︸ ︷︷ ︸
I

) = det(A)×det(A−۱) = ۰×det(A−۱) = ۰

ن  دارد. وج  ود A−۱ ای  ن رو از اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه

A−۱ م  ح  اس  بۀ ک  ه ه  س  ت  ی  م ال  گ  وری  ت  م  ی ب  دن  ب  ال اس  ت۴. ن  ام  ن  ف  رد و م  رب  ع  ی م  ات  ری  س  ی An×n ک  ن  ی  م ف  رض
ع  دد ،۵Mi j زی  رم  ات  ری  س ک  م  ک ب  ا ک  ن  د. م  م  ک  ن را

Ai j = (−۱)i+ j det(Mi j)

ش  ک  ل A روی از را A∗ ال  ح  اق  ی ی  س م  ات  ر ب  ن  ام ج  دی  دی م  ات  ری  س ،۶ai j درآی  ه ن  ظ  ی  ر ه  م  س  ازۀ ه  م  ان ی  ا
م  ی ده  ی  م:

a۱۱ a۱۲ · · · a۱n
a۲۱ a۲۲ · · · a۲n... ... . . . ...
an۱ an۲ · · · ann


︸ ︷︷ ︸

A

=⇒


A۱۱ A۱۲ · · · A۱n
A۲۱ A۲۲ · · · A۲n... ... . . . ...
An۱ An۲ · · · Ann


︸ ︷︷ ︸

A∗

(۲ .۴)

داری  م: دت  رم  ی  ن  ان ت  ع  ری  ف ب  ک  م  ک اس  ت. ن  ش  س  ت  ه م  ت  ن  اظ  ر ai j ج  ای  گ  اه در دق  ی  ق  اً A∗ در Ai j ک  ن  ی  د دق  ت

AA∗ = A∗A =


d ۰ · · · ۰
۰ d · · · ۰
... ... . . . ...
۰ ۰ · · · d

 , d = det(A) (۳ .۴)

دارد. م  ع  ک  وس A ،۲ .۴ ق  ض  ی  ه ب  ه ب  ن  ا پ  س .۴
اس  ت. A ام j س  ت  ون و iام س  ط  ر ح  ذف از ح  اص  ل و ai j درآی  ه م  ی  ن  ور م  ن  ظ  ور ای  ن  ج  ا در .۵

ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۱ .۳ ت  ع  ری  ف .۶
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داری  م:۷ دارد، ض  رب  ی ط  ب  ی  ع  ت  ی دت  رم  ی  ن  ان چ  ون و dn = det(AA∗) دت  رم  ی  ن  ان خ  واص ب  ک  م  ک ح  ال

det(A∗) = dn−۱ (۴ .۴)

ب  ن  اب  رای  ن: و AA∗ = dIn داری  م (۳ .۴) راب  ط  ه از ه  م  چ  ن  ی  ن

A−۱ =
۱
d

A∗ =


A۱۱/d A۱۲/d · · · A۱n/d
A۲۱/d A۲۲/d · · · A۲n/d

... ... . . . ...
An۱/d An۲/d · · · Ann/d

 (۵ .۴)

ن  ت  ی  ج  ه ،۲ .۴ ق  ض  ی  ه ب  ع  لاوه و ح  اص  ل ن  ت  ای  ج . A ن  ام  ن  ف  رد م  ات  ری  س م  ع  ک  وس ی  اف  ت  ن ب  رای اس  ت روش  ی ای  ن
م  ی ک  ن  د: ح  اص  ل را زی  ر

.det(A) = ۰ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت م  ن  ف  رد A ی  س م  ات  ر .۳ .۴ ن  ت  ی  ج  ه

اس  ت. ن  ام  ن  ف  رد A ل  ذا و det

 ۳ −۱ ۰
−۲ ۱ ۱

۲ −۱ ۴


︸ ︷︷ ︸

A

= ۵ 6= ۰ دی  د م  ی ت  وان ب  ه س  ادگ  ی .۳ .۴ م  ث  ال

اک  ن  ون:
A∗ =

۵ ۴ −۱
۱۰ ۱۲ −۳
۰ ۱ ۱

−−−−→ A−۱ =

۱ ۴/۵ −۱/۵
۲ ۱۲/۵ −۳/۵
۰ ۱/۵ ۱/۵


R−α ی  س م  ات  ر ب  ا را م  ب  دأ ح  ول ص  ف  ح  ه در واق  ع ب  ردار ی  ک دوران ۲ .۱۲ م  ث  ال در .۳ .۴ ی  ن ت  م  ر
ق  ب  ل  ی ج  ه  ت ب  رخ  لاف دوران م  ع  ن  ی ب  ه ک  ه را R−α م  ع  ک  وس ش  ده ارائ  ه ی  ت  م ال  گ  ور از ک  ردی  م. م  ت  ن  اظ  ر

ده  ی  د ن  ش  ان و ی  اف  ت  ه را اس  ت م  ب  دأ ح  ول

R−α = R−۱
α

(ش  ک  ل م  ی ک  ن  د ت  ب  دی  ل y = (۱, ۱)t ب  ردار ب  ه را x = (۱, ۰)t ب  ردار ،A = ( ۱ ۰
۱ ۱) ی  س م  ات  ر .۴ .۴ م  ث  ال

ب  ه ط  ور .A−۱ =
( ۱ ۰
−۱ ۱
) ب  ا اس  ت ب  راب  ر و داش  ت  ه وج  ود A−۱ م  ث  ال ای  ن در .y = Ax ی  ع  ن  ی .(۴ .۱

ن  دارد وارون B چ  ون ه  رچ  ن  د آورد ب  دس  ت ه  م B = ( ۱ ۱
۱ ۱) ت  ب  دی  ل ی  س م  ات  ر از م  ی ت  وان را y م  ش  اب  ه

گ  رف  ت. ن  ت  ی  ج  ه y از را x ن  م  ی ت  وان دی  گ  ر
م  ی ده  د. ن  ت  ی  ج  ه را A∗ ال  ح  اق  ی م  ات  ری  س دت  رم  ی  ن  ان ب  ودن ن  اص  ف  ر ،A دت  رم  ی  ن  ان ب  ودن ن  اص  ف  ر م  ی ده  د، ن  ش  ان ک  ه .۷
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دت  رم  ی  ن  ان و رت  ب  ه ۲ .۴
زی  ر م  ات  ری  س ب  رای و ۷ .۲ ب  خ  ش ب  ه ت  وج  ه ب  ا

A =


a۱۱ a۱۲ · · · a۱n
a۲۱ a۲۲ · · · a۲n... ... . . . ...
as۱ as۲ · · · asn


s×n

را خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل س  ت  ون  ه  ای ت  ع  داد م  اک  زی  م  م s−بُ  ع  دی، ب  رداره  ای  ی ب  ه ع  ن  وان س  ت  ون ه  ا گ  رف  ت  ن درن  ظ  ر از ب  ع  د
ب  ه و ک  رده ان  ت  خ  اب را A از س  ت  ون k و س  ط  ر k از دل  خ  واه م  ج  م  وع  ه ی  ک اک  ن  ون ک  ردی  م. گ  ذاری ن  ام A رت  ب  ه
م  ی  ن  ور k-اُم  ی  ن ج  دی  د م  ات  ری  س ای  ن دت  رم  ی  ن  ان م  ی س  ازی  م. (A از (غ  ی  ر م  رب  ع  ی م  ات  ری  س ی  ک ص  ورت ای  ن

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده A ش  ده م  رت  ب

از م  ی  ن  وره  ا ه  م  ه آن گ  اه ب  اش  ن  د، ص  ف  ر A دل  خ  واه ی  س م  ات  ر k م  رت  ب  ه از م  ی  ن  وره  ا ه  م  ه اگ  ر .۴ .۴ ل  م
ه  س  ت  ن  د. ص  ف  ر ب  راب  ر ه  م ب  الات  ر م  رات  ب

زی  رم  ات  ری  س اس  ت. ب  رق  رار k ازای ب  ه ح  ک  م ک  ن  ی  د ف  رض ب  ره  ان.

Ak+۱

دت  رم  ی  ن  ان م  ح  اس  بۀ ف  رم  ول ب  س  ط ب  ا و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در را اس  ت A از س  ت  ون k+ ۱ و س  ط  ر k+ ۱ ش  ام  ل ک  ه A از
اس  ت. ب  رق  رار ح  ک  م ل  ذا و ش  ده ص  ف  ر det(Ak+۱) م  ق  دار ،Ak+۱ م  ات  ری  س از س  ط  ر ه  ر ب  رح  س  ب

اس  ت. ب  راب  ر ی  س م  ات  ر رت  ب  ه ب  ا ن  اص  ف  ر، م  ی  ن  وره  ای از م  رت  ب  ه ی  ن ب  الات  ر ی  س، م  ات  ر ه  ر ب  رای .۵ .۴ ق  ض  ی  ه

آن ن  اص  ف  ر م  ی  ن  وره  ای م  رت  ب  ه ب  الات  ری  ن ک  ن  ی  د ف  رض و ک  رده ان  ت  خ  اب را A = ‖ai j‖s×n م  ات  ری  س ب  ره  ان.
از ش  دن ک  اس  ت  ه ب  دون اس  ت. م  س  اوی ی  ا ک  م  ت  ر ع  ددی min{s,n} از ب  ه وض  وح ع  دد ای  ن ب  اش  د. r ع  دد
س  ت  ون r ف  رض، ای  ن ب  ا ده  ن  د. ن  ت  ی  ج  ه را ۸D ن  اص  ف  ر م  ی  ن  ور A س  ت  ون r و س  ط  ر r ک  ن  ی  د ف  رض م  س  ئ  ل  ه، ک  ل  ی  ت

(چ  را؟). ه  س  ت  ن  د خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل A م  ات  ری  س اول
ک  ن  ی  د ف  رض ل  ذا اس  ت، س  اده ب  س  ی  ار r = min{s,n} ح  ال  ت در ح  ک  م ب  ه رس  ی  دن چ  ون

D = det(‖ai j‖r×r)
۷ .۸
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ده  ی  د: ق  رار اس  ت. خ  ط  ی واب  س  ت  ه A م  ات  ری  س اول س  ت  ون r ب  ی  ن در ۹A م  ی ده  ی  م ن  ش  ان .r < min{s,n}

Bi,l =


a۱۱ · · · a۱r a۱l... . . . ... ...
ar۱ · · · arr arl
ai۱ · · · air ail


اس  ت. ص  ف  ر ح  ت  م  اً اول  ی  ه ف  رض ب  ن  ا ب  ه و ب  وده r از ب  زرگ  ت  ر م  رت  ب  ه از م  ی  ن  وری det(Bi,l) آن گ  اه i > r اگ  ر

دو ب  ودن ی  ک  س  ان ع  ل  ت ب  ه ه  رچ  ن  د ن  ی  س  ت A ب  رای م  ی  ن  وری اص  لاً det(Bi,l) آن گ  اه ب  اش  د، i ⩽ r اگ  ر
ش  ود. م  ی ص  ف  ر det(Bi,l) م  ج  دداً Bi,l از س  ط  ر

داری  م: و داده ب  س  ط Bi,l س  ط  ر آخ  ری  ن ب  رح  س  ب را دت  رم  ی  ن  ان ،det(Bi,l) = ۰ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال

ai۱A۱ +ai۲A۲ + · · ·+airAr +ailD = ۰

اول س  ط  ر r درآی  ه ه  ای ب  ه وس  ی  ل  ه م  ی  ن  ور ای  ن چ  ون اس  ت. Bi,l از aik درآی  ه ب  ه م  ت  ن  اظ  ر م  ی  ن  ور Ak آن در ک  ه
پ  س گ  رف  ت  ی  م غ  ی  رص  ف  ر را D چ  ون و ب  وده ی  ک  س  ان i ه  ر ازای ب  ه A۱, . . . ,Ar rت  ای  ی ل  ذا م  ی ش  ود داده ش  ک  ل A

ail =
−A۱

D ai۱ + · · ·+ −Ar
D air

ب  ا (ه  رک  دام A اول س  ت  ون r از م  ج  م  وع  ی A س  ت  ون iام  ی  ن ب  ن  اب  رای  ن و ش  ده ب  رق  رار i = ۱, · · · ,s ه  ر ب  رای
ش  د. خ  واه  د م  ت  ن  اظ  ر) ب  ه ط  ور −A۱

D , . . . , −Ar
D ض  رای  ب

دت  رم  ی  ن  ان  ش اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت n رت  ب  ه م  اک  زی  م  م دارای n م  رت  ب  ه م  رب  ع  ی م  ات  ری  س خ  اص، ح  ال  ت در
م  ی ن  ام  ن  د. ک  ام  ل رت  بۀ از را م  ات  ری  س  ی چ  ن  ی  ن ی  ک ب  اش  د. ن  اص  ف  ر

ت  ع  داد م  اک  زی  م  م ب  ا A ی  س م  ات  ر در خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل س  ط  ره  ای ت  ع  داد م  اک  زی  م  م .۶ .۴ ن  ت  ی  ج  ه
اس  ت. ب  راب  ر م  ی ده  د) ن  ش  ان را رت  ب  ه (ک  ه A خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل س  ت  ون ه  ای

ک  ن  ی  د. ث  اب  ت را (۶ .۴) ن  ت  ی  جۀ At ی  س م  ات  ر گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا .۴ .۴ ی  ن ت  م  ر
r < l ⩽ n .۹



۸۱ م  ع  ک  وس ی  س م  ات  ر

م  س  ائ  ل ۳ .۴
آوری  د.۱۰ ب  دس  ت را وارون م  ات  ری  س زی  ر م  ات  ری  س ه  ای از ه  ری  ک ب  رای .۱

(a)
(

۱ ۲
۳ ۴

)
, (b)

(
cosα −sinα
sinα cosα

)
, (c)

۲ ۷ ۳
۳ ۹ ۴
۱ ۵ ۳



(d)

۱ +۲ +۲
۲ +۱ −۲
۲ −۲ +۱

 , (e)

 ۰ −۲ +۱ ۵
۱۰ ۰ −۱ ۰
۰ +۱ −۱ ۲
۱ +۲ −۲ ۳

 , ( f )


۱ ۱ · · · ۱ ۱
۰ ۱ · · · ۱ ۱
... ۰ . . . ... ...
۰ ۰ · · · ۰ ۱



(g)


۱ ۱ ۱ · · · ۱ ۱
۱ ۰ ۱ · · · ۱ ۱
... ... ... . . . ... ...
۱ ۱ ۱ · · · ۱ ۰

 , (h)


۰ ۱ ۱ · · · ۱
۱ ۰ ۱ · · · ۱
... ... ... . . . ...
۱ ۱ ۱ · · · ۰


آوری  د. ب  دس  ت را X م  ات  ری  س زی  ر، م  ات  ری  س م  ع  ادلات ح  ل ب  ا .۲

(a)
(

۱ ۲
۳ ۴

)
X =

(
۳ ۵
۵ α

)
(b) X

(
۳ −۲
۵ −۴

)
=

(
−۱ ۵
−۲ ۶

)

(c) X

 ۵ ۳ ۱
۱ −۳ −۲
−۵ ۲ ۱

=

−۸ ۳ ۰
−۵ ۹ ۰
−۲ ۱۵ ۰


(d)

۲ −۳ ۱
۴ −۵ ۲
۵ −۷ ۳

X

۹ ۷ ۶
۱ ۱ ۲
۱ ۱ ۱

=

 ۲ ۰ −۲
۱۸ ۱۲ +۹
۲۳ ۱۵ ۱۱


م  ع  ادل ان  د: ه  م ب  ا زی  ر ت  س  اوی ه  ای ده  ی  د ن  ش  ان ه  س  ت  ن  د. n م  رت  ب  ه از و ن  ام  ن  ف  رد B و A م  ات  ری  س ه  ای .۳

AB = BA, ,AB−۱ = B−۱A, ,A−۱B = BA−۱, ,A−۱B−۱ = B−۱A−۱

اس  ت. م  ت  ق  ارن ن  ی  ز A−۱ ده  ی  د ن  ش  ان اس  ت. ن  ام  ن  ف  رد و م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س  ی A ک  ن  ی  د ف  رض .۴
ه  س  ت  ن  د. n×n ب  زرگ م  ات  ری  س  ه  ای .۱۰
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ب  الا م  ات  ری  س  ی ن  ی  ز A−۱ ده  ی  د ن  ش  ان اس  ت. ن  ام  ن  ف  رد و م  ث  ل  ث  ی) (پ  ای  ی  ن م  ث  ل  ث  ی ب  الا م  ات  ری  س  ی A ک  ن  ی  د ف  رض .۵
اس  ت. م  ث  ل  ث  ی) (پ  ای  ی  ن م  ث  ل  ث  ی

ب  ی  اب  ی  د: را زی  ر م  ات  ری  س دو رت  ب  ه ،λ ب  رای م  م  ک  ن م  ق  دار ه  ر ازای ب  ه .۶

(a)

۱ λ −۱ ۲
۲ −۱ λ ۵
۱ ۱۰ +۶ ۱

 , (b)

 ۰ −۱ +۱ −۱
λ ۰ −۱ ۰
۰ ۰ ۲λ +۲
۱ +۲ −۲ +۳


ی  ا و ان  د ه  م م  رت  ب  ه دو ه  ر ی  ا ک  ن  ی  د ث  اب  ت دارد. ب  ی  ش  ت  ر A م  ات  ری  س از س  ط  ر ی  ک B م  ات  ری  س ک  ن  ی  د ف  رض .۷

.rank(B) = rank(A)+ ۱

ک  ه ک  ن  ی  د پ  ی  دا چ  ن  ان ص  ف  ح  ه در (x۳,y۳) و (x۲,y۲) ،(x۱,y۱) ن  ق  ط  ه س  ه ب  رای را ک  اف  ی و لازم ش  رط ه  ای .۸
ب  اش  ن  د. واق  ع خ  ط ی  ک ب  ر س  ه ه  ر

ب  اش  ن  د: ه  م  رس ک  ه ده  ی  د ارائ  ه چ  ن  ان را ک  اف  ی و لازم ش  رط ه  ای زی  ر، خ  ط س  ه ب  رای .۹
a۱x+b۱y+ c۱ = ۰
a۲x+b۲y+ c۲ = ۰
a۳x+b۳y+ c۳ = ۰

س  ت  ون ه  ا از م  ج  م  وع  ه ای ب  ه ش  ک  ل را Am×n م  ات  ری  س .۱۰
A = (A۱,A۲, . . . ,An)

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در زی  ر ب  ه ص  ورت را A′ م  ات  ری  س و c 6= ۰ ک  ن  ی  د ف  رض ب  ن  وی  س  ی  د.

(a) A′ = (A۱,A۲, . . . ,Ai−۱,cAi,Ai+۱, . . . ,An)

(b) A′ = (A۱,A۲, . . . ,Ai−۱,A j,Ai+۱, . . . ,A j−۱,Ai,A j+۱, . . . ,An)

.rank(A′) = rank(A) ده  ی  د ن  ش  ان ح  ال  ت دو ه  ر در
.rank(A+B)⩽ rank(A)+ rank(B) ده  ی  د ن  ش  ان .۱۱

.A۲ = 0۲×۲ ه  رگ  اه ب  اش  د، k م  رت  ب  ه از ت  وان۱۱ پ  وچ م  ات  ری  س  ی A۲×۲ اگ  ر ک  ن  ی  د ث  اب  ت .۱۲

ب  اش  د. Ak = 0 آن گ  اه م  ی ن  ام  ن  د k م  رت  ب  ه از ت  وان پ  وچ را A م  ات  ری  س .۱۱



۵
خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه

ک  ردن پ  ی  دا ب  ه آن در ک  ه اس  ت اص  ل  ی م  س  ائ  ل از ن  م  ون  ه ای آم  د، ک  ت  اب م  ق  دم  ه در ک  ه را اق  ت  ص  ادی م  دل
م  دل در م  وردن  ظ  ر ش  رای  ط ی  اف  ت  ن ای  ن رو از م  ی ش  ود.۱ پ  رداخ  ت  ه ت  ع  ادل ن  ق  ط  ه در ع  رض  ه و ت  ق  اض  ا ت  ط  ب  ی  ق زم  ان

ب  ود. خ  واه  د م  ط  ل  وب ت  ر ک  ل  ی ب  س  ی  ار روش  ی ب  ه آن  ه  م
و اس  ت ش  ده آش  ن  ا ق  ب  ول  ی ق  اب  ل ح  دود ت  ا ب  ع  د ب  ه ۱ .۱ ب  خ  ش  ه  ای در خ  ط  ی م  ع  ادلۀ ی  ک م  ف  ه  وم ب  ا خ  وان  ن  ده
از م  ن  ظ  ور ای  ن  ک  ه م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده دس  ت  گ  اه ی  ک اص  ط  لاح  اً خ  ط  ی م  ع  ادلات از م  ج  م  وع  ه ی  ک ک  ه دان  د م  ی
م  دل ی  ک در ت  ع  ادل ن  ق  ط  ه م  ف  ه  وم ب  ی  ان در ک  ه اس  ت م  وض  وع  ی چ  ی  س  ت، خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک ح  ل
اس  ت ش  ده ارائ  ه خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه م  خ  ت  ل  ف ن  م  ونۀ س  ه زی  ر، م  ث  ال در ش  د. پ  رداخ  ت  ه آن ب  ه اق  ت  ص  ادی

دارن  د. م  ت  ف  اوت ه  ای خ  روج  ی داش  ت  ن، ج  واب ن  ظ  ر از ک  ه
و ب  وده ج  واب دارای دس  ت  گ  اه اولاً ک  ه اس  ت ش  رای  ط  ی ی  اف  ت  ن م  اس  ت، ع  لاق  ه م  ورد آن  چ  ه ف  ص  ل ای  ن در
ب  ی  ش  م  ار دارای ی  ا و ج  واب ف  اق  د دس  ت  گ  اهه  ای ن  ظ  ر، ای  ن از آی  د. ب  دس  ت ه  م ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر ج  واب ث  ان  ی  اً

گ  ی  رن  د. م  ی ق  رار ت  وج  ه ب  ع  دی اول  وی  ت در ج  واب

ه  م ب  ا م  وازی خ  ط دو آن در م  وج  ود م  ع  ادلۀ دو ی  را ز اس  ت ج  واب ف  اق  د ی  ر ز دس  ت  گ  اه .۱ .۵ م  ث  ال
}ه  س  ت  ن  د.:

x۱ + ۵x۲ = ۱
x۱ + ۵x۲ = ۷

خ  ط دو آن م  ع  ادلۀ دو ی  را ز اس  ت x۱ = ۱,x۲ = ۳ م  ن  ح  ص  ر ب  ه ف  رد ج  واب دارای ی  ر ز دس  ت  گ  اه

اس  ت. م  دن  ظ  ر ق  ی  م  ت دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه .۱
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ه  س  ت  ن  د: }م  ت  ق  اط  ع
x۱ + ۲x۲ = ۷
x۱ + x۲ = ۴

(چ  را؟) اس  ت ج  واب ب  ی  ش  م  ار ی  ردارای ز دس  ت  گ  اه }و
۳x۱ − x۲ = ۱
۶x۱ − ۲x۲ = ۲

م  ی پ  ردازی  م. اس  ت، ک  ارآم  د دس  ت  گ  اه ه  ای  ی چ  ن  ی  ن ج  واب ه  ای ی  اف  ت  ن در ک  ه روش ن  وع س  ه ب  ه ادام  ه، در
پ  ای  ه ب  ر دوم روش دارد۲. ن  ام ک  رام  ر روش م  ی ده  د، ارائ  ه ج  واب ب  رای را س  اده ای ف  رم  ول ک  ه آن ه  ا اول  ی  ن
ف  رم  ول  ی روش س  وم  ی  ن و دارد۳ ق  رار خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ج  واب ی  اف  ت  ن ج  ه  ت ب  ه ک  ل  ی ال  گ  وری  ت  م  ی

م  ی ک  ن  د.۴ ارائ  ه را دس  ت  گ  اه ت  ق  ری  ب  ی ج  واب ی  ک ی  ا و خ  ص  وص  ی ج  واب ب  رای ص  ری  ح
ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را زی  ر م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ش  روع ب  رای

a۱۱x۱ +a۱۲x۲ + · · ·+a۱nxn = b۱
a۲۱x۱ +a۲۲x۲ + · · ·+a۲nxn = b۲

... ... ... ... ...
as۱x۱ +as۲x۲ + · · ·+asnxn = bs

(۱ .۵)

ک  ن  ی  د ف  رض اب  ت  دا در اس  ت. ج  واب دارای ف  وق دس  ت  گ  اه ف  ع  لاً آن  ه  ا ت  ح  ت ک  ه ه  س  ت  ی  م ش  رای  ط  ی ب  دن  ب  ال
م  ات  ری  س

A = ‖ai j‖s×n

bi ث  اب  ت اع  داد ت  م  ام و A ظ  اه  ری ادغ  ام ح  اص  ل Ã م  ات  ری  س و (۱ .۵) در م  ت  غ  ی  ره  ا ض  رای  ب ت  م  ام ح  اوی
م  ی ش  ود. واگ  ذار ت  م  ری  ن ب  ه ع  ن  وان آن اث  ب  ات ک  ه دارد وج  ود ل  م ای م  ات  ری  س دو ای  ن ب  رای ب  اش  ن  د.

Ã =


a۱۱ a۱۲ · · · a۱n b۱
a۲۱ a۲۲ · · · a۲n b۲... ... . . . ... ...
as۱ as۲ · · · asn bs


م  ی رود. ب  ه ک  ار خ  اص ن  وع از دس  ت  گ  اه ه  ای  ی ب  رای ای  ن روش .۲

ن  ی  س  ت. م  ش  خ  ص و م  ع  ل  وم ورودی اط  لاع  ات ب  ه ج  واب واب  س  ت  گ  ی ای  ن روش در .۳
اس  ت. ش  ده س  اخ  ت  ه ن  ام  ی  م، م  ی م  ات  ری  س ی  ک م  ع  ک  وس ش  ب  ه را آن م  ا آن  چ  ه پ  ای  ه ب  ر ال  گ  و ای  ن .۴



۸۵ خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه

اس  ت: پ  ذی  ر ام  ک  ان ی  ر ز ح  ال  ت دو از ی  ک  ی Ã و A ب  رای .۱ .۵ ل  م

rank(Ã) = rank(A)+ ۱ ی  ا rank(Ã) = rank(A)

ف  ق  ط و اگ  ر ج  واب  س  ت دارای (۱ .۵) خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه .( (ک  رون  ک  ر-ک  اپِ  لّ  ی۵ ۲ .۵ ق  ض  ی  ه
.rank(Ã) = rank(A) اگ  ر

در آن ه  ا ج  ای  گ  زی  ن  ی ب  ا اس  ت. k۱,k۲, . . . ,kn ه  ای م  ؤل  ف  ه ب  ا ج  واب دارای (۱ .۵) ک  ن  ی  د ف  رض ب  ره  ان.
س  ت  ون آن در ک  ه م  ی آی  د ب  دس  ت ت  س  اوی s از دس  ت  گ  اه  ی م  ت  ن  اظ  ر، ب  ه ط  ور x۱,x۲, . . . ,xn م  ت  غ  ی  ره  ای

b = (b۱,b۲, . . . ,bn)
t

(b از غ  ی  ر (ب  ه Ã س  ت  ون ه  ای ه  م  ه آن  ج  ای  ی ک  ه از  اس  ت. ش  ده ن  وش  ت  ه A س  ت  ون ه  ای از ت  رک  ی  ب  ی ب  ه ش  ک  ل
دو ب  ن  اب  رای  ن و ب  وده ی  ک  ی A در و Ã در خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل س  ت  ون ه  ای م  ج  م  وع  ه ل  ذا آم  ده ان  د؛ A از ه  م  گ  ی

دارن  د. ی  ک  س  ان رت  بۀ Ã و A م  ات  ری  س
دو در خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل س  ت  ون ه  ای ت  ع  داد م  اک  زی  م  م (ی  ع  ن  ی ب  راب  رن  د Ã رت  ب  ه و A رت  ب  ه ک  ن  ی  م ف  رض اک  ن  ون
ک  ه خ  ودش از زی  رم  ات  ری  س  ی ب  رح  س  ب (اج  ب  اراً) Ã س  ت  ون آخ  ری  ن ای  ن ص  ورت در اس  ت). ی  ک  ی م  ات  ری  س
اع  داد دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه م  ی ش  ود. ن  وش  ت  ه اس  ت، Ã خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل س  ت  ون ه  ای ت  ع  داد م  اک  زی  م  م ش  ام  ل

ب  رای ک  ه دارن  د وج  ود چ  ن  ان k۱,k۲, . . . ,kn

n

∑
j=۱

ai jk j = bi, (i = ۱, . . . ,s)

اس  ت. (۱ .۵) ب  رای ج  واب  ی k۱,k۲, . . . ,kn ی  ع  ن  ی ای  ن و

را ج  واب ی  اف  ت  ن راه ه  ن  وز اولاً ام  ا م  ی ده  د، ارائ  ه ج  واب وج  ود ب  رای را م  ع  ی  اری (۱ .۵) ه  رچ  ن  د
ک  ن  ی  م؟ پ  ی  دا را آن ه  ا ه  م  ه چ  گ  ون  ه ج  واب ب  ی ش  م  ار وج  ود ص  ورت در ث  ان  ی  اً و ن  م  ی دان  ی  م

ب  ق  ی  ه م  ع  ادل، ع  ب  ارت ب  ه .۶rank(A) = r ک  ن  ی  د ف  رض و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در م  ج  دداً را (۱ .۵) دس  ت  گ  اه
ک  رد. ت  ل  ق  ی س  ط  ر r ای  ن از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب  ی م  ی ت  وان را م  ش  خ  ص) r-ت  ای ای  ن از (غ  ی  ر م  ات  ری  س س  ط  ره  ای
ه  م Ã اول س  ط  ر r ای  ن ص  ورت در و ب  اش  ن  د م  ات  ری  س اول س  ط  ر r س  ط  ر، r ای  ن اگ  ر ن  ی  س  ت م  ش  ک  ل  ی ه  ی  چ

5. A. Capelli
ب  ود. خ  واه  د را A خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل س  ط  ره  ای ت  ع  داد م  اک  زی  م  م r ی  ع  ن  ی .۶
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ی  ک Ã در اول س  ط  ر r ل  ذا اس  ت ب  راب  ر م  ات  ری  س دو ای  ن رت  ب  ه چ  ون (چ  را؟). ش  د خ  واه  ن  د خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل
م  ی ت  وان را (۱ .۵) در م  ع  ادل  ه ه  ر ای  ن رو از و س  اخ  ت  ه خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل س  ط  ره  ای ت  ع  داد م  اک  زی  م  م از م  ج  م  وع  ه
ه  ر ب  ه ع  لاوه ن  وش  ت. م  ع  ادل  ه ه  ا r اول  ی  ن از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب  ی ب  ه ص  ورت م  ن  اس  ب  ی ض  رای  ب گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا
ب  ن  اب  رای  ن م  ی ک  ن  د. ص  دق ن  ی  ز (۱ .۵) م  ع  ادلات ب  ق  ی  ه در ش  ود پ  ی  دا (۱ .۵) اول م  ع  ادل  ه r ای  ن ب  رای ک  ه ج  واب  ی
م  ی ش  ود، (۱ .۵) اول م  ع  ادل  ه r ش  ام  ل ک  ه زی  ر م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ب  رای ج  واب  ی ی  اف  ت  ن ب  ه را خ  ود ک  ه اس  ت ک  اف  ی

ک  ن  ی  م: م  ح  دود
a۱۱x۱ +a۱۲x۲ + · · ·+a۱nxn = b۱
a۲۱x۱ +a۲۲x۲ + · · ·+a۲nxn = b۲

... ... ... ... ...
ar۱x۱ +ar۲x۲ + · · ·+arnxn = br

(۲ .۵)

م  ات  ری  س  ی ب  ه ص  ورت را (۱ .۵) م  ع  ادل  ه
A′x′ = b′, A′ = ‖ai j‖r×n

x′ = (x۱, . . . ,xn)
t

b′ = (b۱, . . . ,br)
t

(چ  را؟). rank(A′) = r ک  ه اس  ت واض  ح ن  وش  ت. م  ی ت  وان
ج  واب دارای (۱ .۵) دس  ت  گ  اه ل  ذا و ش  ده ی  ک  ی م  ج  ه  ولات ت  ع  داد و م  ع  ادلات ت  ع  داد آن گ  اه ،r = n اگ  ر

ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر
x′ = (A′)−۱b′

ک  رده ب  ازن  وی  س  ی زی  ر ب  ه ش  ک  ل را ف  وق دس  ت  گ  اه ۷r < n اگ  ر ش  د. خ  واه  د

{
a۱۱x۱ + · · ·+a۱rxr = b۱ −a۱ r+۱xr+۱ −·· ·−a۱nxn

a۲۱x۱ + · · ·+arrxr = br −a۱ r+۱xr+۱ −·· ·−arnxn
(۳ .۵)

م  ی س  ازی  م: i = ۱, . . . ,r ازای ب  ه را آن م  ت  ن  اظ  ر م  ات  ری  س  ی ف  رم س  پ  س و
A′′x′′ = b′′, A′′ = ‖ai j‖r×r

x′′ = (x۱, . . . ,xr)
t , b′′ = (β۱, . . . ,βn)

t

βi = bi − (air+۱xr+۱ + · · ·+ainxn)

.det(‖ai j‖r×n) 6= ۰ ح  ال  ت ای  ن در .۷
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ای  ن ص  ورت در ک  ه ک  رده ج  ای  گ  زی  ن را cn, . . . ,cr+۱ دل  خ  واه م  ق  ادی  ری xn, . . . ,xr+۱ م  ج  ه  ولات در ح  ال
دی  گ  ر: ب  ه ع  ب  ارت م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت det(A′′) 6= ۰ ب  ا م  ج  ه  ول r و م  ع  ادل  ه r از دس  ت  گ  اه  ی

x′′ = (A′′)−۱b′′ (۴ .۵)

-nت  ای  ی ب  ه وض  وح x′′ = (c۱, . . . ,cr)
t ف  رض ب  ا ن  ه  ای  ت  اً اس  ت. (۱ .۵) دس  ت  گ  اه ب  رای ج  واب  ی

(c۱, . . . ,cr,cr+۱, . . . ,cn)
t

ش  د. خ  واه  د (۱ .۵) ب  رای ج  واب  ی
ارائ  ه دس  ت  گ  اه ی  ک ج  واب ه  ای ی  اف  ت  ن ب  رای ک  ل  ی ق  اع  ده ی  ک م  ی ت  وان ک  ه ه  س  ت  ی  م م  رح  ل  ه ای در اک  ن  ون

ح  ال  ت در را (۱ .۵) دس  ت  گ  اه ک  ن  ی  د ف  رض ک  رد.

rank(Ã) = rank(A) = r

ک  ه داری  د ن  گ  ه را م  ع  ادلات  ی آن (۱ .۵) در و ک  رده ان  ت  خ  اب را A در خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل س  ط  ر r ت  ع  داد دارد. ق  رار
دت  رم  ی  ن  ان ک  ه داری  د ن  گ  ه ط  وری را م  ت  غ  ی  ر r م  ع  ادلات، ای  ن چ  پ س  م  ت در ه  س  ت  ن  د. م  ت  ن  اظ  ر س  ط  ر r ای  ن ب  ا
راس  ت س  م  ت در را م  ت  غ  ی  ره  ا۸ ب  ق  ی  ه م  ع  ادل  ه، ه  ر ب  رای ش  ود. ن  اص  ف  ر ع  ددی م  ت  غ  ی  ره  ای ای  ن م  ت  ن  اظ  ر ض  رای  ب
م  ح  اس  ب  ه را در(۵. ۱) م  ت  غ  ی  ره  ا ب  ق  ی  ه و ج  ای  گ  زی  ن را دل  خ  واه  ی م  ق  ادی  ر آن ه  ا ب  ه ج  ای ک  رده، م  ن  ت  ق  ل ت  س  اوی

آم  ده ان  د. ب  ه دس  ت در(۵. ۱) م  ج  ه  ولات ه  م  ه ص  ورت ای  ن ب  ه ک  ن  ی  د.

ث  ان  ی  اً و rank(Ã) = rank(A) = ۲ اولاً دی  د م  ی ت  وان ب  ه س  ادگ  ی ی  ر ز دس  ت  گ  اه در .۲ .۵ م  ث  ال
ه  س  ت  ن  د: م  س  ت  ق  ل س  وم و اول x۱س  ط  ره  ای + x۲ − ۲x۳ − x۴ + x۵ = ۱

۳x۱ + x۲ + x۳ + ۴x۴ + ۳x۵ = ۴
x۱ + ۵x۲ − ۹x۳ − ۸x۴ + x۵ = ۰

م  ع  ادل  ه دو ب  ه ت  ن  ه  ا ل  ذا

x۱ + x۲ = ۲x۳ + x۴ − x۵, x۱ + ۵x۲ = ۹x۳ + ۸x۴ − x۵

آزاد م  ت  غ  ی  ره  ای .۸
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آن  ه  ا ت  وأم  ان ح  ل ب  ا و ک  رده اک  ت  ف  ا

x۱ =
۵
۴ − x۳

۴ − ۳x۴
۴ − x۵, x۲ =

−۱
۴ +

۷x۳
۴ +

۷x۴
۴

ح  ق  ی  ق  ی م  ت  غ  ی  ره  ای آن در و ن  ام  ی  ده ع  م  وم  ی ج  واب  را ج  واب ای  ن ه  س  ت  ن  د. ج  واب  ه  ای م  ؤل  ف  ه
ه  س  ت  ن  د. آزاد م  ت  غ  ی  ره  ای x۱,x۲,x۳

رت  ب  ه اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر وج  ود ص  ورت در (۱ .۵) دس  ت  گ  اه ج  واب .۳ .۵ ن  ت  ی  ج  ه
ب  اش  د. م  س  اوی م  ت  غ  ی  ره  ا ت  ع  داد ب  ا ،A ی  س م  ات  ر

ک  رام  ر) (روش ب  ف  رد م  ن  ح  ص  ر ج  واب ۱ .۵
ب  ه ص  ورت م  ج  ه  ول  ی) دو م  ع  ادل  ه (دو دس  ت  گ  اه ج  واب م  ؤل  ف  ه ه  ای ش  د، دی  ده (۳ .۵) در ه  م  ان ط  ورک  ه
دس  ت  گ  اه ه  ای ب  رای را ای  ن رون  د م  ی خ  واه  ی  م اک  ن  ون ه  م م  ی ش  د. ب  ی  ان خ  اص دت  رم  ی  ن  ان ه  ای  ی از ن  س  ب  ت  ی

اس  ت.۹ لازم (A (م  ث  لاً ض  رای  ب م  ات  ری  س ب  ودن ن  ام  ن  ف  رد ای  ن روش در ده  ی  م. ت  ع  م  ی  م ب  زرگ  ت  ری

در ک  ه را خ  ط  ی م  ع  ادلات از دس  ت  گ  اه ی  ک از AX = B ی  س  ی م  ات  ر ش  ک  ل ک  رام  ر) (روش .۴ .۵ ق  ض  ی  ه
ای  ن ص  ورت در اس  ت. ش  ده داده ان  د، ب  راب  ر م  ع  ادلات ت  ع  داد و م  ج  ه  ولات ت  ع  داد آن

xi = det(Ai)/det(A), (i = ۱, . . . ,n)

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت B ی  س م  ات  ر ب  ا A iام س  ت  ون ک  ردن ج  ای  گ  زی  ن ب  ا A روی از ک  ه اس  ت ی  س  ی م  ات  ر Ai و

ک  س  ر م  ق  دار ب  ا xi ب  ن  اب  رای  ن و X = AB−۱ = ۱
det(A)A

∗B داری  م: AX = B ت  س  اوی از ب  ره  ان.
ب  راب  ر ب  الا ک  س  ر ص  ورت (۲ .۴) ال  ح  اق  ی م  ات  ری  س ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ع  لاوه ش  د. خ  واه  د ب  راب  ر (B,A

∗ iام (س  ط  ر
det(A)

.det(Ai) =
n

∑
k=۱

Akibk ب  ا اس  ت

م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ح  ل ب  رای .۳ .۵ م  ث  ال
x+ ۳y− z = ۴
۲x− y+ z = ۳
۳x− ۲y+ ۲z = ۵

اس  ت. n×n م  رت  ب  ه از م  رب  ع  ی م  ات  ری  س  ی A .۹
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ن  ام  ن  ف  رد A م  ی ده  د ن  ش  ان ک  ه −۲ غ  ی  رص  ف  ر ع  دد ب  ا اس  ت ب  راب  ر A ض  رای  ب ی  س م  ات  ر دت  رم  ی  ن  ان اولاً
ب  ع  لاوه: اس  ت. ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر ج  واب دارای دس  ت  گ  اه ل  ذا و ب  وده

detA۱ =

∣∣∣∣∣∣
۴ ۳ −۱
۳ −۱ ۱
۵ −۲ ۲

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=−۲

, detA۲ =

∣∣∣∣∣∣
۱ ۴ −۱
۲ ۳ ۱
۳ ۵ ۲

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=−۴

, detA۳ =

∣∣∣∣∣∣
۱ ۳ ۴
۲ −۱ ۳
۳ −۲ ۵

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=−۶

.

ب  ه دس  ت x۳ =
−۶
−۲ = ۳ و x۲ =

−۴
−۲ = ۲ ،x۱ =

−۲
−۲ = ۱ ب  ه ص  ورت ج  واب ه  ای م  ؤل  ف  ه ل  ذا و

م  ی آی  ن  د.

م  ج  ه  ول) م  ت  غ  ی  ره  ای ح  ذف م  ت  وال  ی (روش گ  اوس روش ۲ .۵
ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را زی  ر م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه

a۱۱x۱ +a۱۲x۲ + · · ·+a۱nxn = b۱
a۲۱x۱ +a۲۲x۲ + · · ·+a۲nxn = b۲

... ... ... ... ...
am۱x۱ +am۲x۲ + · · ·+amnxn = bm

(۵ .۵)

دوم و اول م  ع  ادلات ب  ی  ن را زی  ر ع  م  ل  ی  ات  ی ت  رت  ی  ب و ب  وده دل  خ  واه و ث  اب  ت ع  دد ی  ک c 6= ۰ ک  ن  ی  د ف  رض
آی  د. ب  ه دس  ت a۲k −ca۱k ب  ه ص  ورت ج  دی  د دوم م  ع  ادل  ه در a′۲k ج  دی  د ض  ری  ب ب  ه ط  وری ک  ه م  ی ده  ی  م ان  ج  ام

داش  ت: خ  واه  ی  م ل  ذا b
′
۲ = b۲ − cb۱ ت  رت  ی  ب ه  م  ی  ن ب  ه

a۱۱x۱ +a۱۲x۲ + · · ·+a۱nxn = b۱
a′۲۱x۱ +a′۲۲x۲ + · · ·+a′۲nxn = b′۲
a۳۱x۱ +a۳۲x۲ + · · ·+a۳nxn = b۳

... ... ... ... ...
am۱x۱ +am۲x۲ + · · ·+amnxn = bm

(۶ .۵)

دوم م  ع  ادلۀ ب  ا آن  را اول، م  ع  ادل  ه ب  رای (-۱) ی  ب ض  ر گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ی  ر، ز دس  ت  گ  اه  در .۴ .۵ م  ث  ال
آی  د: ب  وج  ود ج  دی  دی دوم م  ع  ادلۀ ت  ا ک  ن  ی  م م  ی x۱ج  م  ع + ۲x۲ + ۵x۳ =−۹

x۱ − x۲ + ۳x۳ = ۲
۳x۱ − ۶x۲ − x۳ = ۲۵

→

x۱ + ۲x۲ + ۵x۳ =−۹
−۳x۲ − ۲x۳ = ۱۱
۳x۱ − ۶x۲ − x۳ = ۲۵
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ی  د. ب  گ  ی  ر (۶ .۵) م  ان  ن  د را دوم م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه و (۵ .۵) ج  ای را اول دس  ت  گ  اه

ش  ود: م  ی م  ط  رح س  ئ  وال دو ط  ب  ی  ع  ت  اً ای  ن  ج  ا، ب  ه ت  ا
ف  اق  د (۵ .۵) دس  ت  گ  اه اگ  ر آی  ا ک  ه م  ع  ن  ی ب  ه ای  ن ه  س  ت  ن  د؟ م  ع  ادل (۶ .۵) و (۵ .۵) دس  ت  گ  اه دو آی  ا آن  ک  ه اول

ن  دارد؟ ج  واب ه  م (۶ .۵) ب  اش  د، ج  واب
ی  ک  س  ان  ن  د؟ ج  واب ت  ع  داد ن  ظ  ر از آی  ا ای  ن  ک  ه دوم

اس  ت. ذک  ر ق  اب  ل ن  ک  ت  ه ای اث  ب  ات از ق  ب  ل اس  ت. م  ث  ب  ت س  ئ  وال دو ای  ن پ  اس  خ زی  ر ل  م ب  ک  م  ک خ  وش  ب  خ  ت  ان  ه
دس  ت  گ  اه ن  ظ  ی  ر Ã م  ات  ری  س از س  وم ن  وع از م  ق  دم  ات  ی ع  م  ل ی  ک ب  ا م  ی ت  وان را (۶ .۵) دس  ت  گ  اه از Ã م  ات  ری  س
Ã روی ک  ه م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری ع  م  ل ه  ر ف  وق، ح  ک  م اث  ب  ات ص  ورت در ب  ن  اب  رای  ن آورد. ب  ه دس  ت (۵ .۵)

اس  ت. م  ع  ادل دس  ت  گ  اه ی  ک در ض  رای  ب م  ات  ری  س ک  ه م  ی ده  د ن  ت  ی  ج  ه را دی  گ  ری Ã م  ات  ری  س ش  ود ان  ج  ام

ه  س  ت  ن  د. م  ع  ادل (۶ .۵) و (۵ .۵) دس  ت  گ  اه دو .۵ .۵ ل  م

ب  رای ج  واب  ی K م  ی ده  ی  م ن  ش  ان ب  اش  د. (۵ .۵) دس  ت  گ  اه ج  واب K = (k۱, . . . ,kn) ک  ن  ی  د ف  رض ب  ره  ان.
در دوم م  ع  ادل  ه (k۱, . . . ,kn) ک  ه اس  ت ای  ن داری  م ن  ی  از اث  ب  ات ب  رای ک  ه چ  ی  زی ه  س  ت. ن  ی  ز (۶ .۵) دس  ت  گ  اه

داری  م: م  ی ک  ن  د.۱۰ ب  رق  رار را (۶ .۵) دس  ت  گ  اه

a۱۱k۱ +a۱۲k۲ + · · ·+a۱nkn = b۱

a۲۱k۱ +a۲۲k۲ + · · ·+a۲nkn = b۲

رس  ی  م: م  ی زی  ر ت  س  اوی ب  ه ش  د داده ت  وض  ی  ح ف  ص  ل اب  ت  دای در ک  ه رون  دی م  ش  اب  ه

a′۲۱k۱ +a′۲۲k۲ + · · ·+a′۲nkn = b′۲

اس  ت. (۶ .۵) ج  واب K دادی  م ن  ش  ان ب  ن  اب  رای  ن .b′۲ = b۲ − cb۱ ،a′۲k = a۲k − cak, (c 6= ۰) آن در ک  ه
اس  ت. (۵ .۵) ج  واب ی  ک ه  م ج  واب(۵. ۶) ه  ر ده  ی  د ن  ش  ان ت  ا م  ی ک  ن  ی  م واگ  ذار را اث  ب  ات م  اب  ق  ی

ه  م ت  ع  داد ه  ر ب  ه م  ی رون  د( ب  ه ک  ار م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک روی ک  ه ت  ب  دی  لات  ی ک  ه اس  ت ب  دی  ه  ی ن  ک  ت  ه ای  ن
م  ی ک  ن  ن  د. ت  ول  ی  د م  ع  ادل دس  ت  گ  اه ی  ک م  ج  دداً ب  اش  ن  د) ک  ه

م  ی ک  ن  د. ص  دق م  ع  ادلات م  اب  ق  ی در ت  ای  ی n ای  ن اس  ت ب  دی  ه  ی .۱۰
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ه  ر از م  ت  غ  ی  ره  ا از ت  ع  دادی م  رح  ل  ه ب  ه م  رح  ل  ه ک  ه م  ی ش  ود ب  اع  ث گ  اوس ح  ذف  ی روش .۱ .۵ ت  ذک  ر
ام  ی  ن i (م  ث  لاً ب  م  ان  د ب  اق  ی م  ع  ادل  ه ی  ک ف  ق  ط ک  ار ان  ت  ه  ای در اگ  ر ش  ون  د. ب  ی اث  ر و ح  ذف م  ع  ادل  ه
س  م  ت ح  ال ع  ی  ن در ول  ی ش  ون  د ص  ف  ر آن در م  ج  ه  ول م  ت  غ  ی  ره  ای ض  رای  ب ه  م  ه آن در ک  ه م  ع  ادل  ه)
پ  ی  دا خ  ود ب  رای را ج  واب  ی ن  م  ی ت  وان  د دس  ت  گ  اه آن گ  اه ن  ش  ود ص  ف  ر اس  ت) b̃i (م  ن  ظ  ور م  ع  ادل  ه آن راس  ت

ش  ن  اس  ن  د. م  ی اس  ت ن  اس  ازگ  ار ای  ن  ک  ه ب  ی  ان ب  ا را دس  ت  گ  اه ح  ال  ت ای  ن ک  ن  د.

ه  ا، j و iه  ا ه  م  ه ب  رای و گ  رف  ت  ه م  ف  روض را (۵ .۵) دس  ت  گ  اه گ  اوس: ح  ذف  ی روش ت  وض  ی  ح در ام  ا
ب  ا م  ت  غ  ی  ر ش  م  اره j و i = ۱ ش  روع ب  ا س  ط  ر ش  م  اره i ده  ی  م. م  ی ن  م  اد ت  غ  ی  ر b۰

i ب  ا را bi و a۰
i j ب  ا را ai j ض  رای  ب

م  ی ش  ود: ش  روع ش  ک  ل ای  ن ب  ه روش اس  ت. j = ۱ ش  روع
س  ط  ر ب  دن  ب  ال آن گ  اه ai−۱

i j = ۰ اگ  ر ن  ه؟ ی  ا اس  ت ص  ف  ر ai−۱
i j آی  ا ک  ه ک  ن  ی  د م  ش  خ  ص اول) (م  رح  ل  ه

م  رح  ل  ه ب  ه ن  داش  ت وج  ود ای k چ  ن  ی  ن اگ  ر ش  ود. ak j 6= ۰ ک  ه ب  گ  ردی  د چ  ن  ان k ∈ {i+ ۱, . . . ,m} kام
ازای ب  ه واق  ع در ک  ن  ی  م. م  ی ج  اب  ه ج  ا را kام و iام س  ط  ر ،k ه  م  ان ب  ا ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در و رج  وع چ  ه  ارم

ش  ود. م  ی ان  ج  ام bi−۱
i ↔ bi−۱

k و ai−۱
il ↔ ai−۱

kl ،l = ۱, . . . ,n

داده ن  ش  ان k = i+ ۱, . . . ,m ان  دی  س ه  ای ب  ا ک  ه م  ع  ادلات ه  م  ه از x j ح  ذف ب  رای دوم) (م  رح  ل  ه
ک  ن  ن  د، پ  ی  دا ت  ق  ل  ی  ل ض  رای  ب ت  ا ک  ن  ی  د ک  م ش  ده ض  رب ai−۱

k j

ai−۱
i j

در ق  ب  لاً ک  ه iام م  ع  ادل  ه از را kام م  ع  ادل  ه ش  ده ان  د،
ی  ع  ن  ی

ai
kl = ai−۱

kl −ai−۱
il

(
ai−۱

k j /ai−۱
ii

)
آی  د. ب  دس  ت l = ۱, . . . ,n ه  ر ب  رای bi

k = bi−۱
k −bi−۱

i

(
ai−۱

k j /ai−۱
i j

)
ت  س  اوی و

ک  ن  ی  د. ت  ب  دی  ل i+ ۱ ب  ه را i س  وم) (م  رح  ل  ه
ک  ن  ی  د. ت  ب  دی  ل j+ ۱ ب  ه را j چ  ه  ارم) (م  رح  ل  ه

ب  ه م  ع  ادل  ه آخ  ری  ن ح  ل ب  ا را م  ت  غ  ی  ره  ا ی  اف  ت  ن رون  د آن گ  اه ب  اش  ن  د، j = n ی  ا و i = m اگ  ر پ  ن  ج  م) (م  رح  ل  ه
ف  وق، م  راح  ل ات  م  ام از ب  ع  د ک  ن  ی  د. رج  وع اول م  رح  ل  ه ب  ه ب  اش  د j < n و i < m ه  م اگ  ر ب  رس  ان  ی  د. پ  ای  ان

آی  د: م  ی ب  دس  ت اس  ت ش  ده س  ب  ک  ت  ر ب  ه وض  وح ک  ه زی  ر دس  ت  گ  اه م  ش  اب  ه دس  ت  گ  اه  ی
a۰

۱۱x۱ +a۰
۱۲x۲ + · · ·+a۰

inxn = b۰
۱

a۰
۲۲x۲ +a۰

۲۳x۳ + · · ·+a۱
۲nxn = b۱

۲... ... ... ... ... (⋆)
am−۲

m−۱,m−۱xm−۱ +am−۲
m−۱,mxm + · · ·+am−۲

m−۱,nxn = bm−۲
m−۱

am−۱
m,m xm−۱ +am−۱

m,m+۱xm+۱ + · · ·+am−۱
m,n xn = bm−۱

m
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ح  ال  ی  ک  ه در ش  ود ص  ف  ر j = k+ ۱, . . . ,n ازای ب  ه ه  ا ak−۱
k j ه  مۀ ه  ای  ی۱۱، k ب  رای ب  الا دس  ت  گ  اه در اگ  ر

اس  ت. ن  اس  ازگ  ار م  ط  م  ئ  ن  اً (۵ .۵) دس  ت  گ  اه آن گ  اه bk−۱
k 6= ۰

و ب  وده س  ازگ  ار (۵ .۵) آن گ  اه ش  ون  د ص  ف  ر غ  ی  ر ه  ا ak−۱
kk ،k م  ق  ادی  ر ه  م  ان ب  رای اگ  ر ص  ورت ب  ه ه  م  ی  ن

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت (⋆) دس  ت  گ  اه از زی  ر ش  رح ب  ه را ج  واب
را xn−۱ و xn ف  ق  ط (ک  ه م  ع  ادل  ه −n)ام ۱) از را xn−۱ م  ع  ادل  ه، آخ  ری  ن از را xn م  ق  دار ،m = n اگ  ر اولاً

ده  ی  د. ادام  ه و ی  اف  ت  ه دارد)
م  ق  دار ه  ر آن ه  ا ج  ای ب  ه م  ی ت  وان ک  ه داری  م آزاد م  ت  غ  ی  ر xm−۱, . . . ,xn ت  ع  داد ،m < n ح  ال  ت در ث  ان  ی  اً

ب  ی  اب  ی  م. را x۱, · · · ,xn م  ج  ه  ول م  ت  غ  ی  ره  ای ب  ق  ی  ه ل  ذا و ک  رد ج  ای  گ  زی  ن دل  خ  واه  ی

س  ط  ری ف  رم ب  ه را (A|B) اف  زوده۱۲ ی  س م  ات  ر ب  ه ن  وع  ی ب  الا، ش  ده ب  ی  ان ی  ت  م ال  گ  ور در .۲ .۵ ت  ذک  ر
ش  د. ان  ج  ام ۹ .۲ ق  ض  ی  ه ب  رای ک  ه اس  ت اث  ب  ات  ی م  ش  اب  ه ای  ن رون  د ک  ردی  م. ت  ب  دی  ل ن  ظ  ی  رش پ  ل  ک  ان  ی

ی  ر ز خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ح  ل ب  رای .۵ .۵ م  ث  ال
x۱ + ۲x۲ + ۵x۳ =−۹
x۱ + x۲ + ۳x۳ = ۲
۳x۱ + ۶x۲ + x۳ = ۲۵

م  ی ک  ن  ی  م: اع  م  ال آن روی را ب  ت  رت  ی  ب را ق  ب  ل  ی ش  دۀ ب  ی  ان اف  زوده،م  راح  ل ی  س م  ات  ر ت  ش  ک  ی  ل ب  ا ۱ ۲ ۵ −۹
۱ −۱ ۳ ۲
۳ ۶ ۱ ۲۵

→

 ۱ ۲ ۵ −۹
۰ −۳ −۲ ۱۱
۰ −۱۲ −۱۶ ۵۲

→

 ۱ ۲ ۵ −۹
۰ −۳ −۲ ۱۱
۰ ۰ −۸ ۸


م  ع  ادل اص  ل  ی دس  ت  گ  اه ب  ا ک  ه ش  ود م  ی ن  وی  س  ی ب  از ی  ر ز ت  ق  ل  ی  ل ی  اف  ت  ه دس  ت  گ  اه آخ  ر، ی  س م  ات  ر روی از

اس  ت:
x۱ + ۲x۲ + ۵x۳ =−۹
−۳x۲ − ۲x۳ = ۱۱
−۸x۳ = ۸

م  ع  ادل  ه اول  ی  ن و دوم م  ع  ادل  ه آخ  ر، م  ع  ادل  ه از ب  ه ت  رت  ی  ب x۱ = ۲ و x۲ =−۳ ،x۳ =−۱ ب  ه س  ادگ  ی و
م  ی آی  ن  د. ب  ه دس  ت

.۱ ⩽ k ⩽ m .۱۱
اس  ت. آم  ده ب  ه دس  ت A×B م  ع  ادل  ه از B ث  اب  ت ه  ای م  ات  ری  س ک  ن  ار در A ض  رای  ب م  ات  ری  س اف  زودن از ک  ه م  ات  ری  س  ی .۱۲



۹۳ خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه

ال  گ  وری  ت  م دوم م  رح  ل  ه در (ه  م  ان ط  ورک  ه آم  د ب  وج  ود ک  س  ری ض  رای  ب اح  ت  م  الاً ب  الا، م  راح  ل ط  ی در اگ  ر
ک  رد. گ  وی  ا را ک  س  ر م  خ  رج ai j(6= ۰) در م  ن  اس  ب ض  رب ب  ا م  ی ت  وان آم  د)

ک  ن  ی  د. ح  ل را ی  ر ز خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه .۶ .۵ م  ث  ال
x۱ − ۵x۲ − ۸x۳ + x۴ = ۳
۳x۱ + x۲ − ۳x۳ − ۵x۴ = ۱
−۷x۳ + ۲x۴ =−۵
۱۱x۲ + ۲۰x۳ − ۹x۴ = ۲

ی  م: دار ق  ب  ل م  ث  ال ه  م  ان  ن  د
 ۱ −۵ −۸ ۱ ۳

۳ ۱ −۳ −۵ ۱
۰ ۰ −۷ ۲ −۵
۰ +۱۱ ۲۰ −۹ ۲

→

 ۱ −۵ −۸ ۱ ۳
۰ ۱۶ ۲۱ −۸ −۸
۰ ۵ ۱ ۱ −۸
۰ ۱۱ ۲۰ −۹ ۲

→

 ۱ −۵ −۸ ۱ ۳
۰ ۱۶ ۲۱ −۸ −۸
۰ ۰ −۸۹ −۵۶ −۸۸
۰ ۰ ۸۹ ۵۶ ۱۲۰

→

 ۱ −۵ −۸ ۱ ۳
۰ ۱۶ ۲۱ −۸ −۸
۰ ۰ −۸۹ −۵۶ −۸۸
۰ ۰ ۰ ۰ ۳۲


ن  داش  ت  ن) (ج  واب ب  ودن ن  اس  ازگ  ار م  ورد در ک  ه ن  ک  ت  ه ای ن  ه  ای  ی، ی  س م  ات  ر در آخ  ر س  ط  ر ب  ه ن  گ  اه ب  ا

ش  ود. م  ی م  ش  اه  ده ب  ه وض  وح دادی  م ت  ذک  ر (۵ .۵) دس  ت  گ  اه

ک  ن  ی  د. ح  ل را ی  ر ز خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه .۷ .۵ م  ث  ال
−x۲ + ۲x۳ = ۳
x۱ + ۲x۲ + x۳ = ۰
x۱ − x۲ − x۳ = ۰
۲x۱ − x۲ − ۴x۳ =−۳

ی  م: دار گ  اوس ح  ذف  ی روش از اس  ت  ف  اده ب  ا
 ۰ −۱ ۲ ۱

۱ −۲ ۱ ۰
۱ −۱ −۱ −۱
۲ −۱ −۴ −۳

→

 ۱ −۲ ۱ ۰
۰ −۱ ۲ ۱
۱ −۱ −۱ −۱
۲ −۱ −۴ −۳

→

 ۱ −۲ ۱ ۰
۰ −۱ ۲ ۱
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰


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ف  رض آزاد آن در را (x۳ (م  ث  لاً م  ت  غ  ی  ر ی  ک و ی  د ب  س  از آخ  ر ی  س م  ات  ر روی از م  ت  ن  اظ  ری دس  ت  گ  اه ح  ال،
}ک  ن  ی  د:

x۱ − ۲x۲ + x۳ = ۰
−x۲ + ۲x۳ = ۱

ن  ه  ای  ت  اً و x۱ = ۲x۲ − x۳ = ۳x۳ − ۲ اول م  ع  ادل  ه در ج  ای  گ  ذاری ب  ا و x۲ = ۲x۳ − ۱ ای  ن ص  ورت در
اس  ت: ارائ  ه ق  اب  ل ی  ر ز ی  س  ی م  ات  ر ب  ه ش  ک  ل ج  واب

X =

 ۳x۳ − ۲
۲x۳ − ۱

x۳


۳×۱

ه  م  گ  ن خ  ط  ی م  ع  ادلات ۳ .۵
ط  رف ث  اب  ت  ه  ای از ی  ک  ی لااق  ل ک  ه ب  ودن  د دس  ت  گ  اهه  ای ب  ح  ث، م  ورد دس  ت  گ  اهه  ای اغ  ل  ب ای  ن  ج  ا، ب  ه ت  ا

م  ی ن  ام  ن  د. ه  م  گ  ن غ  ی  ر را دس  ت  گ  اهه  ا ای  ن ش  ود. م  ی دی  ده ص  ف  ر از غ  ی  ر ع  ددی م  ع  ادلات، راس  ت
م  ان  ن  د ب  ه دس  ت  گ  اه  ی ب  ال  ع  ک  س

a۱۱x۱ +a۱۲x۲ + · · ·+a۱nxn = ۰
a۲۱x۱ +a۲۲x۲ + · · ·+a۲nxn = ۰

... ... ... ...
as۱x۱ +as۲x۲ + · · ·+asnxn = ۰

(۷ .۵)

در اس  ت. ه  م  گ  ن دس  ت  گ  اه ی  ک ، ان  د۱۳ ص  ف  ر ت  س  اوی ه  ا ه  م  ه در راس  ت س  م  ت ث  اب  ت م  ق  ادی  ر آن، در ک  ه
م  ان  ن  د. م  ی ب  رق  رار ه  ا ت  س  اوی ه  مۀ ده  ی  م، ق  رار ص  ف  ر ه  ا xi ه  مۀ ب  ج  ای اگ  ر ب  ه وض  وح، ه  م  گ  ن، دس  ت  گ  اه ی  ک
ه  م  واره (۷ .۵) دس  ت  گ  اه ک  رون  ک  ر-ک  اپّ  ل  ی، ق  ض  ی  ه ب  ن  ا ب  ه واق  ع، در گ  وی  ن  د. ب  دی  ه  ی ج  واب را ج  واب  ی چ  ن  ی  ن

اس  ت: س  ازگ  ار ه  م  واره ل  ذا و ب  وده ب  دی  ه  ی ج  واب دارای

(x۱,x۲, . . . ,xn) = (۰, ۰, . . . , ۰) = 0

درم  ی آی  د: زی  ر ب  ه ص  ورت (۷ .۵) ه  م  گ  ن دس  ت  گ  اه ح  ال  ت در ق  ض  ی  ه ای  ن م  ت  ن  اس  ب ش  ک  ل
.b = 0 ی  ع  ن  ی .۱۳
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ب  ع  لاوه و اس  ت م  ت  غ  ی  ر n از ه  م  گ  ن خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه AX = 0 ک  ن  ی  د ف  رض .۶ .۵ ق  ض  ی  ه
غ  ی  ر در و ب  وده X = 0 ب  دی  ه  ی ج  واب دارای ف  ق  ط دس  ت  گ  اه ای  ن ص  ورت در .rank(A) = n ی  م، دار

اس  ت. ج  واب ب  ی ش  م  ار دارای دس  ت  گ  اه ص  ورت۱۴ ای  ن

س  ط  ری ش  ک  ل ک  ن  ی  د ت  ح  ق  ی  ق و ی  اف  ت  ه A روی از را Ã گ  اوس، ح  ذف  ی روش از گ  رف  ت  ن ک  م  ک ب  ا ب  ره  ان.
ک  ن  ی  د. ک  ام  ل را اث  ب  ات اس  ت. واب  س  ت  ه A رت  ب  ه ب  ه چ  گ  ون  ه Ã پ  ل  ک  ان  ی

ه  س  ت  ن  د م  ش  غ  ول ک  الا ن  وع n ت  ب  ادل ب  ه ک  ه ن  م  ای  ن  ده m ب  ا اق  ت  ص  ادی ک  ارب  ردی) ن  م  ونۀ (ی  ک .۸ .۵ م  ث  ال
(ی  ا ی  اف  ت در ام j ن  م  ای  ن  دۀ ب  ه وس  ی  ل  ه ک  ه ب  اش  د i ک  الای از م  ق  داری ai j ک  ن  ی  د ف  رض ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در را
ام، j ن  م  ای  ن  ده ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ص  ور ای  ن ط  ور ب  اش  د م  ث  ب  ت ai j ع  لام  ت اگ  ر اس  ت. ش  ده ف  روخ  ت  ه)
ل  ذا و اس  ت ی  ده خ  ر را |ai j| م  ق  دار ک  ه ی  م گ  ی  ر م  ی ف  رض ب  اش  د م  ن  ف  ی اگ  ر و ف  روخ  ت  ه را iام ک  الای
ن  ش  ان را i = ۱, . . . ,n ک  الای ه  ر از ام j م  أم  ور م  ب  ادلات ک  ه ش  د خ  واه  د ب  رداری (a۱ j,a۲ j, . . . ,an j)

م  ی ده  د.
ه  ر ب  ه وس  ی  ل  ه را iام ک  الای ت  ب  ادلات ن  ح  وه (ai۱,ai۲, . . . ,aim) ب  ردار م  ؤل  ف  ه ه  ای م  ش  اب  ه، ب  ه ط  ور
۱, . . . ,m ک  الاه  ای م  ت  ن  اظ  ر واح  د ق  ی  م  ت ه  ای p۱, . . . , pm ک  ن  ی  د ف  رض م  ی ده  د. ن  م  ای  ش ن  م  ای  ن  ده
ک  ن  د، ب  ع  دی ک  الاه  ای k+ ۱, . . . ,m ی  د خ  ر و اول ک  الای k ف  روش ب  ه اق  دام ام j ن  م  ای  ن  دۀ اگ  ر ب  اش  ن  د.

ع  ب  ارت: ای  ن ص  ورت در
R j = p۱ai j + p۲a۲ j + · · ·+ p۴a۴ j − pk+۱ak+۱ j −·· ·− pmam j

،R j = ۰ دادن ق  رار ب  ا م  ی ده  د. ن  ش  ان اق  ت  ص  ادی ف  ع  ال  ی  ت ح  ی  ن را ف  رد ای  ن درآم  د م  ق  دار ح  ق  ی  ق  ت  اً
م  ع  ادل  ه ه  ر ب  ه ط  وری ک  ه داش  ت خ  ط  ی م  ع  ادلات از م  ج  م  وع  ه ی  ک م  ی ت  وان چ  گ  ون  ه ک  ه ی  اب  ی  م درم  ی

ب  اش  د۱۵. م  س  ئ  ل  ه ای  ن ک  ن  ن  ده ت  وص  ی  ف

اس  ت: ی  ر ز دس  ت  گ  اه ب  رای ب  دی  ه  ی ج  واب  ی (x۱,x۲,x۳,x۴) = (۰, ۰, ۰, ۰) چ  ه  ارت  ای  ی .۹ .۵ م  ث  ال
۴x۱ + x۲ − ۳x۳ − x۴ = ۰
۲x۱ + ۳x۲ + x۳ − ۵x۴ = ۰
x۱ − ۲x۲ − ۲x۳ − ۳x۴ = ۰

.rank(A)< n .۱۴
ش  ود. ص  ف  ر ن  م  ای  ن  ده ه  ر خ  ال  ص درآم  د ک  ه آوری  م دس  ت ب  ه ط  وری را ک  الاه  ا ق  ی  م  ت ی  ع  ن  ی .۱۵
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ط  ب  ی  ع  ت  اً ش  ده، ب  ی  ان ن  ک  ات ب  ن  اب  ه و ب  وده ک  وچ  ک  ت  ر ع  ددی م  ت  غ  ی  ره  ا ت  ع  داد از دس  ت  گ  اه رت  بۀ ط  رف  ی، از
م  ق  دم  ات  ی س  ط  ی ع  م  ل  ی  ات و داده ت  ش  ک  ی  ل را ض  رای  ب ی  س م  ات  ر ه  س  ت  ی  م. دی  گ  ری ج  واب ه  ای ب  دن  ب  ال
ب  ک  ارب  ردن ل  ذا اس  ت، ص  ف  ر ی  س م  ات  ر ث  اب  ت  ه  ا ی  س م  ات  ر چ  ون ی  د دار دق  ت ی  م. م  ی ب  ر ب  ه ک  ار آن روی را

اس  ت: ض  رای  ب ی  س م  ات  ر روی ک  ار م  ان  ن  د ع  ی  ن  اً اف  زوده ی  س م  ات  ر رو گ  وس-ج  ردن روش ۴ ۱ −۳ −۱
۲ ۳ ۱ −۵
۱ −۲ −۲ ۳

→

 ۰ ۹ ۵ −۱۳
۰ ۷ ۵ −۱۱
۱ −۲ −۲ ۳

 →

 ۰ ۲ ۰ −۲
۰ ۷ ۵ −۱
۱ −۲ −۲ ۳


م  ی ش  ود: ح  اص  ل ی  ر ز ت  ق  ل  ی  ل ی  اف  ت  ه دس  ت  گ  اه آخ  ر ی  س م  ات  ر از

+۲x۲ − ۲x۴ = ۰
−۷x۲ + ۵x۳ − ۱۱x۴ = ۰
x۱ − ۲x۲ − ۲x۳ + ۳x۴ = ۰

x۳ =
۴
۵ α ،x۲ = x۴ = α آن گ  اه ده  ی  م، ن  س  ب  ت را α م  ق  دار آن ب  ه م  ث  لاً ک  رده ف  رض آزاد را x۴ اگ  ر ک  ه

اس  ت: ارائ  ه ق  اب  ل ی  ر ز ی  س  ی م  ات  ر ب  ه ش  ک  ل ج  واب ن  ه  ای  ت  اً م  ی آی  ن  د. ب  دس  ت x۱ =
۳
۵ α و

X =


۳α/۵
α

۴α/۵
α

=


۳/۵
۱

۴/۵
۱

α.

ش  د. خ  واه  د ب  دی  ه  ی ج  واب ه  م  ان ج  واب، آن گ  اه ب  اش  د، α = ۰ وق  ت  ی ک  ن  ی  د ت  وج  ه

م  س  ائ  ل ۴ .۵
آوری  د. ب  دس  ت را زی  ر خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه از ی  ک ه  ر ج  واب .۱

(a)


۲x۱ + ۲x۲ − x۳ + x۴ = ۴
۴x۱ + ۳x۲ − x۳ + ۲x۴ = ۶
۸x۱ + ۵x۲ − ۳x۳ + ۴x۴ = ۱۲
۳x۱ + ۳x۲ − ۲x۳ + ۲x۴ = ۶

, (b)


۲x۱ + ۷x۲ + ۳x۳ + x۴ = ۶
۳x۱ + ۵x۲ + ۲x۳ + ۲x۴ = ۴
۹x۱ + ۲x۲ + x۳ + ۷x۴ = ۲

ک  ن  ی  د. ت  وص  ی  ف λ ح  س  ب ب  ر را زی  ر خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ج  واب .۲
λx+ y+ z = ۱
x+λy+ z = ۱
x+ y+λ z = ۱



۹۷ خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه

ک  ن  ی  د. ح  ل دل  خ  واه ش  ده ب  ی  ان روش ی  ک ب  ک  م  ک را زی  ر خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اهه  ای •

.۳
۳x۱ − ۲x۲ − ۵x۳ + x۴ = ۳
۲x۱ − ۳x۲ + x۳ + ۵x۴ =−۳
x۱ + ۲x۲ + x۳ − ۴x۴ =−۳
x۱ − x۲ − ۴x۳ + ۹x۴ = ۲۲

.۴

۲x۱ + ۳x۲ + x۳ + ۲x۴ = ۴
۴x۱ + ۳x۲ + x۳ + x۴ = ۵
۵x۱ + ۱۱x۲ + ۳x۳ + ۲x۴ = ۲
۲x۱ + ۵x۲ + x۳ + x۴ = ۱
x۱ − ۷x۲ − x۳ + ۲x۴ = ۷

و f (−۱) = ۹ ، f (۱) = −۱ ک  ه ک  ن  ی  د پ  ی  دا چ  ن  ان را f (x) = ax۲ + bx+ c چ  ن  د ج  م  ل  ه ای .۵
. f (۲) =−۳

، f (۱) = ۴ ، f (۱) = −۰ ک  ه ک  ن  ی  د پ  ی  دا چ  ن  ان را f (x) = ax۳ + bx۲ + cx+ d چ  ن  د ج  م  ل  ه ای .۶
. f (۳) = ۱۶ و f (۲) = ۳





۶
خ  ط  ی ف  ض  اه  ای

پ  ردازی  م. م  ی دی  گ  ر ن  گ  اه  ی ب  ا گ  ذش  ت  ه ف  ص  ل ه  ای در ش  ده ب  ی  ان م  ف  اه  ی  م ت  ع  م  ی  م ب  ه ف  ص  ل ای  ن در
ف  ض  ای ی  ک را م  ج  م  وع  ه ای  ن ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را . . . ،z ، y ، x اع  ض  ای از L م  ان  ن  د ای م  ج  م  وع  ه

ب  اش  د: م  ه  م ش  رط دو واج  د ه  رگ  اه م  ی ن  ام  ن  د خ  ط  ی
.z = x+y ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود z ∈ L ع  ض  و ،L از y و x ه  ر ب  رای (۱)

ش  ود. L از ع  ض  وی λ x ،x ∈ L ه  ر و λ ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ه  ر ازای ب  ه (۲)
گ  وی  ن  د. م  ی ه  م ب  رداری ف  ض  ای خ  ط  ی، ف  ض  ای ب  ه گ  اه  ی ل  ذا و م  ی ن  ام  ن  د۱ ب  ردار را خ  ط  ی ف  ض  ای اع  ض  ای
اص  ول در آن، اع  ض  ای ب  رای و L روی ن  ق  ط  ه ای) (ض  رب • و ب  رداری) (ج  م  ع + ب  رداری ع  م  ل  گ  ره  ای

دل  خ  واه  ن  د. و ح  ق  ی  ق  ی β و α اع  داد م  ی ک  ن  ن  د. ص  دق زی  ر م  وض  وع
I (i) x+y = y+x, (ج  اب  ج  ای  ی)
I (ii) (x+y)+z = x+(y+z), (ش  رک  ت پ  ذی  ری)
I (iii) ∃ 0 ∈ L , ∀x ∈ L : 0+x = x+0 = x, ج  م  ع) در خ  ن  ث  ی۲ ع  ض  و (وج  ود
I (iv) ∀x ∈ L , ∃ (−x) ∈ L : x+(−x) = 0, ج  م  ع  ی) م  ع  ک  وس ع  ض  و (وج  ود
II (i) ۱(x) = x, II (ii) α(β x) = (αβ )x,
III (i) (α +β )x = αx+β x, III (ii) α(x+y) = αx+αy.
ب  ا را آن  ه  ا دی  گ  ر ب  ع  ب  ارت م  ی  ب  ی  ن  ی  د. ب  الا در را آن  ه  ا ک  ارک  رد ک  ه ه  س  ت  ن  د ری  اض  ی ع  م  ل دو • و + ک  ن  ی  د ت  وج  ه

ن  گ  ی  ری  د! اش  ت  ب  اه م  ی ش  ن  اس  ی  د، ک  ه اع  دادح  ق  ی  ق  ی ب  ی  ن م  ع  م  ول  ی ض  رب و ج  م  ع

ن  ش  ان و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در را ح  ق  ی  ق  ی م  ول  ف  ه ه  ای ب  ا ب  رداره  ای ه  م  ه از م  ت  ش  ک  ل Rn م  ج  م  وع  ه .۱ .۶ م  ث  ال
ش  ود. اط  لاق ن  ی  ز ح  ق  ی  ق  ی ب  ردار ی  ک و ت  اب  ع م  ات  ری  س، چ  ون دی  گ  ر م  ف  ه  وم ه  ر ب  ه م  ی ت  وان  د ب  ردار ک  ل  مۀ ک  ن  ی  د ت  وج  ه .۱



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۰۰

خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک ،(۲ (ف  ص  ل ب  رداره  ا ب  ی  ن م  ع  م  ول  ی ض  رب و ج  م  ع ت  ح  ت م  ج  م  وع  ه ای  ن ده  ی  د
ب  رق  رارن  د). ب  الا م  وض  وع اص  ل ۸ ه  م  ه ده  ی  د (ن  ش  ان اس  ت

ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در را n م  رت  ب  ه از م  رب  ع  ی ی  س ه  ای م  ات  ر ه  م  ه از م  ت  ش  ک  ل Mn م  ج  م  وع  ه .۲ .۶ م  ث  ال
ع  ادی ف  رم ب  ه (پ  وچ) ص  ف  ر ی  س م  ات  ر و اس  ک  ال  ر ی  ک در ی  س م  ات  ر ی  ک ض  رب ی  س، م  ات  ر ج  م  ع اع  م  ال

اس  ت. خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک Mn م  ج  م  وع  ه م  ی ش  ود. ی  ف ت  ع  ر
[a,b] روی پ  ی  وس  ت  ه م  ق  دار ح  ق  ی  ق  ی ت  واب  ع ه  م  ه از م  ت  ش  ک  ل L =C[a,b] م  ج  م  وع  ه .۳ .۶ م  ث  ال
اس  ک  ال  ری ض  رب و f (x)+g(x) م  ع  م  ول ب  ه ص  ورت g(x) و f (x) ت  اب  ع دو ب  ی  ن ج  م  ع اس  ت.

اس  ت. خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک L م  ج  م  وع  ه ای  ن م  ی ش  ود. ی  ف ت  ع  ر م  ش  اب  ه ف  رم ب  ه ن  ی  ز λ f (x)

n ح  داک  ث  ر م  رت  ب  ه از و x ح  س  ب ب  ر چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ا ه  م  ه ی م  ج  م  وع  ه ی را Pn م  ج  م  وع  ه .۴ .۶ م  ث  ال
اس  ت. اس  ک  ال  ری ض  رب و م  ع  م  ول  ی ج  م  ع ع  م  ل دو ب  ا خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک م  ج  م  وع  ه ای  ن ی  م. م  ی گ  ی  ر

از دق  ی  ق  اً ج  م  ل  ه ای ه  ای  ی چ  ن  د ب  ه n م  رت  ب  ه از ح  داک  ث  ر ش  رط ۴ .۶ م  ث  ال در اگ  ر ک  ن  ی  د ت  وج  ه .۱ .۶ ت  ذک  ر
آن ن  ق  ض م  ث  ال ن  م  ی م  ان  د. ب  اق  ی خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک م  ت  ن  اظ  ر م  ج  م  وع  ه آن گ  اه ش  ود ع  وض n م  رت  ب  ه

اس  ت: چ  ن  ی  ن

(tn + tn−۱)︸ ︷︷ ︸
n م  رت  ب  ه از دق  ی  ق  اً

+

n م  رت  ب  ه از ︷دق  ی  ق  اً ︸︸ ︷
(−tn + tn−۱) = ۲tn−۱︸︷︷︸

(n−۱) م  رت  ب  ه از دق  ی  ق  اً

ن  ی  س  ت! ی  ف ت  ع  ر خ  وش ه  م  ی  ش  ه م  ج  م  وع  ه ای  ن در ع  ض  و دو ج  م  ع م  ی ده  د ن  ش  ان ک  ه

ب  رداره  ا خ  ط  ی اس  ت  ق  لال ۱ .۶
خ  ط  ی واب  س  ت  ه را xk, . . . ,x۲,x۱ ب  رداره  ای اس  ت. خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک L ک  ن  ی  د ف  رض .۱ .۶ ی  ف ت  ع  ر

ک  ه ش  ود ی  اف  ت ن  ی  س  ت  ن  د) ص  ف  ر ب  اه  م ه  م  گ  ی (ک  ه αk و . . . و α۲ و α۱ اع  داد ه  رگ  اه م  ی ن  ام  ن  د
α۱x۱ +α۲x۲ + · · ·+αkxk = 0

ب  رداره  ای از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ی  ک م  ی گ  وی  ن  د. خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل را ن  ی  س  ت  ن  د خ  ط  ی واب  س  ت  ه ک  ه ب  رداره  ای  ی
ب  ه ش  ک  ل اس  ت ب  رداری xk, . . . ,x۲,x۱

α۱x۱ +α۲x۲ + · · ·+αkxk



۱۰۱ خ  ط  ی ف  ض  اه  ای

ه  س  ت  ن  د.۳ دل  خ  واه  ی ح  ق  ی  ق  ی اع  داد αk و . . . و α۲ و α۱ آن در ک  ه
از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ه  ی  چ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر خ  ط  ی ان  د م  س  ت  ق  ل ب  ردار دس  ت  ه ی  ک ی  ف، ت  ع  ر ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ن  ش  ود. 0 پ  وچ ب  ردار ن  اص  ف  ر، ی  ب ض  ر ی  ک ح  داق  ل ب  ا آن ه  ا

ب  ی  ش  ی  ن  ه ه  رگ  اه م  ی گ  وی  ن  د بُ  ع  دی −n را L خ  ط  ی ف  ض  ای خ  ط  ی). ف  ض  ای ی  ک (بُ  ع  د ۲ .۶ ی  ف ت  ع  ر
م  ی ن  وی  س  ی  م ح  ال  ت ای  ن در ب  اش  د. n ع  دد ه  م  ان آن در خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ب  رداره  ای ت  ع  داد

.dim(L ) = n

ب  رداره  ای از دس  ت  گ  اه  ی .۵ .۶ م  ث  ال

e۱ = (۱, ۰, . . . , ۰, ۰), e۲ = (۰, ۱, . . . , ۰, ۰), . . . , en = (۰, ۰, . . . , ۰, ۱)

α۱e۱ +α۲e۲ + . . .+αnen دل  خ  واه خ  ط  ی ت  رک  ی  ب اگ  ر واق  ع در دارن  د. خ  ط  ی  اس  ت  ق  لال Rn در
از ی  ک  ی ح  داق  ل آن گ  اه ب  اش  د، ص  ف  ر ب  ردار از غ  ی  ر اس  ت (α۱,α۲, . . . ,αn) ه  م  ان واق  ع در ک  ه آن  ه  ا از
vm و . . . و v۲ و v۱ ب  ردار m ازای ب  ه دی  گ  ر ط  رف از .dim(Rn)⩾ n ل  ذا و ب  ود خ  واه  د ن  اص  ف  ر αiه  ا

آن  ج  ای  ی از ب  اش  ن  د. viه  ا س  ت  ون ه  ای  ش ک  ه س  اخ  ت چ  ن  ان n×m ی  س  ی م  ات  ر م  ی ت  وان m > n ک  ه Rn از
ب  ردار m ای  ن ل  ذا ش  ود ن  م  ی ب  زرگ  ت  ر س  ط  ره  ا) (ت  ع  داد n ت  ع  داد از ی  س م  ات  ر ی  ک رت  ب  ه ف  ض  ا، ای  ن در ک  ه

.dim(Rn) = n ب  ن  اب  رای  ن و ب  وده خ  ط  ی  واب  س  ت  ه

ی  س ه  ای م  ات  ر .۶ .۶ م  ث  ال

Ak,l =
(

ak,l
i, j

)
n×n

, (k, l = ۱, . . . ,n)

آن گ  اه ب  اش  د، j = l و i = k وق  ت  ی ف  ق  ط ی  س  ه  ای  ی م  ات  ر چ  ن  ی  ن در ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در را

ak,l
i, j = ۱

خ  ط  ی ان  د. م  س  ت  ق  ل ی  س  ی، م  ات  ر ب  رداره  ا ی چ  ن  ی  ن ش  د. خ  واه  ن  د ak,l
i, j = ۰ ای  ن ص  ورت غ  ی  ر در و

م  ث  ال n م  س  اوی ی  ا ک  وچ  ک  ت  ر م  رت  ب  ه ب  ا چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ر از م  ت  ش  ک  ل Pn خ  ط  ی ف  ض  ای .۷ .۶ م  ث  ال
ه  س  ت  ن  د. خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل tn و . . . و t و ۱ ب  رداره  ای ک  ه دی  د م  ی ت  وان ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در را ۴ .۶

گ  وی  ن  د. م  ی ه  م خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ض  رای  ب اع  داد، ای  ن ب  ه .۳



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۰۲

f۱, . . . , fk ک  ن  ی  د ف  رض .۱ .۶ ل  م
از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب g۱, . . . ,gl ب  رداره  ای از ع  ض  و ه  ر و خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ب  رداره  ای از ای م  ج  م  وع  ه

۴.l ⩽ k آن گ  اه ب  اش  ن  د خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ب  رداره  ای  ی g۱, . . . ,gl اگ  ر اس  ت. f۱, . . . , fk ب  رداره  ای
ک  ن  ی  م ف  رض اس  ت. ب  رق  رار وض  وح ب  ه k = ۱ ب  رای ادع  ا م  ی ده  ی  م. ان  ج  ام k روی اس  ت  ق  را ب  ه را اث  ب  ات ب  ره  ان.

ب  ردار k− ۱ ب  رای ح  ک  م
f۱, . . . , fk−۱

f۱, . . . , fk خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ب  ردار k اس  ت. درس  ت
م  ی س  ازی  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را آن ه  ا از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب l ت  ع  داد و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در

g۱ = α۱۱f۱ + · · ·+α۱kfk

g۲ = α۲۱f۱ + · · ·+α۲kfk
... ... ... ...
gl = αl۱f۱ + · · ·+αlkfk

دو .l ⩽ k ک  ن  ی  م ث  اب  ت ب  ای  د ش  ود ک  ام  ل اث  ب  ات ای  ن  ک  ه ب  رای خ  ط  ی ان  د. م  س  ت  ق  ل g۱, . . . ,gl ک  ن  ی  م ف  رض
ح  ک  م ل  ذا و ،l ⩽ k− ۱ ⩽ k آن گ  اه ،α jk = ۰ ه  ا j = ۱, . . . , l ه  م  ه ب  رای اگ  ر (۱) م  ی آی  د. پ  ی  ش ح  ال  ت
م  س  ت  ق  ل ب  ردار l − ۱ ت  ع  داد .α jk 6= ۰ ک  ه ه  س  ت ای j ∈ {۱, . . . , l} ک  ن  ی  م ف  رض (۲) م  ی آی  د. ب  دس  ت

f۱, . . . , fk ب  رداره  ای از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ک  دام ه  ر ک  ه م  ی س  ازی  م چ  ن  ان (ج  دی  د) خ  ط  ی
م  ی آوری  م: ب  دس  ت را fk و گ  رف  ت  ه غ  ی  رص  ف  ر را αlk ش  ود ک  م م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی  ت از ای  ن  ک  ه ب  دون ب  اش  ن  د.

fk =
۱

α jk
gl −

αl۱
αlk

f۱ −·· ·− αl,k−۱
αlk

fk−۱

ن  ت  ی  ج  ه را زی  ر م  ع  ادلات دس  ت  ه س  ازی، م  رت  ب ی  ک و ک  رده ج  ان  ش  ی  ن ق  ب  ل  ی م  ع  ادلات دس  ت  ه در را fk اک  ن  ون
م  ی ده  د:

g۱ − (α۱k/αlk)gl = β۱۱f۱ + · · ·+β۱,k−۱fk−۱

textb f g۲ − (α۲k/αlk)gl = β۲۱f۱ + · · ·+β۲,k−۱fk−۱
... =

...
خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ب  ردار k خ  ط  ی ت  رک  ی  ب خ  ودش  ان ک  ه خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ب  ردار k ت  ع  داد از ب  ی  ش  ت  ر ن  م  ی ت  وان م  ع  ادل، ب  ه ط  ور .۴

داش  ت. ه  س  ت  ن  د، f۱, . . . , fk



۱۰۳ خ  ط  ی ف  ض  اه  ای

textb f gl−۱ − (αi−۱,k/αlk)gl = βi−۱,۱f۱ + · · ·+βi−۱,k−۱fk−۱

آن در ک  ه

βi, j = αi, j − (αi,kαi, j/αl,k), (i = ۱, . . . , l − ۱, j = ۱, . . . ,k− ۱)

ب  رداره  ای ک  ه اس  ت واض  ح

g′
i = gi −

αik

αlk
gl , (i = ۱, . . . , l − ۱)

f۱, . . . , fk−۱ از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب
اس  ت  ق  راء، ف  رض گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا آن گ  اه ه  س  ت  ن  د، خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل g′

۱, . . . ,g′
i−۱ ش  ود ث  اب  ت اگ  ر ه  س  ت  ن  د.

اس  ت. اث  ب  ات ح  ک  م ای  ن  ک  ه ی  ا و l − ۱ ⩽ k− ۱

اع  داد ای  ن رو از خ  ط  ی ان  د. واب  س  ت  ه ب  رداره  ا ای  ن ک  ن  ی  م ف  رض ب  خ  ل  ف خ  ط  ی، اس  ت  ق  لال اث  ب  ات ب  رای
ب  ود، ق  ب  لاً چ  ن  ان  ک  ه اگ  ر .λ۱g′

۱ +λ۲g′
۲ +λi−۱g′

i−۱ = 0 ک  ه دارد وج  ود چ  ن  ان λ۱, . . . ,λi−۱ م  ان  ن  د ث  اب  ت  ی
آن گ  اه αlk 6= ۰

λ۱
(

g۱ −
α۱k
αlk

gl

)
+ · · ·+λl−۱

(
gl−۱ −

αl−۱
αlk

gl

)
= 0

م  ی رس  ی  م: زی  ر ت  س  اوی ب  ه آن ک  ردن م  رت  ب ب  ا و

λ۱g۱ + · · ·+λl−۱gl−۱ −
(

λ۱
α۱k
αlk

+ · · ·+λl−۱
αl−۱k
αlk

)
gl = 0

ف  وق ت  س  اوی در λi ض  رای  ب ه  م  ه ل  ذا ان  د م  س  ت  ق  ل اس  ت  ق  راء ف  رض ب  ه ب  ن  ا g۱, . . . ,gl−۱ ب  رداره  ای چ  ون
خ  ط  ی ان  د. م  س  ت  ق  ل ب  رداره  ای  ی g′

۱, . . . ,g′
l−۱ و ب  اط  ل خ  ل  ف ف  رض ب  ن  اب  رای  ن و ب  وده ص  ف  ر

L بُ  ع  دی n خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک در e۱, . . . ,en خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ب  ردار n از م  ج  م  وع  ه ای .۳ .۶ ی  ف ت  ع  ر
م  ی ن  ام  ن  د. L ب  رای پ  ای  ه ی  ک را

راس  ت  ا) (ه  م خ  ط ه  م ب  اش  ن  د، خ  ط ی  ک ب  ا م  وازی ک  ه ص  ورت  ی در را e۲ و e۱ ب  رداره  ای .۴ .۶ ی  ف ت  ع  ر
م  ی ش  ون  د. ش  ن  اخ  ت  ه خ  ط ه  م غ  ی  ر ای  ن ص  ورت غ  ی  ر در و

خ  ط  ی ان  د. م  س  ت  ق  ل راس  ت  ا، ه  م غ  ی  ر ب  ردار دو ه  ر ،R۲ ف  ض  ای در .۸ .۶ م  ث  ال
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م  ی س  ازن  د. R۲ ب  رای پ  ای  ه ی  ک راس  ت  ا، ه  م غ  ی  ر ب  ردار دو ه  ر R۲ ف  ض  ای در .۹ .۶ م  ث  ال
ب  ن  ام را خ  اص پ  ای  ه ای  ن م  ی س  ازن  د. Rn ب  رای پ  ای  ه ی  ک آم  ده، ب  ردار n ،۵ .۶ م  ث  ال در .۱۰ .۶ م  ث  ال

م  ی ش  ن  اس  ن  د. Rn (ک  ان  ون  ی  ک) اس  ت  ان  دارد پ  ایۀ
ب  رای پ  ای  ه ای ب  ه م  ی ت  وان را x۱, · · · ,xk خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ب  ردار k < n ش  ام  ل م  ج  م  وع  ه ی ه  ر .۲ .۶ ل  م

داد. ت  وس  ع  ه L بُ  ع  دی n خ  ط  ی ف  ض  ای
از ع  ض  و ه  ر اگ  ر ه  س  ت  ن  د. L خ  ط  ی ف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه ی  ک را e۱, . . . ,en ب  رداره  ای ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
و ب  وده n ⩽ k ،۱ .۶ ل  م ح  ک  م ب  ن  اب  ه آن گ  اه ب  اش  د، x۱, . . . ,xk ب  رداره  ای از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ب  ردار، دس  ت  ه ای  ن
ت  رک  ی  ب  ی ک  ه ه  س  ت e۱, . . . ,en ب  رداره  ای ب  ی  ن در ep چ  ون ب  رداری ای  ن رو از اس  ت. ت  ن  اق  ض در k < n ب  ا
-ت  ای  ی (k+ ۱) م  ج  م  وع  ه م  ج  دداً و اض  اف  ه x۱, . . . ,xk ب  ه را ب  ردار ای  ن ن  ی  س  ت. x۱, . . . ,xk از خ  ط  ی
ب  ه ک  ه k+ ۱ = n اگ  ر (چ  را؟). ان  د خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ب  رداره  ا ای  ن م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در را ep,x۱, . . . ,xk

ب  رداره  ا از ع  ض  وی م  ج  م  وع  ه ی  ک ق  ب  ل  ی اس  ت  دلال ت  ک  رار ب  ا ،k+ ۱ < n اگ  ر و رس  ی  ده ای  م دل  خ  واه ن  ت  ی  ج  ه
م  ی ش  ود. س  اخ  ت  ه x۱, . . . ,xk ش  ام  ل

م  ی ت  وان را ف  ض  ا ب  ردار ه  ر ،L بُ  ع  دی n خ  ط  ی ف  ض  ای ب  رای م  ف  روض پ  ایۀ ازای ب  ه .۳ .۶ ق  ض  ی  ه
ن  وش  ت. پ  ای  ه اع  ض  ای ح  س  ب ب  ر ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ی  ک ب  ه ص  ورت

م  ج  م  وع  ه ای  ن ب  ه ک  رده، ان  ت  خ  اب را x ∈ L ب  ردار اس  ت. L ب  رای پ  ای  ه ای e۱, . . . ,en ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
ازای ب  ه ی  ع  ن  ی ان  د. خ  ط  ی واب  س  ت  ه ب  ردار n+ ۱ ای  ن ل  زوم  اً پ  س اس  ت بُ  ع  دی n L ف  ض  ای چ  ون و اف  زوده
م  ی ت  وان ب  ن  اب  رای  ن و (چ  را؟) β 6= ۰ وض  وح ب  ه .α۱e۱ + · · ·+αnen +β x = 0 م  ن  اس  ب: ض  رای  ب

ن  وش  ت:
x =

(
−α۱

β

)
e۱ + · · ·+

(
−αn

β

)
en

ض  رای  ب م  ی ده  ی  م ن  ش  ان اث  ب  ات، ات  م  ام ب  رای اس  ت. پ  ای  ه اع  ض  ای از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب  ی x م  ی ده  د ن  ش  ان ک  ه
خ  ط  ی ت  رک  ی  ب دو ک  ن  ی  م ف  رض ه  س  ت  ن  د. ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر ب  الا،

x = ξ۱e۱ + · · ·+ξnen, x = η۱e۱ + · · ·+ηnen

ت  س  اوی دو ت  ف  اض  ل ب  ا ص  ورت ای  ن در دارد. وج  ود م  ت  ف  اوت ض  رای  ب ازای ب  ه و x ب  ردار ن  م  ای  ش ب  رای
(ξ۱ −η۱)e۱ + · · ·+(ξn −ηn)en = 0 داری  م:
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x ن  م  ای  ش خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ل  ذا و ξi = ηi ،i ه  ر ب  رای ل  زوم  اً خ  ط  ی ان  د م  س  ت  ق  ل پ  ای  ه اع  ض  ای چ  ون و
اس  ت. ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر

خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ب  ه ص  ورت x و A ب  رای پ  ای  ه ای E = {e۱, . . . ,en} ک  ن  ی  د ف  رض .۵ .۶ ی  ف ت  ع  ر

ξ۱e۱ + · · ·+ξnen︸ ︷︷ ︸
x

م  ی ن  ام  ن  د. E پ  ایۀ در x م  خ  ت  ص  ات را ξi۱⩽i⩽n ض  رای  ب اس  ت. ش  ده ن  وش  ت  ه

م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور آن ب  ه ن  س  ب  ت x ب  ردار ه  ر م  خ  ت  ص  ات م  ف  روض، پ  ای  ه ای ازای ب  ه ک  ه م  ی گ  وی  د ۳ .۶ ق  ض  ی  ه
دارد. وج  ود ب  ه ف  ردی

ب  ردار دو اس  ک  ال  ری ض  رب و ب  رداری ج  م  ع ۱ .۱ .۶
پ  ای  ه در را y و x ب  ردار دو م  خ  ت  ص  ات y = (η۱, . . . ,ηn) و x = (ξ۱, . . . ,ξn) ک  ن  ی  د ف  رض

ای  ن ص  ورت در ده  ن  د.۵ ن  ش  ان e۱, . . . ,en

x+y = (ξ۱ +η۱)e۱ + · · ·+(ξn +ηn)en

ب  ع  لاوه، ب  الاس  ت. پ  ای  ه در x+y م  خ  ت  ص  ات ه  ا {ξi +ηi}۱⩽i⩽n م  ی ده  د، ن  ش  ان ک  ه

{λξi}
۱⩽i⩽n

م  ی ده  د. ن  ش  ان را پ  ای  ه ای  ن در λ x م  خ  ت  ص  ات ه  ا

از م  ت  ع  ارف ی  ف ت  ع  ر ب  ا ب  ردار، ی  ک م  خ  ت  ص  ات از ف  وق ی  ف ت  ع  ر ،R۲ ف  ض  ای در ال  ف) .۱۱ .۶ م  ث  ال
اس  ت. م  ن  ط  ب  ق م  خ  ت  ص  ات

ن  ظ  ر در را n− ۱ م  س  اوی ی  ا ک  م  ت  ر م  رت  ب  ه ب  ا چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ه  مۀ از م  ت  ش  ک  ل L ف  ض  ای ب)
پ  ای  ه ای ی  ن ب  دی  ه  ی ت  ر ،e۱ = ۱,e۲ = t, . . . ,en = tn−۱ اع  ض  ای ش  د، داده ن  ش  ان ق  ب  لاً ی  م. م  ی گ  ی  ر

م  ی ش  ود: ن  وش  ت  ه ی  ر ز ف  رم ب  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ر پ  ای  ه، ای  ن در و دارد L ک  ه اس  ت

P(t) = a۰tn−۱ +a۱tn−۲ + · · ·+an−۱

.y = ∑n
i=۱ ηiei و x = ∑n

i=۱ ξiei ی  ع  ن  ی .۵
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ب  ه را پ  ای  ه اگ  ر ح  ال ی  د؟ آور ب  دس  ت پ  ای  ه ای  ن در را P(t) ب  ردار م  خ  ت  ص  ات م  ی ت  وان  ی  د آی  ا

e′۱ = ۱,e′۲ = t −a, . . . ,e′n = (t −a)n−۱

اس  ت: ن  م  ای  ش ق  اب  ل ی  ر ز ب  ه ص  ورت P(t) چ  ن  دج  م  ل  ه ای ک  ن  ی  م، ع  وض

P(t) = P(a)+P′(a)(t −a)+ · · ·+ Pn−۱(a)
(n− ۱)! (t −a)n−۱

در را P(t) م  خ  ت  ص  ات ت  ا ک  ن  ی  د س  ع  ی ش  ن  اس  ن  د. م  ی ه  م P(t) ت  ی  ل  ور ب  س  ط ب  ن  ام را ن  م  ای  ش ای  ن اس  ت.
ب  ی  اب  ی  د. پ  ای  ه ای  ن

خ  ط  ی ف  ض  اه  ای ی  خ  ت  ی ی  ک  ر ۲ .۶
پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ت  ن  اظ  ری ه  رگ  اه ه  س  ت  ن  د ی  خ  ت ی  ک  ر L ′ و L خ  ط  ی ف  ض  ای دو .۶ .۶ ی  ف ت  ع  ر
ب  ع  لاوه و (x ↔ x′ (ی  ع  ن  ی ک  رده م  ت  ن  اظ  ر ب  ه  م را x′ ∈ L و x ∈ L ع  ض  و دو ک  ه ش  ود پ  ی  دا چ  ن  ان

ی  ع  ن  ی: ب  اش  د. ن  ی  ز اس  ک  ال  ری ض  رب و ج  م  ع ح  اف  ظ
.x+y ↔ x′+y′ آن گ  اه y ↔ y′ و x ↔ x′ اگ  ر (۱)

.λ x ↔ λ x′ ،λ اس  ک  ال  ر ه  ر ازای ب  ه آن گ  اه x ↔ x′ اگ  ر (۲)

م  س  ت  ق  ل ب  رداره  ای از دس  ت  ه ه  ر آن گ  اه ب  اش  ن  د ی  خ  ت ی  ک  ر خ  ط  ی ف  ض  ای دو L ′ و L اگ  ر .۴ .۶ ل  م
ب  ال  ع  ک  س. و خ  ط  ی ان  د م  س  ت  ق  ل ه  م L ′ ف  ض  ای در ،L در خ  ط  ی

ب  اش  ن  د. ی  خ  ت ی  ک  ر ن  م  ی ت  وان  ن  د م  ت  ف  اوت بُ  ع  ده  ای ب  ا L ′ و L خ  ط  ی ف  ض  ای دو .۵ .۶ ل  م

ده  ی  د. ان  ج  ام را اث  ب  ات و گ  رف  ت  ه ک  م  ک ۴ .۶ ل  م از ب  ره  ان.

ه  س  ت  ن  د. ی  خ  ت ی  ک  ر ب  اه  م n م  رت  ب  ه ی از خ  ط  ی ف  ض  اه  ای ه  مۀ .۶ .۶ ق  ض  ی  ه

و L ب  رای پ  ای  ه ای e۱, . . . ,en آن در ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را L ′ و L ،n بُ  ع  د از خ  ط  ی ف  ض  ای دو ب  ره  ان.
ب  ردار ه  ر ازای ب  ه اس  ت. L ′ ب  رای پ  ای  ه ای e′۱, . . . ,e′n

x = ξ۱e۱ + · · ·+ξnen (۱ .۶)
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ب  ه ص  ورت ب  رداری

x′ = ξ۱e′۱ + · · ·+ξ ′
nen (۲ .۶)

ب  س  ازی  د.۶ آن ب  ه م  ت  ن  اظ  ر
از م  ی ش  ود، داده ن  م  ای  ش (۱ .۶) ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر ب  ه ص  ورت L پ  ای  ه ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا x ∈ L ه  ر چ  ون
ی  ک س  اخ  ت  ن ن  ح  وه ای  ن ل  ذا م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف و س  اخ  ت  ه ب  ف  ردی م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور x ب  ه ت  وج  ه ب  ا x′ ب  ردار ای  ن رو
ت  رت  ی  ب ب  ا آن گ  اه y ↔ y′ و x ↔ x′ اگ  ر ح  ال م  ی ک  ن  د. ت  ع  ری  ف L ′ و L ب  ی  ن پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ن  گ  اش  ت
خ  ط  ی ف  ض  ای دو L ′ و L ب  ن  اب  رای  ن و λ x ↔ λ x′ ،λ اس  ک  ال  ر ه  ر ازای ب  ه و x+y ↔ x′+y′ ف  وق

ی  ک  ری  خ  ت  ن  د.

ی  رف  ض  اه  ا ز ۳ .۶
ب  ا خ  ودش چ  ن  ان  ک  ه اس  ت L اع  ض  ای از زی  رم  ج  م  وع  ه ای L خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک از L ′ زی  رف  ض  ای
زی  ر L ′ ⊆ L دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه ش  ود. خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک L روی ش  ده ت  ع  ری  ف ض  رب و ج  م  ع اع  م  ال
III(ii) ت  ا I(i) م  وض  وع اص  ول ، L روی • (اس  ک  ال  ری) ض  رب و + اع  م  ال ب  ا ه  رگ  اه اس  ت L ′ از ف  ض  ای  ی

ب  اش  ن  د. ب  رق  رار م  ج  دداً L ′ ب  رداره  ای ب  رای ه  م  گ  ی
ی  رف  ض  اه  ا ز از م  ث  ال ه  ای  ی ۱ .۳ .۶

.L خ  ود و پ  وچ ف  ض  ای (۱)
ی  ک (م  ن  ط  ب  ق  ن  د) واق  ع ان  د م  ب  دأ از گ  ذرن  ده خ  ط ی  ک ب  ر ک  ه R۲ ص  ف  ح  ه در ب  رداره  ای  ی ه  م  ه م  ج  م  وع  ه (۲)

.(۱ .۶ (ش  ک  ل اس  ت خ  ط  ی زی  رف  ض  ای
اس  ت. ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از x = (ξ۱, . . . ,xn) nت  ای  ی ه  ای از م  ج  م  وع  ه ای L ک  ن  ی  د ف  رض (۳)
ای  ن ص  ورت در اس  ت. ص  ف  ر آن  ه  ا در ξ۱ ک  ه م  ی گ  ی  ری  م L از ه  ای  ی x ه  م  ه ش  ام  ل را L از L ′ زی  رم  ج  م  وع  ه

اس  ت. L از زی  رف  ض  ای  ی L ′

ت  واب  ع ه  م  ه ف  ض  ای L ک  ن  ی  د ف  رض (۴)
y

xO′

x

y

x+y

R۲ در ب  ع  دی -۱ ف  ض  ای ی  ر ز ی  ک :۱ .۶ ش  ک  ل

ک  ن  ی  د ث  اب  ت ب  اش  د. [a,b] ب  س  تۀ ب  ازۀ روی پ  ی  وس  ت  ه
م  رت  ب  ه ب  ا چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای  ی ه  م  ه م  ج  م  وع  ه

.۶
ی  ک  ی ان  د. خ  ط  ی ت  رک  ی  ب دو ه  ر در ض  رای  ب ک  ن  ی  د ت  وج  ه
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اس  ت. L از زی  رف  ض  ای  ی n− ۱ م  س  اوی ی  ا ک  م  ت  ر
خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک از زی  رف  ض  ا ه  ر آن  ج  ای  ی  ک  ه از
م  ف  اه  ی  م ای ت  م  ام ل  ذا اس  ت خ  ط  ی ف  ض  ای  ی خ  ود
آن ه  ا ب  رای ع  ی  ن  اً غ  ی  ره و بُ  ع  د خ  ط  ی، اس  ت  ق  لال چ  ون
بُ  ع  د ن  ک  ت  ه، ی  ک ع  ن  وان ب  ه اس  ت. اس  ت  ف  اده ق  اب  ل ن  ی  ز

ب  اش  د. ب  زرگ  ت  ر L بُ  ع  د از ن  م  ی ت  وان  د L خ  ط  ی ف  ض  ای از L ′ زی  رف  ض  ای
ی  رف  ض  اه  ا ز س  اخ  ت  ن ب  رای روش  ی ۲ .۳ .۶

ت  رک  ی  ب  ات ه  م  ه ش  ام  ل S م  ج  م  وع  ه ک  ن  ی  د. ان  ت  خ  اب L خ  ط  ی ف  ض  ای در را gn, . . . ,g۲,g۱ ب  رداره  ای
خ  ط  ی

α۱g۱ +α۲g۲ + · · ·+αngn

را S زی  رف  ض  ای ف  ض  اس  ت. زی  ر ی  ک ه  س  ت  ن  د، دل  خ  واه  ی ح  ق  ی  ق  ی اع  داد αi ∈ R(۱⩽i⩽n) آن در ک  ه
L از زی  رف  ض  ای  ی ک  وچ  ک  ت  ری  ن درواق  ع و ن  ام  ی  ده gn, . . . ,g۲,g۱ ب  رداره  ای ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د ی  رف  ض  ای ز

اس  ت: م  ج  م  وع  ه ای  ن ب  رای دی  گ  ری ن  م  ای  ش زی  ر ن  م  اد اس  ت. ب  رداره  ای  ی چ  ن  ی  ن ش  ام  ل

S = 〈g۱, . . . ,gn〉

ک  ن  ی  د. ث  اب  ت را ب  الا ادع  ای .۱ .۶ ی  ن ت  م  ر

ب  وده k بُ  ع  د از ek, . . . ,e۱ خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ب  رداره  ای ب  ه وس  ی  ل  ه ش  ده ت  ول  ی  د L ′ ی  رف  ض  ای ز .۷ .۶ ق  ض  ی  ه
اس  ت. L ′ ب  رای پ  ای  ه ی  ک {e۱, . . . ,ek} ب  ع  لاوه و

B = {e۱, . . . ,ek} خ  ود ک  ه خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل م  ج  م  وع  ه ی  ک L ′ زی  رف  ض  ای در ح  ق  ی  ق  ت، در ب  ره  ان.
ی  ک ه  ر آن گ  اه ش  ون  د، ف  رض L ′ در دی  گ  ری خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ب  رداره  ای  ی xl , . . . ,x۱ اگ  ر دارد. وج  ود اس  ت

.dim(L ′) = k ل  ذا و l ⩽ k :۱ .۶ ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا و ب  وده B اع  ض  ای از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب

بُ  ع  دی ی  ک ی  رف  ض  اه  ای ز ۳ .۳ .۶
وج  ود e۱ (م  ث  لاً) ب  ردار ی  ک ف  ق  ط ش  ام  ل پ  ای  ه ای وض  وح ب  ه L م  ان  ن  د بُ  ع  دی ی  ک زی  رف  ض  ای  ی ب  رای
x۰ اگ  ر ش  د. خ  واه  د αe۱(α∈R) ب  ه ش  ک  ل ب  رداره  ای  ی ش  ام  ل L پ  ای  ه، ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا ای  ن رو از و دارد۷

ب  ب  ی  ن  ی  د. دوب  اره ن  م  ون  ه ب  رای را ۱ .۶ ش  ک  ل .۷
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ف  رم ب  ه ب  رداره  ا از م  ج  م  وع  ه ای آن  گ  اه ب  اش  د، L در دل  خ  واه و م  ف  روض ب  رداری

x = x۰ +αe۱

م  ی ن  ام  ن  د. L در خ  ط ی  ک (اص  ط  لاح  اً) اس  ت دل  خ  واه و ح  ق  ی  ق  ی اس  ک  ال  ری α آن در ک  ه

ص  ف  ح  ه اَبَ  ر ۴ .۳ .۶
ب  ه ش  ک  ل ب  رداره  ا از م  ج  م  وع  ه ای ش  د، ان  ج  ام L ف  ض  ای در خ  ط ی  ک ب  رای ک  ه ت  ع  ری  ف  ی م  ش  اب  ه

x = x۰ +αe۱ +β e۲

درن  ظ  ر را دل  خ  واه  ن  د و ح  ق  ی  ق  ی اس  ک  ال  ره  ای  ی β و α و L در م  ف  روض ب  رداره  ای  ی e۲ و e۱ و x۰ آن در ک  ه
ای  ن ت  وس  ی  ع ب  ا م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده L در ص  ف  ح  ه ی  ک دارد) R۳ ب  ا ک  ه ش  ب  اه  ت  ی (ب  ا م  ج  م  وع  ه ای  ن م  ی گ  ی  ری  م.

ن  وع از ب  رداره  ای  ی م  ج  م  وع  ه م  ف  ه  وم

x = x۰ +α۱e۱ +α۲e۲ + · · ·+αlek

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده L در ص  ف  ح  ه اَبَ  ر ی  ک

م  خ  ت  ص  ات ت  غ  ی  ی  ر ۴ .۶
پ  ای  ه ت  غ  ی  ی  ر ام  ک  ان چ  ون م  ی ش  ن  اس  ی  م. م  ف  روض پ  ای  ه ی  ک ب  ه ن  س  ب  ت را x ب  ردار م  خ  ت  ص  ات ک  ن  ی  د ف  رض
ب  دس  ت x ب  رای را ج  دی  دی م  خ  ت  ص  ات پ  ای  ه، ت  غ  ی  ی  ر ص  ورت در ک  ه اس  ت ب  دی  ه  ی ل  ذا دارد وج  ود ف  ض  ا ب  رای

آوری  م.
دوران ب  ا ده  د، ن  ش  ان را R۲ از {e۱,e۲} پ  ای  ه ب  ه ن  س  ب  ت x ب  ردار م  خ  ت  ص  ات (x,y) اگ  ر ن  م  ون  ه ب  رای
ت  ب  دی  ل (x′,y′) ب  ه x م  خ  ت  ص  ات و ش  ده ح  اص  ل {e′۱,e′۲} دی  گ  ر پ  ای  ه ،α زاوی  ه ان  دازه  ب  ه م  خ  ت  ص  ات دس  ت  گ  اه

م  ی ده  د: ن  ت  ی  ج  ه زی  ر م  ع  ادلۀ ب  ا را ج  دی  د م  خ  ت  ص  ات (۱۲ .۲) راب  ط  ه .(۲ .۶ (ش  ک  ل )م  ی گ  ردد
x′

y′

)
= R−α

(
x
y

)
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در م  ی ت  وان چ  گ  ون  ه ک  ه ای  ن اس  ت e۲س  وال

e۱

e′۱
e′۲

x

O′

y′

y

x

x′

α

α

دوران از ق  ب  ل و ب  ع  د م  خ  ت  ص  ات :۲ .۶ ش  ک  ل

ب  ردار ی  ک ی  اف  ت  ه ت  غ  ی  ی  ر م  خ  ت  ص  ات ک  ل  ی ح  ال  ت
ی  اف  ت؟ م  ی ش  ود ع  وض پ  ای  ه وق  ت  ی را

پ  ای  ه دو ب  ا را L بُ  ع  دی −n ف  ض  ای

{e۱, · · · ,en},{e′۱, · · · ,e′n}

م  ی ت  وان را e′i(۱⩽i⩽n) ع  ض  و ه  ر ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در
ن  وش  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت دی  گ  ر پ  ای  ه در

e′۱ = α۱۱e۱ +α۲۱e۲ + · · ·+αn۱en,

e′۲ = α۲۱e۱ +α۲۲e۲ + · · ·+αn۲en,

... ... ...
e′n = α۱ne۱ +α۲ne۲ + · · ·+αnnen.

(۳ .۶)

ل  ذا م  ی گ  ی  رد۸و ص  ورت A = ‖αik‖ م  ات  ری  س ب  ا {e′i}n
۱ پ  ای  ه ب  ه {ei}n

۱ پ  ای  ه از ت  ب  دی  ل دی  گ  ر، ب  ه ع  ب  ارت
ام  ی  ن j م  خ  ت  ص  ات ش  ام  ل A ام j س  ت  ون م  ات  ری  س، ای  ن در م  ی ن  ام  ن  د. پ  ای  ه ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س را A م  ات  ری  س

اس  ت. ق  دی  م پ  ای  ه در ج  دی  د پ  ای  ه از ع  ض  و
دی  گ  ر پ  ای  ه در (ξ ′

۱ , · · · ,ξ ′
n) ب  ا و ن  خ  س  ت پ  ای  ه در (ξ۱, · · · ,ξn) م  خ  ت  ص  ات ب  ا X ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال

ی  ع  ن  ی: م  ی ش  ود، ش  ن  اخ  ت  ه

ξ۱e۱ + · · ·+ξnen = x = ξ ′
۱ e′۱ + · · ·+ξ ′

ne′n

داری  م: (۳ .۶) ب  ه ت  وج  ه ب  ا ه  س  ت  ی  م. ξiه  ا ب  رح  س  ب ξ ′
i (۱⩽i⩽n) ب  ی  ان ن  ح  وه دن  ب  ال ب  ه

x = ξ ′
۱ (α۱۱e۱ + · · ·+αn۱en)+ξ ′

۲ (α۱۲e۱ + · · ·+αn۲e۲)+

· · ·+ξ ′
n(α۱ne۱ + · · ·+αnnen)

(ب  ع  داز ط  رف دو ه  ر از eiه  ا ض  رای  ب پ  س ب  رداره  اس  ت از خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل م  ج  م  وع  ه ی  ک {ei}n
۱ چ  ون

(چ  را؟). اس  ت ن  ام  ن  ف  رد م  ات  ری  س ای  ن .۸
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ی  ع  ن  ی: م  س  اوی ان  د. دق  ی  ق  اً ک  ردن) م  رت  ب

ξ۱ = α۱۱ξ ′
۱ +α۱۲ξ ′

۲ + · · ·+α۱nξ ′
n,

ξ۲ = α۲۱ξ ′
۱ +α۲۲ξ ′

۲ + · · ·+α۲nξ ′
n,

... ... ...
ξn = αn۱ξ ′

۱ +αn۲ξ ′
۲ + · · ·+αnnξ ′

n.

(۴ .۶)

اس  ت. (A (ت  ران  ه  اده At ه  م  ان م  ی ش  ود دی  ده (۴ .۶) در ک  ه ت  ب  دی  ل ای دق  ت  ی، ان  دک ب  ا
ک  ن  ی  م: ب  ی  ان ξ ′

i ح  س  ب ب  ر (۴ .۶) ک  م  ک ب  ا را ξi(۱⩽i⩽n) ه  ر ق  ادری  م اک  ن  ون

ξ ′
۱ = b۱۱ξ ′

۱ +b۱۲ξ ′
۲ + · · ·+b۱nξ ′

n,

... ... ...
ξ ′

n = bn۱ξ ′
۱ +bn۲ξ ′

۲ + · · ·+bnnξ ′
n

آن در ک  ه (At)−۱ م  ات  ری  س ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  خ  ت  ص  ات ه  م  ه واق  ع، در اس  ت. At ه  م  ان B = ‖bik‖ آن در ک  ه
م  ی ش  ون  د. ت  ب  دی  ل اس  ت، ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س ش  د) ب  ی  ان ک  ه ت  رت  ی  ب  ی (ب  ه A

ت  ول  ی  د) ف  ن  اوری (م  ج  م  وعۀ اق  ت  ص  ادی ن  م  ونۀ ۵ .۶
دارن  د) ق  رار م  ت  ف  اوت  ی م  ک  ان  ه  ای در ک  دام ه  ر (ک  ه دس  ت  گ  اه س  ه از ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را ای ک  ارخ  ان  ه
ای  ن در ت  ول  ی  د ف  ن  اوری و ت  ول  ی  د ظ  رف  ی  ت ف  اک  ت  ور دو م  ی ک  ن  د. اس  ت  ف  اده y۱ ب  ن  ام م  ح  ص  ول ی  ک س  اخ  ت ج  ه  ت
ت  ج  ه  ی  زات ت  رک  ی  ب در ک  ه ت  ف  اوت ه  ای  ی ت  أث  ی  ر ت  ح  ت  س  وم دس  ت  گ  اه ای  ن  ک  ه، ض  م  ن اس  ت، م  ت  ف  اوت دس  ت  گ  اهه  ا
ت  ج  ه  ی  زات از ث  اب  ت ت  رک  ی  ب ی  ک ف  ن  اوری، ه  ر در دارد. ق  رار دارد، وج  ود ب  رای  ش ت  ول  ی  د ف  ن  اوری ه  ای ورودی
ت  ع  داد) و (ح  ج  م ب  ع  لاوه ه  س  ت  ن  د. پ  ای  ا ت  ول  ی  د، ع  م  ل  ی  ات م  ق  ی  اس ب  ه ت  وج  ه ب  ا ه  م  گ  ی و ش  ده اس  ت  ف  اده
ب  رای گ  وی  ا اع  داد ان  ت  خ  اب ک  ه اس  ت ط  وری ای  م) داده ن  م  ای  ش y۴ و y۳ ،y۱ ب  ا (ک  ه ورودی  ه  ا و خ  روج  ی ه  ا

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت دس  ت  گ  اه ه  ا) ب  ا (م  رت  ب  ط ف  ن  ی اط  لاع  ات ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال اس  ت. م  ج  از آن  ه  ا

۳ دس  ت  گ  اه ۲ دس  ت  گ  اه ۱ دس  ت  گ  اه
۱۲۰ ۸۰ ۱۰۰ y۱ خ  روج  ی س  ط  ح ظ  رف  ی  ت
۳۸ ۱۷ ۲۶ y۲ ورودی
۳۰ ۱۹ ۲۵ y۳ ورودی
۲۵ ۲۱ ۲۴ y۴ ورودی
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ه  م  چ  ن  ی  ن، ان  د. ش  ده گ  رف  ت  ه ان  دازه خ  ود م  ق  ی  اس واح  ده  ای در ورودی ه  ا و ه  ا خ  روج  ی ج  دول ای  ن در
اس  ت. ت  ط  اب  ق در ک  ن  د، م  ی خ  ود خ  روج  ی ظ  رف  ی  ت ت  ول  ی  د ب  ه ق  ادر را دس  ت  گ  اه ه  ا ک  ه س  ط  وح  ی ب  ا ورودی ارق  ام
ت  ول  ی  د ان  د)، آم  ده اول س  ط  ر در (ک  ه خ  روج  ی س  ط  وح ظ  رف  ی  ت از ب  ی  ش ن  م  ی ت  وان  ن  د دس  ت  گ  اه ه  ا ف  رض، ب  ن  اب  ه
ب  دون و ک  م  ت  ر ورودی ه  ای ص  رف ب  ا ق  ادرن  د ب  اش  د، ک  م  ت  ر ت  ول  ی  د ب  ه لازم اگ  ر ح  ال، ای  ن ب  ا ب  اش  ن  د. داش  ت  ه

ب  ب  رن  د. پ  ی  ش را ک  ار ت  رک  ی  ب  ش  ان، در ت  غ  ی  ی  ر

م  ق  ادی  ر ت  م  ام م  ی ک  ن  ن  د. اس  ت  ف  اده خ  ود ظ  رف  ی  ت ت  م  ام  ی از دس  ت  گ  اه ه  ا ت  م  ام  ی ک  ن  ی  د ف  رض .۱ .۶ س  ئ  وال
ب  ی  اب  ی  د. را ت  ول  ی  د ب  رای ش  ده اس  ت  ف  اده ورودی ه  ای و خ  روج  ی

م  ی  ت  وان دس  ت  گ  اه ه  ا ورودی س  ط  وح و خ  روج  ی ظ  رف  ی  ت ک  ردن ج  م  ع ب  ا ب  ه س  ادگ  ی را ج  واب پ  اس  خ.
م  س  ئ  ل  ه ج  واب ه  م  ان اس  ت ک  رده ارائ  ه را ع  ددی اط  لاع  ات ک  ه ج  دول س  ت  ون ه  ای م  ج  م  وع واق  ع، در ی  اف  ت.
ش  ده اس  ت  ف  اده ک  ه y۲ ورودی ک  ل  ی م  ق  دار واح  د، ۳۰۰ = ۱۲۰+ ۸۰+ ۱۰۰ ب  ا ب  راب  ر y۱ ک  ل  ی ظ  رف  ی  ت اس  ت:

ش  ده اس  ت  ف  اده ک  ه y۳ ورودی ک  ل  ی م  ق  دار واح  د، ۸۱ = ۳۸+ ۱۷+ ۲۶

۷۴ = ۳۰+ ۱۹+ ۲۵,

اس  ت. واح  د ۷۰ = ۲۵+ ۲۱+ ۲۴ ش  ده اس  ت  ف  اده ک  ه y۴ ورودی ک  ل  ی م  ق  دار و واح  د

ب  راب  ر خ  روج  ی دارد، ق  رار ۱ دس  ت  گ  اه ک  ه م  ح  ل  ی در ت  ق  اض  ا ک  اه  ش ب  راس  اس ک  ن  ی  د ف  رض .۲ .۶ س  ئ  وال
ش  د؟ خ  واه  د چ  ق  در ورودی ج  دی  د س  ط  وح ب  اش  د. ۶۵

داش  ت  ن ن  گ  اه ص  ح  ی  ح ب  ا م  ی ت  وان را ت  ول  ی  د ف  ن  اوری ه  ای از ه  رک  دام ف  رض  ی  ات، ای  ن ب  ا پ  اس  خ.
ک  ه س  ت  ون  ی ض  رب ب  ا ب  ن  اب  رای  ن، ک  رد. اس  ت  ف  اده خ  روج  ی ه  ا از م  ط  ل  وب  ی س  ط  ح ب  رای ورودی ه  ا ت  رک  ی  ب
،y۲ ورودی م  ی رس  ی  م: ج  دی  دی س  ط  وح ب  ه ۶۵/۱۰۰ = ۰.۶۵ در م  ی ده  د ن  ش  ان را ۱ دس  ت  گ  اه ظ  رف  ی  ت
ب  ا ن  ت  ای  ج ای  ن .۱۵.۶ = ۲۴× ۰.۶۵ ،y۴ ورودی و ۱۶.۳ = ۲۵× ۰.۶۵ ،y۳ ورودی ،۱۶.۹ = ۲۶× ۰.۶۵

ه  س  ت  ن  د. اس  ت  ن  ت  اج ق  اب  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ری  اض  ی دی  د
ک  ن  ی  د ف  رض

y j = (y j
۱ ,−y j

۲,−y j
۳,−y j

۴), ( j = ۱,۲,۳)

م  ش  خ  ص م  ن  ف  ی ع  لام  ت ب  ا ورودی ه  ا س  ادگ  ی، (ب  رای اس  ت y۱ ب  رای ت  ول  ی  د ف  ن  اوری ام  ی  ن j ،y j آن در ک  ه
ب  ردار م  م  ک  ن م  ق  ادی  ر ت  م  ام م  ج  م  وعۀ ه  م  ان ک  ه ب  اش  د y۱ ب  رای ت  ول  ی  د م  ج  م  وعۀ ن  م  ای  ش  گ  ر Y اگ  ر ش  ده ان  د).
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آن گ  اه اس  ت، y = (y۱,−y۲,−y۳,−y۴)

y j
۱ ∈ Y, ( j = ۱,۲,۳)

اس  ت. R۴ زی  رم  ج  م  وع  ه Y ل  ذا و ب  وده ۴-بُ  ع  دی ب  رداری y ب  ردار ک  ن  ی  د ت  وج  ه
.L ⊂R۴ ک  ه اس  ت L م  ان  ن  د بُ  ع  دی س  ه خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک ی  رم  ج  م  وعۀ ز Y ده  ی  د ن  ش  ان .۳ .۶ س  ئ  وال
ب  ه ت  ا ده  د م  ی اج  ازه م  ا ب  ه اس  ت) ش  ده گ  رف  ت  ه ت  ول  ی  د ت  ک  ن  ی  ک ه  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا (ک  ه م  ث  ال در ف  رض پ  اس  خ.
ان  ج  ام ب  ا ک  ن  ی  م. اق  دام اس  ک  ال  ر م  ق  دار ی  ک در آن ه  ا ض  رب ه  م  چ  ن  ی  ن و ب  الا ج  دول س  ت  ون ه  ای ب  س  ت  ن ج  م  ع
ت  ول  ی  د ت  ک  ن  ی  ک ه  ای ه  م  ان (ک  ه خ  روج  ی و ورودی در اج  را ق  اب  ل ج  دی  د ت  رک  ی  ب  ات ری  اض  ی، ع  م  ل دو ای  ن

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت ب  رداره  ای ش  ام  ل Y م  ج  م  وعۀ ای  ن رو از س  ازی  م. م  ی را ه  س  ت  ن  د)
۳
∑
j=۱

α jy j ⊂ Y, α j ⊂ [۰, ۱]

م  ی ش  ود. ت  ول  ی  د y۳ و y۲ ،y۱ ب  رداره  ای ب  ا ک  ه اس  ت L خ  ط  ی ف  ض  ای از زی  رم  ج  م  وع  ه ای Y ن  ت  ی  ج  ه، در
س  ه ده  ی  م ن  ش  ان اس  ت ک  اف  ی ۷ .۶ ق  ض  ی  ه ط  ب  ق اس  ت، ب  ع  دی س  ه ف  ض  ای  ی L ده  ی  م ن  ش  ان ای  ن  ک  ه ب  رای
ج  واب ف  ق  ط و ف  ق  ط ب  ای  د زی  ر م  ع  ادل  ه ج  واب ت  ن  ه  ا دی  گ  ر، ب  ه ع  ب  ارت خ  ط  ی ان  د. م  س  ت  ق  ل y۳ و y۲ ،y۱ ب  ردار

ب  اش  د:۹ x۱ = x۲ = x۳ = ۰ ب  دی  ه  ی

x۱y۱ + x۲y۲ + x۳y۳ = 0

آن در ک  ه اس  ت Ax = 0 م  ات  ری  س  ی م  ع  ادلۀ ب  ا م  ع  ادل ب  الا ب  رداری م  ع  ادل  ه

x =

x۱
x۲
x۳

 و A =

 ۱۰۰ ۸۰ ۱۲۰
−۲۶ −۱۷ −۳۸
−۲۵ −۱۹ −۳۰
−۲۴ −۲۱ −۲۵


اس  ت. ش  ده س  اخ  ت  ه ب  الا ج  دول س  ت  ون ه  ای از y۳ و y۲ ،y۱ ب  رداره  ای ب  ا ک  ه اس  ت م  ات  ری  س  ی A و

دت  رم  ی  ن  ان م  ح  اس  بۀ اس  ت. ک  ام  ل رت  بۀ ب  ا م  ات  ری  س  ی A ش  ود، ث  اب  ت ب  ای  د ،۶ .۵ ق  ض  ی  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا اک  ن  ون
آن: از م  ی  ن  ور ∣∣∣∣∣∣ی  ک

۱۰۰ ۸۰ ۱۲۰
−۲۶ −۱۷ −۳۸
−۲۵ −۱۹ −۳۰

∣∣∣∣∣∣= ۶۸۰ 6= ۰

ب  ن  اب  ر و داش  ت  ه وج  ود م  ع  ادل  ه ب  رای غ  ی  رص  ف  ر م  ؤل  فۀ ی  ک ح  داق  ل ب  ا ن  اب  دی  ه  ی ج  واب ی  ک ن  ش  ود، ای  ن  ط  ور اگ  ر ک  ن  ی  د ت  وج  ه .۹
ش  د. خ  واه  ن  د واب  س  ت  ه  ب  رداره  ا ای  ن
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.dim(L) = ۳ ل  ذا ای  ن و ب  وده (۳ ع  دد (ی  ع  ن  ی ک  ام  ل رت  بۀ ب  ا م  ات  ری  س ای  ن م  ی ده  د ن  ش  ان
بُ  ع  د س  ه ت  ول  ی  د ق  ب  ل ن  ک  ت  ه ب  ن  اب  ه ش  د. داده ن  ش  ان ع  دد ۴ ب  ا ت  ول  ی  د ف  ن  اوری ه  ر ب  الا، م  ث  ال در ن  ت  ی  ج  ه: ت  ف  س  ی  ر
از ک  ه ف  ن  اوری ب  ه را اض  اف  ی اط  لاع  ات ه  ی  چ اض  اف  ی ع  دد ای  ن اس  ت. اض  اف  ی ع  دد ۴ ای  ن از ی  ک  ی ل  ذا و دارد
ب  ر س  ت  ون ی  ک م  ق  ادی  ر ه  م  ه ت  ق  س  ی  م ب  ا ت  وان م  ی را م  ط  ل  ب ای  ن اف  زای  د. ن  م  ی م  ی ک  ن  د، اس  ت  ف  اده دی  گ  ر ع  دد س  ه
واح  د ه  ر م  وردن  ی  از ورودی ه  ای ج  دی  د، م  ق  ادی  ر دی  د. را ح  اص  ل و داده ان  ج  ام س  ط  ر اول  ی  ن ه  ای درآی  ه
م  ج  م  وعۀ م  ث  ال ای  ن در م  ی ش  ون  د. ن  ام  ی  ده ورودی/خ  روج  ی ض  رای  ب ای  ن  ه  ا م  ی ده  د. م  ا ب  ه را خ  روج  ی

ب  ود: خ  واه  ن  د زی  ر ب  ه ص  ورت ورودی/خ  روج  ی ۰.۲۶۰ض  رای  ب ۰.۲۱۳ ۰.۳۱۷
۰.۲۵۰ ۰.۲۷۶ ۰.۲۵۰
۰.۲۴۰ ۰.۲۶۳ ۰.۲۰۸


م  ش  خ  ص  ی س  ط  ح در ف  ق  ط ورودی ه  ا م  وردن  ی  از ک  ل  ی م  ق  ادی  ر م  ح  اس  بۀ ب  رای اط  لاع  ات ای  ن ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
ب  ا ای  ن  ک  ه از ش  دن م  ط  م  ئ  ن ب  رای ش  د، گ  رف  ت  ه درن  ظ  ر ت  اک  ن  ون ک  ه ف  رض  ی  ات  ی و اس  ت م  ن  اس  ب خ  روج  ی ه  ا از
را خ  روج  ی از م  ش  خ  ص  ی س  ط  ح ب  رای ه  ا ورودی م  وردن  ی  از م  ق  ادی  ر م  ی ت  وان ض  رای  ب ای  ن از اس  ت  ف  اده
«ب  ازده ن  ام ب  ا دی  گ  ر ف  رض  ی  ات ب  ای  د ی  اف  ت  ه، ت  ع  م  ی  م س  ط  ح ب  ه رس  ی  دن ب  ه م  ن  ظ  ور ن  ی  س  ت. ک  اف  ی آورد، ب  ه دس  ت
م  ق  ی  اس از ض  رای  ب  ی چ  ن  ی  ن ای  ن  ک  ه ی  ع  ن  ی ف  رض ای  ن ش  ود. م  ع  رف  ی ف  ن  اوری» م  ق  ی  اس ب  ه ن  س  ب  ت ث  اب  ت
راب  ط  ه ای  ج  اد ب  رای آن  ه  ا از اط  م  ی  ن  ان ب  ا م  ی ت  وان ش  ان م  ح  اس  بۀ ل  ح  ظۀ در ب  ن  اب  رای  ن و ان  د م  س  ت  ق  ل ت  ول  ی  د

ک  رد۱۰. اس  ت  ف  اده ت  ول  ی  د از م  م  ک  ن  ی س  ط  ح ه  ر ب  رای ورودی/خ  روج  ی

م  س  ائ  ل ۶ .۶
اس  ت؟ خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک | f (x)|⩽ ۱ ب  ه ط  وری ک  ه [a,b] روی پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع ه  م  ه م  ج  م  وع  ه آی  ا .۱

ده  ی  د. ارائ  ه III(ii) ت  ا I(i) م  وض  وع اص  ول از ه  ن  دس  ی ت  ف  س  ی  ری .۲

ب  ردار از η۱, . . . ,ηn م  خ  ت  ص  ات ب  گ  ی  ری  د. ح  ق  ی  ق  ی ت  ای  ی ه  ای −n ه  م  ه خ  ط  ی ف  ض  ای را L ف  ض  ای .۳

x = (ξ۱, . . . ,ξn)

خ  ص  وص  اً ن  ی  س  ت. واق  ع  ی م  وارد از ب  س  ی  اری در م  ق  ی  اس ب  ه ن  س  ب  ت ث  اب  ت ب  ازده ف  رض اق  ت  ص  اد، در وس  ی  ع اس  ت  ف  اده ع  ل  ی رغ  م .۱۰
ای  ن ی  اب  د. ک  اه  ش ورودی ه  ا ب  ه ن  ی  از س  ط  ح اس  ت م  م  ک  ن ت  ول  ی  د م  ق  ی  اس اف  زای  ش ب  ا ک  ه اس  ت ش  ده م  ش  اه  ده ت  ول  ی  د، ص  ن  ع  ت در
ب  ازده «ک  اه  ش ب  ه م  رب  وط اس  ت م  م  ک  ن ت  ول  ی  د م  وارد، ب  رخ  ی در دی  گ  ر، ط  رف  ی از اس  ت. م  ق  ی  اس» ب  ه ن  س  ب  ت ب  ازده «اف  زای  ش م  ورد

م  ی ش  ود. دی  ده ب  زرگ» «ش  رک  ت ه  ای در اوق  ات گ  اه  ی و ک  ش  اورزی ب  خ  ش در م  ف  ه  وم  ی چ  ن  ی  ن ب  اش  د. م  ق  ی  اس» ب  ه ن  س  ب  ت
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آوری  د. ب  دس  ت زی  ر پ  ایۀ ب  ه ن  س  ب  ت را

B = {(۱, ۰, . . . , ۰, ۰)︸ ︷︷ ︸
e۱

,

e۲︷ ︸︸ ︷
(۰, ۱, ۰, . . . , ۰, ۰), . . . ,(۰, . . . , ۰, ۰, ۱)︸ ︷︷ ︸

en

}

ده  ی  د. ان  ج  ام م  ج  دداً زی  ر پ  ای  ه ب  ا را ق  ب  ل م  س  ئ  ل  ه .۴

B = {(۱, ۱, . . . , ۱)︸ ︷︷ ︸
e۱

,

e۲︷ ︸︸ ︷
(۰, ۱, . . . , ۱), . . . ,(۰, . . . , ۰, ۱)︸ ︷︷ ︸

en

}

دو م  ی گ  ی  ری  م. ح  ق  ی  ق  ی درآی  ه ه  ای ب  ا و n م  رت  ب  ه از م  رب  ع  ی م  ات  ری  س ه  ای ه  م  ه ش  ام  ل را Mn م  ج  م  وعۀ .۵
پ  ای  ه ی  ک اس  ت. خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک Mn ک  ن  ی  د ث  اب  ت و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در م  ع  م  ول ب  ه ط  ور را ض  رب و ج  م  ع ع  م  ل

آوری  د. ب  دس  ت را Mn بُ  ع  د ب  ع  لاوه و ف  ض  ا ب  رای
ک  ن  ی  د ث  اب  ت و گ  رف  ت  ه x = (ξ۱, · · · ,ξn) ح  ق  ی  ق  ی -ت  ای  ی ه  ای n ه  مۀ خ  ط  ی ف  ض  ای را L م  ج  م  وعۀ .۶
از زی  رف  ض  ا ی  ک ه  س  ت  ن  د، م  ع  ی  ن و م  ف  روض αiه  ا ک  ه L ′ = {x | α۱ξ۱ + · · ·+αnξn = ۰} م  ج  م  وعۀ

اس  ت. L
اس  ت؟ ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک (x۱,x۲)

f−→ (۲x۱,x۲ − x۱) ض  اب  طۀ ب  ا f : R۲ → R۲ ن  گ  اش  ت آی  ا .۷
ک  ن  ی  د. ت  ح  ق  ی  ق م  ج  دداٌ زی  ر ض  اب  طۀ ب  ا و f : R۳ → R۳ ن  گ  اش  ت ب  رای را ق  ب  ل م  س  ئ  ل  ه ح  ک  م .۸

(x۱,x۲,x۳)
f−→ (x′۱,x

′
۲,x

′
۳)

آن در x′۱ک  ه
x′۲
x′۳

=

۱ ۰ −۱
۲ ۵ ۱۰
۰ −۱ ۰

x
y
z


۳ ح  داک  ث  ر م  رت  ب  ه از چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ه  م  ه از P۳ خ  ط  ی ف  ض  ای و ب  ب  ی  ن  ی  د) را ۵ (م  س  ئ  ل  ه M۲ ک  ن  ی  د ث  اب  ت .۹

ده  ی  د. ارائ  ه ی  ک  ری  خ  ت  ی چ  ن  ی  ن ب  رای ص  ری  ح ف  رم  ول ی  ک و ب  وده ی  ک  ری  خ  ت
را S بُ  ع  د اس  ت. Mn از زی  رف  ض  ا ی  ک ،n م  رت  ب  ه از م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ه  ای ه  م  ه از S م  ج  م  وع  ه ده  ی  د ن  ش  ان .۱۰

آوری  د. ب  دس  ت
ب  ود. خ  واه  د L = L ′ ل  زوم  اً ب  اش  د آن ب  ا بُ  ع  د ه  م و L زی  رف  ض  ای ی  ک L ′ اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان .۱۱
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در ک  ه ب  رداره  ای  ی ه  م  ه م  ج  م  وع  ه (ξ۱, · · · ,ξn) ح  ق  ی  ق  ی ت  ای  ی ه  ای −n ه  م  ه ف  ض  ای L در ده  ی  د ن  ش  ان .۱۲
م  ی س  ازد L از خ  ط  ی زی  رف  ض  ای ی  ک م  ی ک  ن  ن  د ص  دق ح  ق  ی  ق  ی αiه  ای  ی ازای ب  ه α۱ξ۱ +αnξn = ۰ ش  رط

ن  ی  س  ت  ن  د) ص  ف  ر ب  اه  م ه  م  گ  ی αn, · · · ,α۱ (اس  ک  ال  ره  ای
ده  ی  د: ن  ش  ان .L۱ ∩L۲ = 0 ک  ه ه  س  ت  ن  د L از زی  رف  ض  ا دو L۲ و L۱ ک  ن  ی  د ف  رض .۱۳

dim(L۱)+dim(L۲)⩽ dim(L )

ن  ش  ان م  ی ش  ود. پ  ی  م  وده {a,b,c, · · ·} ب  رداره  ای وس  ی  ل  ه ب  ه ک  ه اس  ت زی  رف  ض  ای  ی L ′ ک  ن  ی  د ف  رض .۱۴
اس  ت. م  س  اوی ف  وق م  ج  م  وع  ه از خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ب  رداره  ای ت  ع  داد م  اک  زی  م  م ب  ا L ′ بُ  ع  د ده  ی  د

پ  ایۀ در x = (۷, ۱۴,−۱,۲) ب  ردار م  خ  ت  ص  ات م  ط  ل  وب  س  ت .۱۵

B = {(۱,۲,−۱, ۰)︸ ︷︷ ︸
e۱

,

e۲︷ ︸︸ ︷
(۲,۳, ۰,−۱),

e۳︷ ︸︸ ︷
(۱,۲, ۱,۳),(۱,۳,−۱, ۰)︸ ︷︷ ︸

e۴

}

اس  ت. پ  ای  ه ی  ک B ده  ی  د ن  ش  ان ح  ت  م  اً چ  ی  ز، ه  ر از ق  ب  ل
اع  ض  ای ه  س  ت  ن  د. خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک ب  رای پ  ای  ه ه  ای  ی {e′۱,e′۲,e′۳} و {e۱,e۲,e۳} ک  ن  ی  د ف  رض .۱۶

ش  ده ان  د: ت  وص  ی  ف زی  ر ب  ه ص  ورت اول پ  ای  ه اع  ض  ای ب  رح  س  ب دوم م  ج  م  وع  ه

textb f e′۱ = ۵e۱ −e۲ − ۲e۳, e′۲ = ۲e۱ + ۳e۲, e′۳ =−۲e۱ +e۲ + ۳e۳

دوم. پ  ایۀ در x =−۷e۱ + ۱۱e۲ + ۳e۳ ب  ردار م  خ  ت  ص  ات م  ط  ل  وب  س  ت
م  ی س  ازن  د: پ  ای  ه ج  داگ  ان  ه زی  ر ب  رداره  ای م  ج  م  وع  ه ک  ن  ی  د ث  اب  ت اولاً .۱۷

B = {(۱, ۱, ۱, ۱)︸ ︷︷ ︸
e۱

,

e۲︷ ︸︸ ︷
(۱,۲, ۱, ۱),

e۳︷ ︸︸ ︷
(۱, ۱,۲, ۱),(۱,۳,۲,۳)︸ ︷︷ ︸

e۴

}

B′ = {(۱, ۰,۳,۳)︸ ︷︷ ︸
e۱

,

e۲︷ ︸︸ ︷
(−۲,−۳,−۵,−۴),

e۳︷ ︸︸ ︷
(۲,۲,۵,۴),(−۲,−۳,−۴,−۴)︸ ︷︷ ︸

e۴

}

B پ  ای  ه در آن م  خ  ت  ص  ات ب  دان  ی  م اگ  ر ب  ی  اب  ی  د چ  ن  ان را B′ پ  ای  ه در y م  ان  ن  د ب  رداری م  خ  ت  ص  ات ث  ان  ی  اً
اس  ت. ش  ده داده yB = (۱,۲,۳,۴) ب  ه ص  ورت
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م  ی ک  ن  ن  د؟ ت  ع  ری  ف خ  ط  ی زی  رف  ض  ای ی  ک زی  ر م  ج  م  وع  ه ه  ای آی  ا .۱۸
ص  ح  ی  ح. م  ول  ف  ه ه  ای ب  ا بُ  ع  دی −n ب  رداره  ای ه  م  ه ال  ف)

م  ی ش  ون  د. م  ن  ط  ب  ق م  ح  ور روی ی  ا و x م  ح  ور روی ی  ا ک  ه ص  ف  ح  ه روی ب  رداره  ای ه  م  ه ب)
اس  ت. c م  ف  روض ع  دد ه  م  ه اول م  ول  ف  ه ک  ه بُ  ع  دی −n ب  رداره  ای ه  م  ه ج)

ک  ن  ی  د. پ  ی  دا را ب  ع  دی -۳ ف  ض  ای ی  ک خ  ط  ی زی  رف  ض  اه  ای از ه  ن  دس  ی ان  واع ه  م  ه .۱۹
ک  ن  ی  د ث  اب  ت م  س  اوی ان  د. آن ه  ا آخ  ر و اول م  ول  ف  ه ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ب  رداره  ای  ی ه  م  ه ش  ام  ل را L م  ج  م  وع  ه .۲۰
از ت  وص  ی  ف  ی آوری  د. ب  دس  ت را آن بُ  ع  د ه  م  چ  ن  ی  ن و L از پ  ای  ه ی  ک اس  ت. Rn از خ  ط  ی زی  رف  ض  ای ی  ک L ′

ده  ی  د. ارائ  ه n = ۳ و n = ۲ ح  الات در L ′

آوری  د. ب  دس  ت م  ی ش  ود ت  ول  ی  د زی  ر ب  رداره  ای وس  ی  ل  ه ب  ه ک  ه خ  ط  ی ف  ض  ای ب  ع  د و پ  ای  ه ی  ک .۲۱

a۱ = (۱, ۱, ۱, ۱, ۰)

a۲ = (۱, ۱,−۱,−۱,−۱)

a۳ = (۲,۲, ۰, ۰,−۱)

a۴ = (۱, ۱,۵,۵,۲)

a۵ = (۱,−۱,−۱, ۰, ۰)





۷
اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  اه  ای

ه  م  چ  ون (ان  دازه ای) م  ت  ری  ک م  ف  اه  ی  م  ی چ  گ  ون  ه ک  ه م  ی پ  ردازی  م م  وض  وع ای  ن ب  ررس  ی ب  ه ف  ص  ل ای  ن در
چ  ن  ی  ن ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ب  ای  د م  ی ش  ون  د. م  رب  وط خ  ط  ی ف  ض  اه  ای ب  ه غ  ی  ره و ب  ردار دو ب  ی  ن زاوی  ه ب  ردار، ی  ک ط  ول
ن  ق  ط  ه ای ح  اص  ل ض  رب ک  ه چ  را ک  رد ت  ع  ری  ف ن  م  ی ت  وان م  س  ت  ق  ی  م ب  ه ط  ور خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک در را م  ف  اه  ی  م  ی

ب  اش  د. ش  ده ت  ع  ری  ف ق  ب  لاً م  ی ب  ای  س  ت ف  ض  ا ای  ن در

ک  ل  ی ی  ف ت  ع  ار ۱ .۷
α اس  ک  ال  ره  ای و z و y ،x ب  رداره  ای آن در و R روی خ  ط  ی ف  ض  ای  ی L ک  ن  ی  د ف  رض .۱ .۷ ی  ف ت  ع  ر
ض  رب ی  ک م  ی ن  ش  ان  د R ب  ه را ب  رداره  ا از (x,y) م  رت  ب زوج ک  ه ت  اب  ع  ی ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در را β و

ک  ن  د: ب  رق  رار را ی  ر ز ش  رای  ط ه  رگ  اه م  ی ن  ام  ن  د، ن  ق  ط  ه ای۱
ت  ق  ارن  ی. ه  م  ان ی  ا (x,y) = (y,x) (۱)

م  ی گ  وی  ن  د. ه  م ب  ودن دوخ  ط  ی آن ب  ه ک  ه (αx+βy,z) = α(x,z)+β (y,z) (۲)
اس  ت. م  ع  روف ب  ودن م  ث  ب  ت ب  ه ک  ه (x,x)> ۰ (۳)

اس  ت. x = 0 پ  وچ ب  ردار ،(x,x) = ۰ آن ب  رای ک  ه L از ب  رداری ت  ن  ه  ا .۱ .۷ گ  زاره

داری  م: x ب  ردار ب  رای و (۲) ش  رط ب  ک  م  ک ب  ره  ان.

(0,0) = (۰×0,0) = ۰× (0,0) = ۰

.(x,x)> ۰: x 6= 0 ه  ر ب  رای و (۳) ش  رط ب  ه وس  ی  لۀ ح  ال
ش  ود. م  ی گ  ف  ت  ه ه  م اس  ک  ال  ر ض  رب ی  ا داخ  ل  ی ض  رب آن، ب  ه .۱
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ف  ض  ای را (x,y) داخ  ل  ی ض  رب ب  ا ه  م  راه و R روی L خ  ط  ی و n-بُ  ع  دی ف  ض  ای .۲ .۷ ی  ف ت  ع  ر
م  ی ن  ام  ن  د. اق  ل  ی  دس  ی

y = (η۱, . . . ,ηn) و x = (ξ۱, . . . ,ξn) ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از -ت  ای  ی n دو ب  رای ال  ف) .۱ .۷ م  ث  ال
م  ی ک  ن  ی  م: ی  ف ت  ع  ر

(x,y) =
n

∑
i=۱

ξiηi

ک  ن  ی  د). (ب  ررس  ی اس  ت اق  ل  ی  دس  ی م  ت  ن  اظ  ر ف  ض  ای داخ  ل  ی، ض  رب ای  ن ازای ب  ه
ت  اب  ع و ‖aik‖n×n ی  س م  ات  ر ،Rn از y = (η۱, . . . ,ηn) و x = (ξ۱, . . . ,ξn) n-ت  ای  ی دو ب)

(x,y) =
n

∑
i=۱

n

∑
k=i

aikξiηi (۱ .۷)

آن، وج  ود ب  ا ک  ه م  ی گ  ردی  م ‖aik‖ ی  س م  ات  ر روی م  ح  دودک  ن  ن  ده ای ش  رای  ط دن  ب  ال ه  س  ت  ن  د. م  ف  روض
ی  س م  ات  ر ک  ه اس  ت ب  رق  رار م  وق  ع  ی (۱) ش  رط اب  ت  دا، در ش  ود. ت  ض  م  ی  ن ف  وق ت  اب  ع ب  ودن داخ  ل  ی ض  رب

ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه س  وم ش  رط درب  اره ام  ا اس  ت. ب  رق  رار ه  م  واره (۲) ش  رط ال  ب  ت  ه و ب  وده م  ت  ق  ارن ف  وق

(x,x) =
n

∑
i=۱

n

∑
k=۱

aikξiξi ⩾ ۰ (۲ .۷)

اس  ت. ξ۱ = ξ۲ = · · ·= ξn = ۰ ب  رق  راری م  س  ت  ل  زم (x,x) = ۰ ت  س  اوی و
اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن، گ  وی  ن  د. م  ی ∑n

i=۱ ∑n
k=۱ aikξiηi چ  ن  دج  م  ل  ه ای م  ث  ب  ت ت  ع  یّ  ن را خ  اص  ی  ت  ی چ  ن  ی  ن

ت  اب  ع آن گ  اه ش  ود، ی  ف ت  ع  ر م  ث  ب  ت ب  ه ط  ور م  ت  ن  اظ  ر۲ چ  ن  دج  م  ل  ه ای و ب  وده م  ت  ق  ارن ‖aik‖ ی  س م  ات  ر
ش  د. خ  واه  د داخ  ل  ی ض  رب ی  ک (۱ .۷) در را ش  ده ی  ف ت  ع  ر

ی  ک ی  ر ز ت  اب  ع ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در را [a,b]⊂ R روی پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع ه  م  ه روی خ  ط  ی ف  ض  ای ج)
.( f ,g) =

∫ b
a f (x)g(x)dx ک  ن  د: م  ی ی  ف ت  ع  ر ف  ض  ا ب  رای داخ  ل  ی ض  رب

م  ی ش  ود: ی  ف ت  ع  ر ی  ر ز ب  ه ص  ورت x ∈ E ب  ردار ط  ول ،E اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای ب  ه ازای .۳ .۷ ی  ف ت  ع  ر

|x|=
√
(x,x)
م  ی ن  ام  ن  د. دوم درج  ه ف  رم را چ  ن  دج  م  ل  ه ای ای  ن گ  اه  ی .۲
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م  ی ش  ود: ی  ف ت  ع  ر ی  ر ز ب  ه ش  ک  ل x,y ∈ E ب  ردار دو ف  اص  ل  ه ،E اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای در .۴ .۷ ی  ف ت  ع  ر

d(x,y) =
√

(x−y,x−y)

م  ی آی  د: ی  ر ز ی  ف ت  ع  ر در x,y ∈ E ب  ردار دو ب  ی  ن زاوی  ه ،E اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای در .۵ .۷ ی  ف ت  ع  ر

cosγx,y =
(x,y)
|x||y|

م  ی گ  وی  ن  د. ن  ی  ز y و x ب  ردار دو ه  م  ب  س  ت  گ  ی ی  ب ض  ر ه  م  چ  ن  ی  ن را γx,y

.(x,y) = ۰ ه  رگ  اه گ  وی  ن  د م  ت  ع  ام  د را E اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای از y و x ب  ردار دو .۶ .۷ ی  ف ت  ع  ر

ی  م: دار y و x ب  ردار دو ه  ر ازای ب  ه و E اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای در ک  وش  ی). (ن  ام  س  اوی ۲ .۷ ل  م

(x,y)۲ ⩽ (x,x)(y,y)

ب  ب  ی  ن  ی  د. را دوم ف  ص  ل از ۶ .۲ ن  ام  س  اوی اث  ب  ات در م  ت  ن  اظ  ر روش اث  ب  ات، ب  رای ب  ره  ان.

م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ه  ای ۲ .۷
E ب  رای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک e۱, . . . ,en ∈ E ن  اص  ف  ر ب  ردار n از م  ج  م  وع  ه ای ،E اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای در

ه  رگ  اه: م  ی س  ازن  د،
ک  ن  د. ت  ول  ی  د را E ب  ردار، n ای  ن (۱)

ب  اش  ن  د. م  ت  ع  ام  د دوب  ه دو م  ج  م  وع  ه ای  ن از (ei,e j) زوج ه  ر (۲)
ک  ن  ی  د. ن  گ  اه ۱ .۷ ب  ه ش  ک  ل ،R۲ ص  ف  ح  ه در م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه م  ج  م  وع  ه ی  ک از ش  ه  ودی ن  م  ون  ه ی  ک ب  رای

دوب  ه دو م  ج  م  وع  ه ای  ن اع  ض  ای از زوج ه  ر ه  رگ  اه م  ی گ  وی  ن  د ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د را {e۱, . . . ,en} م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه
م  ع  ادل ب  ه ط  ور ب  اش  ن  د. واح  د ط  ول دارای اع  ض  ا ه  م  ه و ب  وده م  ت  ع  ام  د

(ei,e j) =

{
۱, i = j
۰, i 6= j

, i, j = ۱, . . . ,n (†)

اس  ت. آم  ده ۷ .۲ ش  ک  ل در R۲ ص  ف  ح  ه در ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه دو از م  ت  ف  اوت ن  م  ون  ه دو
ی  ک اع  ض  اء ای  ن اگ  ر خ  ط  ی ان  د، م  س  ت  ق  ل {e۱,e۲, . . . ,en} م  ج  م  وع  ه اع  ض  ای ده  ی  م م  ی ن  ش  ان اک  ن  ون
ک  ه گ  ف  ت م  ی ت  وان (۱) ش  رط گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا آن گ  اه ش  ود ث  اب  ت ادع  ای  ی چ  ن  ی  ن اگ  ر ب  س  ازن  د. م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۲۲

R۲

O

ص  ف  ح  ه در م  ت  ع  ام  د پ  ایۀ ی  ک اع  ض  ای :۱ .۷ ش  ک  ل

R۲

O
R۲

O

ص  ف  ح  ه در ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ایۀ دو :۲ .۷ ش  ک  ل

(ب  ه اث  ب  ات ب  رای ب  ود. خ  واه  ن  د پ  ای  ه ی  ک ن  ی  ز خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک ب  ه ع  ن  وان E ب  رای ب  رداره  ا از م  ج  م  وع  ه ای  ن
ک  ه دارد وج  ود چ  ن  ان ن  ی  س  ت  ن  د ص  ف  ر ب  اه  م ه  م  گ  ی ک  ه λ۱, . . . ,λn اس  ک  ال  ره  ای ک  ن  ی  د ف  رض خ  ل  ف)

λ۱e۱ + · · ·+λnen = 0

ی  ک اخ  ی  ر، ت  س  اوی از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  گ  ی  ری  م. خ  ط  ی واب  س  ت  ه م  ج  م  وع  ه ای را {e۱, . . . ,en} م  ج  م  وع  ه ی  ع  ن  ی
ب  س  ازی  د: ei(۱⩽i⩽n) ع  ض  وه  ای ب  ا داخ  ل  ی ض  رب

λ۱(e۱,ei)+ · · ·+λn(en,ei) = (0,ei) = ۰

ض  رب ای  ن چ  ون و λi(ei,ei) = ۰ داری  م ه  س  ت  ن  د، م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ای eiه  ا م  ج  م  وع  ه ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا
{e۱, . . . ,en} ک  ردی  م اث  ب  ات ای  ن رو از اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه λi(۱⩽i⩽n) = ۰ ل  زوم  اً اس  ت ص  ف  ر غ  ی  ر داخ  ل  ی

اس  ت. E ب  رداره  ای از خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل م  ج  م  وع  ه ای

دارد. وج  ود ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک ه  م  واره -بُ  ع  دی، n اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای ه  ر ب  رای .۳ .۷ ق  ض  ی  ه



۱۲۳ اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  اه  ای

e۲

e۱ p۱

f۲

م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک از ب  ردار دوم  ی  ن س  اخ  ت  ن :۳ .۷ ش  ک  ل

ای  ن از ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را آن از {f۱, . . . , fn} پ  ای  ه و گ  رف  ت  ه دل  خ  واه  ی اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای را E ب  ره  ان.
ن  س  ب  ت م  ت  ع  ام  د را e۲ = f۲ +αe۱ ب  ردار ،e۱ = f۱ اگ  ر س  ازی  م. م  ی {e۱, . . . ,en} م  ت  ع  ام  د پ  ایۀ ی  ک پ  ای  ه،
اس  ت ک  اف  ی پ  س .(e۱, f۲ +αe۱) = ۰ اگ  ف  گ  ر (e۱,e۲) = ۰ واق  ع، در .(۳ .۷ (ش  ک  ل ب  س  ازی  د e۱ ب  ه

ش  ود. ان  ت  خ  اب α =− (e۱,f۲)
(e۱,e۱)

اع  ض  ای از ه  ری  ک ب  ر ek ب  ردار س  اخ  ت  ه ای  د. ق  ب  ل م  ان  ن  د را {e۱, . . . ,ek−۱} م  ج  م  وع  ه ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال
e۱, . . . ,ek−۱ ب  رداره  ای چ  ون ب  ب  ی  ن  ی  د). k = ۳ ح  ال  ت در را ۴ .۷ (ش  ک  ل اس  ت۳ م  ت  ع  ام  د اخ  ی  ر م  ج  م  وع  ه

پ  س ه  س  ت  ن  د، م  ت  ع  ام  د دوب  ه دو

(ei, fk)+λi(ei,ei) = ۰, i = ۱, . . . ,k− ۱

داش  ت: خ  واه  ی  م ب  ن  اب  رای  ن و
λi =− (ei,fk)

(ei,ei)

ه  ا: λi م  ع  ی  ن ض  رای  ب ازای ب  ه و i < k ه  م  ه ازای ب  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ،ek 6= ۰ ای  ن  ک  ه اث  ب  ات ب  رای

ei = fi +λ۱e۱ + · · ·+λi−۱ei−۱

داری  م: اخ  ی  ر ت  س  اوی ه  ای ک  م  ک ب  ا

ek = fk +λ۱e۱ + · · ·+λk−۱ek−۱ = α۱f۱ +α۲f۲ + · · ·+αk−۱fk−۱ + fk

واب  س  ت  ه اج  ب  اراً و ل  زوم  اً f۱, . . . , fk ب  رداره  ای ل  ذا م  ی ب  اش  د ۱ ع  دد fk ض  ری  ب چ  ون ب  اش  د، ek = ۰ اگ  ر
.(ek 6= ۰ (پ  س اس  ت ت  ن  اق  ض ک  ه ب  وده خ  ط  ی

3. (ei, fk +λei + · · ·+λk−1ek−1) = 0



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۲۴

f۳

e۲

e۱

e۱

م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک از ب  ردار س  وم  ی  ن س  اخ  ت  ن :۴ .۷ ش  ک  ل

ه  م خ  ط  ی اس  ت  ق  لال ک  ه م  ی ش  ود س  اخ  ت  ه چ  ن  ان e۱, . . . ,en م  ت  ع  ام  د دوب  ه دو ب  ردار n ف  وق، رویّ  ه ت  ک  رار ب  ا
اس  ت. E اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای ب  رای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک {e۱, . . . ,en} م  ع  ادل ب  ه ط  ور دارن  د.

م  ف  روض پ  ای  ه ی  ک روی از م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک س  اخ  ت  ن ب  رای ق  ب  ل ق  ض  ی  ه در ک  ه رون  دی .۱ .۷ ت  ذک  ر
م  ی ن  ام  ن  د. گ  رام-اش  م  ی  ت م  ت  ع  ام  دس  ازی ف  رآی  ن  د را گ  رف  ت ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد

وض  وح ب  ه ص  ورت ای  ن در اس  ت. م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ای {e۱, · · · ,en} ک  ن  ی  د ف  رض .۲ .۷ }ت  ذک  ر
e۱
|e۱|

, · · · , en

|en|

}
اس  ت. ی  ک  ه و م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ای

اس  ت: ی  ر ز ب  ردار س  ه ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د R۴ از ی  رف  ض  ای  ی ز L .۲ .۷ م  ث  ال
f۳ = (−۱,۲,−۳,۲), f۲ = (۳, ۱, ۱,−۱), f۱ = (۱, ۱, ۰, ۱)

ی  م. ب  س  از L ب  رای ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک و م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک ق  ب  ل ق  ض  ی  ه ک  م  ک ب  ا م  ی خ  واه  ی  م
ک  ن  ی  م ف  رض اس  ت. L ب  رای ای پ  ای  ه ل  ذا اس  ت خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل {f۱, f۲, f۳} م  ج  م  وع  ه چ  ون

آن در ک  ه e۲ = f۲ +α۲۱e۱ ده  ی  د ق  رار ب  اش  د. م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ب  ردار ع  ض  و اول  ی  ن e۱ = f۱ = (۱, ۱, ۰, ۱) 

α۲۱ =− (e۱, f۲)

(e۱,e۱)
=−۳

۳ =−۱

ق  رار e۳ ب  ردار س  وم  ی  ن ب  رای اس  ت. م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ع  ض  و دوم  ی  ن e۲ = f۲ − e۱ = (۲, ۰, ۱,−۲) ل  ذا و
ده  ی  د

e۳ = f۳ +α۳۱e۱ +α۳۲e۲



۱۲۵ اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  اه  ای

آن در ک  ه

α۳۱ =− (e۱, f۳)

(e۱,e۱)
=−۳

۳ =−۱ و α۳۲ =− (e۲, f۳)

(e۲,e۲)
=−−۹

۹ = ۱

اس  ت. ن  ظ  ر م  ورد م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه {e۱,e۲,e۳} و e۳ = f۳ − e۱ + e۲ = (۰, ۱,−۲,−۱) پ  س
ی  م: دار ۲ .۷ ت  ذک  ر ب  ه ت  وج  ه ب  ا

e′۱ =

(
۱√

۳
,

۱√
۳
, ۰, ۱√

۳

)
, e′۲ =

(۲
۳ , ۰, ۱

۳ ,−
۲
۳
)۴

رس  ی  م. م  ی e′۳ =

(
۰, ۱√

۶
,− ۱√

۳
,− ۱√

۶

)
ی  کۀ ب  ردار ب  ه ،e۳ ب  ردار در ۱√

۶
ض  رب ب  ا ب  ع  لاوه

اس  ت. L ب  رای م  ت  ن  اظ  ر ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه {e′۱,e′۲,e′۳} م  ج  م  وعۀ

رون  د اع  م  ال ب  ا ده  ی  د، ان  ج  ام {f۱, · · · , fn} پ  ای  ه اع  ض  ای ت  رت  ی  ب در ت  غ  ی  ی  ری اگ  ر .۳ .۷ ت  ذک  ر
ب  ه ه  م  ی  ن ی  د. آور ب  ه دس  ت دی  گ  ری م  ت  ف  اوت م  ت  ن  اظ  ر پ  ای  ه اس  ت م  م  ک  ن گ  رام-اش  م  ی  ت م  ت  ع  ام  دس  ازی

ن  ی  س  ت. ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای ی  ک ب  رای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه دل  ی  ل،

از y و x ب  ردار دو و م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ای {e۱, . . . ,en} م  ج  م  وع  ه و اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای ی  ک L ک  ن  ی  د ف  رض
ش  ون  د: ن  وش  ت  ه زی  ر ب  ه ص  ورت پ  ای  ه در را ف  ض  ا

x = ξ۱e۱ + · · ·+ξnen, y = η۱e۱ + · · ·+ηnen.

داخ  ل  ی ض  رب م  ی خ  واه  ی  م

(x,y) = (ξ۱e۱ + · · ·+ξnen,η۱e۱ + · · ·+ηnen)

داری  م: (†) راب  طۀ ب  ک  م  ک ک  ن  ی  م. پ  ی  دا ب  رداره  ا ای  ن م  خ  ت  ص  ات ب  رح  س  ب را

(x,y) =
n

∑
i=۱

ξiηi

م  ج  م  وع ب  ا L ف  ض  ای از م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ای ح  س  ب ب  ر y و x ب  ردار دو داخ  ل  ی ض  رب ی  ع  ن  ی، ای  ن و
ف  رض ب  ا ،x ∈ L ب  رای م  ی آی  د. ب  ه دس  ت آن ه  ا م  خ  ت  ص  ات م  ت  ن  اظ  ر دوب  ه دو ح  اص  ل ض  رب

اس  ت. √۳ دو ه  ر e۲ و e۱ ب  ردار دو ط  ول ک  ه داری  م ت  وج  ه .۴



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۲۶

اس  ت: دار م  ع  ن  ی زی  ر ن  م  ای  ش ،ξi = (x,ei)(۱⩽i⩽n)

x = ξ۱e۱ + · · ·+ξnen

ک  ه اس  ت ای  ن ع  ل  ت و

(x,ei) = ξ۱(e۱,ei)+ · · ·+ξn(en,ei) = ξi(ei,e) = ξi(ei,ei) = ξi(ei,ei) = ξi

ei ک  ه (x,ei)ei ب  ردار م  ی ش  ود. ب  ی  ان {e۱, · · · ,en} م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ح  س  ب ب  ر x ∈ L ص  ورت ای  ن ب  ه
پ  ای  ه در ب  ردار ه  ر م  خ  ت  ص  ات ای  ن  ک  ه ن  ت  ی  ج  ه م  ی ش  ود. ش  ن  اخ  ت  ه ei روی x ت  ص  وی  ر ن  ام ب  ه اس  ت ی  ک  ه ب  رداری

گ  رف  ت. ن  ظ  ر در پ  ای  ه ع  ض  و ه  ر ب  ر ب  ردار ت  ص  اوی  ر ط  ول ه  ای م  ی ت  وان را اس  ت) دل  خ  واه (ک  ه ف  وق م  ت  ق  ارن

ی  رف  ض  ای ز ب  ر م  ت  ع  ام  د را x ∈ L ب  ردار اس  ت. اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای ی  ک L ک  ن  ی  د ف  رض .۷ .۷ ی  ف ت  ع  ر
ب  اش  د. م  ت  ع  ام  د y ∈ B ه  ر ب  ر x ه  رگ  اه م  ی ن  ام  ن  د، L از B

L از e۱, . . . ,en ب  رداره  ای ب  ر x ∈ L اگ  ر اس  ت. اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای ی  ک L ک  ن  ی  د ف  رض .۴ .۷ ل  م
اس  ت. م  ت  ع  ام  د ن  ی  ز ب  رداره  ای  ی چ  ن  ی  ن از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ه  ر ب  ر x آن گ  اه ب  اش  د، م  ت  ع  ام  د

:λi ح  ق  ی  ق  ی اس  ک  ال  ره  ای ازای ب  ه ل  ذا (x,ei) = ۰ ،i = ۱, . . . ,n ه  ر ب  رای چ  ون ب  ره  ان.

(x,λ۱e۱ + · · ·+λnen) = λ۱(x,e۱)+ · · ·+λn(x,en) = ۰

پ  ای  ه ی  ک ب  ر x ∈ L ب  ردار اگ  ر م  ف  روض  ن  د. آن از B ی  رف  ض  ای ز و L اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای .۵ .۷ ن  ت  ی  ج  ه
اس  ت. م  ت  ع  ام  د B خ  ود ب  ر x آن گ  اه ب  اش  ن  د، م  ت  ع  ام  د B از

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را زی  ر م  س  ئ  ل  ه اک  ن  ون
y ∈ B ع  ض  و x ∈ L \B ه  ر و L اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای از B ن  اب  دی  ه  ی ی  رف  ض  ای ز ی  ک ازای ب  ه آی  ا

ش  ود؟ ع  م  ود x ب  ر (x,x−y) ت  ا دارد وج  ود
م  ی ن  ام  ن  د. B ب  ر x از (م  ت  ع  ام  د) ت  ص  وی  ر ی  ک وج  ود ص  ورت در را ب  رداری چ  ن  ی  ن



۱۲۷ اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  اه  ای

By y۱

x−y
x x−y۱

B ف  ض  ای زی  ر ی  ک ت  ا x ب  ردار از ف  اص  ل  ه ک  وچ  ک  ت  ری  ن :۵ .۷ ش  ک  ل

e۲

R۲

e۱ y = (x,e۱)e۱

x

خ  ط ی  ک روی ت  ص  وی  ر :۶ .۷ ش  ک  ل

ف  رض م  ف  روض  ن  د۵. آن از B m−بُ  ع  دی ی  رف  ض  ای ز و L n−بُ  ع  دی و اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای .۶ .۷ ل  م
آن گ  اه ب  اش  د۶، B ب  ر x ∈ L دل  خ  واه ب  ردار ت  ص  وی  ر y ک  ن  ی  د

|x−y۱|> |x−y۰|

داری  م: ف  ی  ث  اغ  ورث ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ت  ع  ام  دن  د. y−y۱ و x−y ک  ن  ی  د ف  رض ب  ره  ان.

|x−y|۲ + |y−y۱|۲ = |x−y+y−y۱|۲ = |x−y۱|۲

.(۵ .۷ (ش  ک  ل |x−y۱|> |x−y| ن  ت  ی  ج  ه در و

دارد. وج  ود ه  م  واره زی  رف  ض  ا ی  ک ب  ر ب  ردار ی  ک ت  ص  وی  ر م  ی ده  د ن  ش  ان ب  ع  دی ل  م

5. 0 < m < n
اس  ت. B ب  ر م  ت  ع  ام  د ب  رداری x−y و y ∈ B دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه .۶



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۲۸

اگ  ر م  ف  روض  ن  د۷. آن از B m−ب  ع  دی ی  رف  ض  ای ز و L n−ب  ع  دی اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای .۷ .۷ ل  م
ب  ردار ه  ر م  ت  ع  ام  د ت  ص  وی  ر آن گ  اه ب  اش  د، B ب  رای ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک {e۱, · · · ,em} م  ج  م  وع  ه

اس  ت ب  ی  ان ق  اب  ل ی  ر ز ب  ه ص  ورت B ی  رف  ض  ای ز ب  ر x ∈ L \B

y۰ = c۱e۱ + · · ·+ cmem

ci = (x,ei)(۱⩽i⩽m) آن در ک  ه

ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. B ب  ر x ∈ L \B م  ت  ع  ام  د ت  ص  وی  ر y = c۱e۱ + · · ·+ cmem ک  ن  ی  د ف  رض ب  ره  ان.
ن  ت  ی  ج  ه در و .(x−y,ei) = ۰ ،i = ۱, . . . ,m ه  ر ب  رای ی  ع  ن  ی اس  ت، B ب  ر م  ت  ع  ام  د ب  رداری x−y ت  ف  اض  ل

ل  ذا و (x,ei) = (y,ei) ، iم  ق  دار ه  ر ب  رای

(x,ei)
(i=۱,··· ,m)

=
i

∑
k=۱

ck(ek,ei) = ci(ei,ei) = ci

B

e۲

e۱

x

y

x−y

c۲

c۱

ص  ف  ح  ه ی  ک ب  ر ت  ص  وی  ر :۷ .۷ ش  ک  ل

ک  ه x−y م  ان  ن  د ب  رداری ط  ول ک  م  ت  ری  ن را اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای ی  ک از B زی  رف  ض  ای و x ب  ردار ف  اص  ل  ه
دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه م  ی گ  ی  رن  د. ن  ظ  ر در اس  ت، دل  خ  واه y ∈ B

d(x,B) = min
y∈B

{|x−y|}

اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز ای  ن  ج  ا در ق  ب  ل ل  م م  ان  ن  د n و m ب  ی  ن ش  رط .۷



۱۲۹ اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  اه  ای

در ۷ .۶ ل  م ب  ازن  وی  س  ی ب  ه ت  ا ش  ود م  ی ب  اع  ث ف  اص  ل  ه ای  دۀ ب  ال  ع  ک  س. و d(x,B) = ۰ آن گ  اه x ∈ B اگ  ر م  ث  لاً
ک  ن  ی  م: اق  دام زی  ر ن  ت  ی  ج  ه ق  ال  ب

ب  ا اس  ت م  س  اوی L اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای از B ی  رف  ض  ای ز ی  ک و x ب  ردار ی  ک ب  ی  ن ف  اص  ل  ه .۸ .۷ ن  ت  ی  ج  ه
اس  ت. B ب  ر x ت  ص  وی  ر y ∈ B آن در ک  ه |x−y|

ب  ه ن  س  ب  ت B ی  رف  ض  ای ز ب  ر x ∈ L دل  خ  واه ب  ردار م  ت  ع  ام  د ت  ص  وی  ر دن  ب  ال ب  ه ک  ن  ی  د ف  رض .۴ .۷ ت  ذک  ر
دس  ت  گ  اه ی  ک ی  س  ی م  ات  ر ف  رم ق  ب  ل، ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا ص  ورت ای  ن در ه  س  ت  ی  م. B از {e۱, . . . ,em} پ  ای  ه ی  ک

م  ی آی  د: ب  دس  ت ی  ر ز ه  م  ان  ن  د
(e۱,e۲) (e۲,e۱) · · · (em,e۱)
(e۱,e۲) (e۲,e۲) · · · (em,e۲)
· · · · · · · · · · · ·

(e۱,em) (e۲,em) · · · (em,em)




c۱
c۲...
cm

=

 (x,e۱)
(x,e۲)
· · ·

(x,em)


م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه اع  ض  ای ب  دوی دو داخ  ل  ی ح  اص  ل  ض  رب ه  ای ش  ام  ل ک  ه ب  الا m×m ی  س م  ات  ر
ی  ک ت  ن  ه  ا دس  ت  گ  اه ای  ن ک  ه ک  ن  ی  م م  ی ادع  ا م  ی ن  ام  ن  د. e۱, . . . ,em ب  رداره  ای گ  رام ی  س م  ات  ر را اس  ت
m م  ع  ادل  ه m) خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک ج  واب ب  ودن ب  ف  رد م  ن  ح  ص  ر واق  ع، در دارد. ج  واب
م  ن  ح  ص  ر و م  وج  ود yب  ردار ای  ن  ج  ا در گ  ردد. م  ی ب  ر آن ض  رای  ب ی  س م  ات  ر ب  ودن ن  ام  ن  ف  رد ب  ه م  ج  ه  ول  ی)،
ت  ن  ه  ا م  ی ب  ای  س  ت م  ی ک  ن  د) ت  وص  ی  ف را B ب  ر x م  ت  ع  ام  د ت  ص  وی  ر (ک  ه ب  الا دس  ت  گ  اه ل  ذا و اس  ت۸ ب  ه ف  رد

ک  ه: ی  م م  ی گ  ی  ر ن  ت  ی  ج  ه م  ط  ل  ب ای  ن از ب  اش  د. داش  ت  ه ج  واب ی  ک
اس  ت. غ  ی  رص  ف  ر گ  رام ی  س م  ات  ر دت  رم  ی  ن  ان خ  ط  ی)، (م  س  ت  ق  ل پ  ای  ه ه  ر ازای ب  ه

ب  ا ه  م  ان  ی ی  س م  ات  ر ب  ه را گ  رام ی  س م  ات  ر م  ت  ع  ام  د، پ  ای  ه ب  رداره  ای ب  ودن ی  ک  ه اس  ت، ب  دی  ه  ی
ک  رد. خ  واه  د ت  ب  دی  ل ۱ دت  رم  ی  ن  ان

دو ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د B ⊂ R۳ ی  رف  ض  ای ز و R۳ از x = (۲۵, ۰,۲۵) ب  ردار (م  س  ئ  ل  ه). ۳ .۷ م  ث  ال
ف  اص  ل  ه و B ب  ر x م  ت  ع  ام  د ت  ص  وی  ر اس  ت م  ط  ل  وب م  ف  روض  ن  د. b = (−۴,۳,۵) و a = (۳,۴,۵) ب  ردار

ی  م: دار ب  الا م  ط  ال  ب از ب  اش  د. م  وردن  ظ  ر ت  ص  وی  ر y = c۱a+ c۲b ک  ن  ی  م ف  رض ح  ل، ب  رای .B از x

G
(

c۱
c۲

)
=

(
(x,a)
(x,b)

)
.(۷ .۷) و (۶ .۷) ل  م ه  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا .۸



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۳۰

آن در ک  ه
G =

(
(a,a) (a,b)
(b,a) (b,b)

)
=

(
۵۰ ۲۵
۲۵ ۵۰

)
ل  ذا اس  ت. م  ت  ن  اظ  ر گ  رام ی  س )م  ات  ر

۵۰ ۲۵
۲۵ ۵۰

)(
c۱
c۲

)
=

(
۲۰۰
۲۵

)
گ  زاره از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال .y = ۵a−۲b = (۲۳, ۱۴, ۱۵) ب  ن  اب  رای  ن .c۲ =−۵ و c۱ = ۵ آن  ج  اک  ه از و

داش  ت خ  واه  ی  م ۷ .۲

d(y,B) = |x−y|= |(۲,−۱۴, ۱۰)|= ۱۰
√

۳ ≈ ۱۷٫۳۲

م  رب  ع  ات ح  داق  ل روش ۳ .۷
در ب  س  ی  ار ک  ه م  رب  ع  ات ح  داق  ل روش(ت  ق  ری  ب) از ج  ب  رخ  ط  ی) ن  وع (از ت  ف  س  ی  ر ی  ک ب  ی  ان ب  ه ب  خ  ش ای  ن در

ب  ه ش  ک  ل R از x۱, . . . ,xm م  ت  غ  ی  ر m از خ  ط  ی ت  اب  ع را y ت  اب  ع م  ی پ  ردازی  م.۹ دارد ک  ارب  رد اق  ت  ص  اد

y(x۱, . . . .xm) = c۱x۱ + · · ·+ cmxm

م  ج  ه  ول  ن  د. ض  رای  ب  ی ه  ا ci ∈ R آن در ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در
y ل  ذا و x۱, . . . ,xm آن در ک  ه ک  رد م  ش  خ  ص را ض  رای  ب ای  ن ت  وان م  ی آزم  ای  ش n ط  ری  ق از ک  ن  ی  د ف  رض
ح  داق  ل ب  ه ب  دن  ب  ال ب  ه وض  وح ول  ی ش  ود دی  ده خ  ط  ا ج  واب در ک  ه اس  ت پ  ذی  رف  ت  ن  ی ال  ب  ت  ه م  ی ش  ود. ان  دازه گ  ی  ری
xk۱, . . . ,xkm م  ق  ادی  ر آزم  ای  ش، ام  ی  ن k ک  ن  ی  د ف  رض .(۸ .۷ (ش  ک  ل ه  س  ت  ی  م خ  ط  ای  ی چ  ن  ی  ن رس  ان  دن م  ق  دار

ci ث  اب  ت ه  ای از زی  ر خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ل  ذا و داده ن  ت  ی  ج  ه را yk و
x۱۱c۱ + x۱۲c۲ + · · ·+ x۱mcm = y۱,

... ... ... ...
xn۱c۱ + xn۲c۲ + · · ·+ xnmcm = yn

(۳ .۷)

م  ات  ری  س  ی ب  ه ش  ک  ل م  ع  ادلاً ی  ا و

Ac = y (۴ .۷)
اس  ت. ش  ده گ  ذاش  ت  ه ب  ح  ث ب  ه ای  ن روش از D ض  م  ی  م  ه در دی  گ  ری ت  ع  ب  ی  ر .۹



۱۳۱ اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  اه  ای

y

x

ب  ه  ی  ن  ه خ  ط

ب  ه  ی  ن  ه غ  ی  ر خ  ط

م  رب  ع  ات ح  داق  ل ت  ق  ری  ب :۸ .۷ ش  ک  ل

م  ج  ه  ول ب  ردار c = (c۱, . . . ,cm) ض  رای  ب، م  ات  ری  س A = ‖xi j‖n×m م  ات  ری  س آن، در ک  ه آی  د ب  ه وج  ود
اس  ت.۱۰ ت  س  اوی) راس  ت (ط  رف ث  اب  ت ه  ا م  ات  ری  س y = (y۱, . . . ,yn) و

ب  رای دق  ی  ق ج  واب  ی ی  اف  ت  ن ب  ه ام  ی  د ل  ذا م  ی ش  ون  د م  ح  اس  ب  ه خ  ط  ا از درص  دی ب  ا y ه  م  چ  ن  ی  ن و xiه  ا چ  ون
ب  دس  ت ط  وری ci ن  ام  ش  خ  ص ث  اب  ت ه  ای ک  ه اس  ت ای  ن ه  دف م  ی رس  د. ب  ه ن  ظ  ر ب  ی م  ع  ن  ی (۳ .۷) ی  ا (۴ .۷)
ای  ن ب  رای ش  ون  د. ن  زدی  ک  ت  ر و ن  زدی  ک ب  ه  م دارد ام  ک  ان ک  ه ج  ای  ی  ی ت  ا (۳ .۷) ت  س  اوی ه  ای ط  رف دو ک  ه آی  ن  د

گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در را زی  ر ت  اب  ع م  ن  ظ  ور

d(c۱, . . . ,cm) =
n

∑
k=۱

(xk۱c۱ + · · ·+ xkmcm − yk)
۲ (۵ .۷)

اس  ت؟ م  ق  دار م  ی ن  ی  م  م d(c۱, . . . ,cm) ciه  ای  ی چ  ه ازای ب  ه ک  ه گ  ردد م  ی ب  ر ح  ک  م ای  ن ب  ه م  س  ئ  ل  ه و
ب  ن  اب  ر و Rn ف  ض  ای در Ac ب  ردار م  ؤل  ف  ه -ام  ی  ن k ،xk۱c۱ + · · ·+ xkmcm م  ج  م  وع ک  ه داری  م ت  وج  ه ال  ب  ت  ه
ی  اف  ت  ن ب  ا واق  ع در ب  اش  ی  م (۵ .۷) ک  ردن ن  ی  م  م م  ی ب  دن  ب  ال ای  ن  ک  ه .۱۱d(c۱, · · · ,cm) = |Ac−y|۲ای  ن

و y ف  اص  لۀ ک  ه ه  ای  ی c۱, . . . ,cm

y۰ = Ac = c۱A۱ + · · ·+ cmAm

آن در ک  ه گ  ی  رد م  ی ص  ورت ک  ن  د، م  ی  ن  ی  م  ال را

Ak = (x۱k,x۲k, . . . ,xnk), (k = ۱, . . . ,m)

.m > n م  ی ک  ن  ی  م ف  رض .۱۰
.Ac و y ب  ی  ن ف  اص  ل  ه م  رب  ع .۱۱



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۳۲

A س  ت  ون ه  ای ت  وس  ط ک  ه Rn از زی  رف  ض  ای  ی ،B ف  ض  ای ن  ظ  رگ  رف  ت  ن در ب  ا ه  س  ت  ن  د. A م  ات  ری  س س  ت  ون  ه  ای
م  ی ش  ود. ت  ح  وی  ل B ب  ر y۰ ت  ص  وی  ر ی  اف  ت  ن ب  ه م  س  ئ  ل  ه ف  وق، ت  وض  ی  ح  ات و اس  ت ش  ده ت  ول  ی  د

ک  ن  ی  د ف  رض
A۱, . . . ,Am

داری  م: ،k = ۱, · · · ,m ه  ر ب  رای و ۷ .۷ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا ه  س  ت  ن  د۱۲. خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل

(A۱,Ak)c۱ +(A۲,Ak)c۲ + · · ·+(Am,Ak)cm = (y,Ak) (۶ .۷)

.(A j,Ak) = ∑n
i=۱ xi jxik و (y,Ak) = ∑n

j=۱ y jx jk آن در ک  ه
از دق  ی  ق ج  واب ی  ک ی  اف  ت  ن ب  ه (۳ .۷) دس  ت  گ  اه از ت  ق  ری  ب  ی ج  واب ی  ک ی  اف  ت  ن از م  س  ئ  ل  ه ای  ن  ک  ه، ن  ت  ی  ج  ه

ش  د. ب  دل (۶ .۷)

ف  رض ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در را (۸ .۷ (ش  ک  ل ص  ف  ح  ه در م  رب  ع  ات ح  داق  ل ب  ه وس  ی  ل  ه ی  ب ت  ق  ر .۴ .۷ م  ث  ال
ان  دازه گ  ی  ری ه  ای ک  ن  ی  د

x = (x۱,x۲, · · · ,xn), y = (y۱,y۲, · · · ,yn)

دس  ت  گ  اه از اس  ت  ف  اده ب  ا y = cx خ  ط از c ش  ی  ب ی  اف  ت  ن ه  دف ش  ده ان  د. داده y و x م  ت  غ  ی  ر دو ب  رای
اس  ت: ی  ر ز

y۱ = cx۱
y۲ = cx۲...
yn = cxn

آی  د: م  ی ب  دس  ت ب  ه س  ادگ  ی (۶ .۷) ک  م  ک ب  ا ک  ه

c =
(x,y)
(x,x)

=
∑n

k=۱ xkyk

∑n
k=۱ x۲

k
.

اس  ت. c = ۲ و (y۱,y۲,y۳,y۴) = (۲,۳,۴, ۱۰) ، (x۱,x۲,x۳,x۴) = (۱,۲,۳,۴) ،n = ۴ ازای ب  ه م  ث  لاً
ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه D ض  م  ی  م  ه ب  ه A م  ات  ری  س دل  خ  واه ح  ال  ت ب  رای اس  ت. رت  ب  ه پ  ر A دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه .۱۲



۱۳۳ اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  اه  ای

اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  اه  ای ی  خ  ت  ی ی  ک  ر ۴ .۷
ف  ض  ای دو ب  ه ع  ن  وان ه  رگ  اه ی  خ  ت  ن  د ی  ک  ر L ′ و L اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  اه  ای .۸ .۷ ی  ف ت  ع  ر
آن گ  اه ،L 3 y ↔ y′ ∈ L ′ و L 3 x ↔ x′ ∈ L ′ وق  ت  ی ب  ع  لاوه و ب  وده ی  خ  ت ی  ک  ر خ  ط  ی

.(x,y) = (x′,y′)

ه  س  ت  ن  د. ی  خ  ت ی  ک  ر اق  ل  ی  دس  ی n-بُ  ع  دی ف  ض  ای دو ه  ر .۹ .۷ ق  ض  ی  ه
آن  ج  ائ  ی از ه  س  ت  ن  د. ی  ک  ری  خ  ت Rn ب  ا ف  ض  ای  ی چ  ن  ی  ن دو ه  ر ده  ی  م ن  ش  ان اس  ت ک  اف  ی اث  ب  ات ب  رای ب  ره  ان.
م  ی پ  ردازی  م. ب  ره  ان اص  ل  ی ق  س  م  ت ب  ه ل  ذا اس  ت ش  ده ش  ن  اخ  ت  ه L ′ و L خ  ط  ی ف  ض  اه  ای ب  ی  ن ی  ک  ری  خ  ت  ی ک  ه

ب  ردار دو داخ  ل  ی ض  رب ک  ن  ی  د ف  رض ب  ع  لاوه و گ  رف  ت  ه دل  خ  واه را L از e۱, . . . ,en ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک

x = ξ۱e۱ + · · ·+ξnen, y = η۱e۱ + · · ·+ηnen

ب  ه ص  ورت L در
(x,y) = ξ۱η۱ + · · ·+ξnηn

پ  ای  ه ای ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در اق  ل  ی  دس  ی n-بُ  ع  دی ف  ض  ای  ی ب  ه ع  ن  وان را L اک  ن  ون اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف
ب  ردار دو ه  ر ازای ب  ه ب  اش  د؟). درس  ت ب  ای  د چ  ی  زی چ  ن  ی  ن (چ  را دارد {e۱, · · · ,en} ه  م  ان  ن  د ی  ک  ه و م  ت  ع  ام  د

x′ = (ξ۱, · · · ,ξn), y′ = (η۱, · · · ,ηn)

داری  م و ک  رده۱۳ اخ  ت  ی  ار y = (η۱, · · · ,ηn) و x = (ξ۱, · · · ,ξn) ب  ه ش  ک  ل را y و x ،L در

(x′,y′) = ξ۱η۱ + · · ·+ξnηn

اس  ت. ک  ام  ل اث  ب  ات و (x′,y′) = (x,y) ل  ذا و (x,y) = n
∑
i=۱

ξiηi دی  گ  ر ط  رف از

م  س  ائ  ل ۵ .۷
ش  د خ  واه  د داخ  ل  ی ض  رب ی  ک زی  ر م  ات  ری  س دو ب  رای (۱ .۷) در ش  ده ت  ع  ری  ف ت  اب  ع آی  ا ک  ه ک  ن  ی  د ب  ررس  ی .۱

خ  ی  ر؟ ی  ا
(a) A =

(
۱ ۱
۱ ۲

)
, (b) B =

(
۰ ۱
۱ ۰

)
ک  ردی  م. اس  ت  ف  اده Rn در اس  ت  ان  دارد و ک  ان  ون  ی  ک پ  ای  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه .۱۳



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۳۴

ک  ن  ی  د ت  ح  ق  ی  ق و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در Rn در را y = (η۱, · · · ,ηn) و x = (ξ۱, · · · ,ξn) دل  خ  واه ب  ردار دو .۲
اس  ت؟ داخ  ل  ی ض  رب ی  ک زی  ر ت  اب  ع دو از ک  دام  ی  ک

(a) (x,y) =
n

∑
j=۱

|ξi||ηi|, (b) (x,y) =
n

∑
j=۱

|ξ ۲
i ||η۲

i |

اس  ت: ش  ده داده زی  ر ب  رداری اع  ض  ای ب  ا پ  ای  ه ای .۳

f۱ = (۱, ۱, . . . , ۱, ۱)

f۲ = (۰, ۱, . . . , ۱, ۱)
... ...

fn = (۰, ۰, . . . , ۰, ۱)

گ  رام-اش  م  ی  ت ف  رآی  ن  د ک  م  ک ب  ا آن روی از م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک ن  ی  س  ت اگ  ر اس  ت؟ م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ای  ن آی  ا
ب  س  ازی  د. ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک م  ت  ع  ام  د، پ  ای  ه روی از س  پ  س آوری  د. ب  ه دس  ت

x = λy اگ  ر λ ∈ R ه  ر و x,y ∈ L ب  ردار دو ه  ر ب  رای ،L اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای ه  ر ب  رای ک  ن  ی  د ث  اب  ت .۴
.|x|= |λ ||y| آن گ  اه ب  اش  د،

ب  ه ط  وری ک  ه م  ف  روض  ن  د، Rn اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای از را L۲ و L۱ خ  ط  ی ف  ض  ای زی  ر دو .۵

dim(L۱) = dim(L۲)

اس  ت. م  ت  ع  ام  د L۱ ب  ر ک  ه دارد وج  ود چ  ن  ان x ∈ L۲ ن  اص  ف  ر ب  ردار ک  ن  ی  د ث  اب  ت
ده  ی  د. ت  وس  ی  ع R۴ ب  رای پ  ای  ه ای ب  ه آن ه  ا س  پ  س م  ت  ع  ام  دن  د. زی  ر ب  رداره  ای از ج  ف  ت ک  دام ک  ن  ی  د ت  ح  ق  ی  ق .۶

.f۱ = (۱,−۲,۲,−۳), f۲ = (۲,−۳,۲,۴) ال  ف)
.f۱ = (۱, ۱, ۱,۲), f۱ = (۱,۲,۳,−۳) ب)

ب  ی  اب  ی  د. را زی  ر ب  رداره  ای و ξ۱ = ξ۲ = ξ۳ = ξ۴ خ  ط ب  ی  ن زوای  ای ،R۴ اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای در .۷

e۱ = (۱, ۰, ۰, ۰), e۲ = (۰, ۱, ۰, ۰), e۳ = (۰, ۰, ۱, ۰), e۴ = (۰, ۰, ۰, ۱)

.L۱ ∩L۲ = 0 ک  ن  ی  د ث  اب  ت ب  اش  ن  د، L اق  ل  ی  دس  ی م  ت  ع  ام  د زی  رف  ض  ای دو L۲ و L۱ اگ  ر .۸



۱۳۵ اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  اه  ای

ک  ن  ی  د ت  ع  ری  ف ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را n ح  داک  ث  ر م  رت  ب  ه ب  ا چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ا ف  ض  ای .۹

(P(t),Q(t)) =
∫ b

a
P(t)Q(t)dt

زی  ر چ  ن  دج  م  ل  ه ای دو ب  ی  ن ف  اص  ل  ه س  پ  س و اس  ت داخ  ل  ی ض  رب ی  ک ف  وق ن  گ  اش  ت ده  ی  د ن  ش  ان اولاً

P(t) = ۳t۲ + ۶, Q(t) = ۲t۲ + t + ۱

آوری  د. ب  ه دس  ت ف  وق داخ  ل  ی ض  رب ب  ه ت  وج  ه ب  ا را
ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک زی  ر ب  رداره  ای روی از گ  رام-اش  م  ی  ت، م  ت  ع  ام  دس  ازی ف  رآی  ن  د از اس  ت  ف  اده ب  ا .۱۰

ب  س  ازی  د.

f۱ = (۲, ۱,۳,−۱), f۲ = (۷,۴,۳,−۳), f۳ = (۱, ۱,−۶, ۰), f۴ = (۵,۷,۷,۸).

ب  رداره  ای ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د خ  ط  ی زی  رف  ض  ای و x = (۴,−۱,−۳,۴) ب  ردار دو ف  اص  ل  ه .۱۱

e۱ = (۱, ۱, ۱, ۱), e۲ = (۱,۲,۲,−۱), e۳ = (۱, ۰, ۰,۳),

آوری  د. ب  دس  ت را
خ  ط  ی م  ع  ادلات ت  وس  ط ش  ده ت  ع  ری  ف L زی  رف  ض  ای .۱۲

۲x۱ + x۲ + x۳ + x۴ = ۰
۳x۱ + ۲x۲ + ۲x۳ + x۴ = ۰
x۱ + ۲x۲ + ۲x۳ − ۹x۴ = ۰

ح  اص  ل .L ب  ر x = (۷,−۴,−۱,۲) ب  ردار از (y ن  ام (ب  ه م  ت  ع  ام  د ت  ص  وی  ر اس  ت م  ط  ل  وب اس  ت. م  ف  روض
چ  ی  س  ت؟ x−y

خ  ط  ی م  ع  ادلات ب  ا ش  ده ت  ع  ری  ف L خ  ط  ی ف  ض  ای و x = (۴,۲,−۵, ۱) ب  ردار ب  ی  ن ف  اص  ل  ه اولاً .۱۳{
۲x۱ − ۲x۲ + x۳ + ۲x۴ = ۹
۲x۱ − ۴x۲ + ۲x۳ + ۳x۴ = ۱۲

خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ازای ب  ه و x = (۲,۴,−۴,۲) ب  ردار ب  رای م  ج  دداً را ح  ک  م س  پ  س و ب  ی  اب  ی  د }را
x۱ + ۲x۲ + x۳ − x۴ = ۱
x۱ + ۳x۲ + x۳ − ۳x۴ = ۲

ک  ن  ی  د. ت  ک  رار



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۳۶

آزم  ای  ش، ۳ ب  ا ک  ه ح  ال  ت  ی در y(x۱,x۲) = c۱x۱ + c۲x۲ ت  اب  ع ب  رای را م  رب  ع  ات ح  داق  ل ت  ق  ری  ب .۱۴
آوری  د. ب  دس  ت ب  ده  د، را y(۰, ۱) = ۳, y(۱,۲) = ۸, y(−۱, ۰) = ۰ اط  لاع  ات

اس  ت: آم  ده زی  ر ج  دول در م  ت  ف  اوت روزه  ای  ی در ک  الا ت  ع  دادی از (p) ب  ازار ق  ی  م  ت .۱۵

روز ژان  وی  ه ۱۲ ژان  وی  ه ۱۴ ژان  وی  ه ۱۵ ژان  وی  ه ۲۰
ق  ی  م  ت دلار ۲ .۱۳ دلار ۲ .۱۰ دلار ۸ .۹ دلار ۹ .۱۲

را ق  ی  م  ت اس  ت، روز x و ق  ی  م  ت p آن در ک  ه p(x) = a+bx ت  اب  ع م  رب  ع  ات ح  داق  ل ت  ق  ری  ب از اس  ت  ف  اده ب  ا
ب  زن  ی  د. ح  دس ژان  وی  ه ۲۷ در



۸
خ  ط  ی ت  ب  دی  لات

ب  ردار) ی  ک ک  ردن ت  ص  وی  ر ی  ا و دوران (م  ان  ن  د ت  واب  ع از خ  اص ای دس  ت  ه ت  ع  م  ی  م و م  ع  رف  ی ب  ه ف  ص  ل ای  ن در
خ  واه  ی  م آن  ه  ا خ  واص و خ  ط  ی ان  واع ب  ه ف  ص  ل ادام  ه در و ک  رده ش  روع ت  ب  دی  ل م  ف  ه  وم ب  ا اب  ت  داً پ  ردازی  م. م  ی

رس  ی  د.

را x ∈ S ع  ض  و ه  ر ک  ه اس  ت ای راب  ط  ه S′ م  ج  م  وعۀ ب  ه S م  ج  م  وعۀ از ن  گ  اش  ت ی  ک .۱ .۸ ی  ف ت  ع  ر
x ∈ S اگ  ر م  ی ده  ن  د. ن  م  ای  ش F : S → S′ ب  ا را ن  گ  اش  ت ای  ن ک  ن  د. م  ی م  ت  ن  اظ  ر y ∈ S′ ع  ض  و ی  ک ب  ه

م  ج  م  وعۀ ی  ف، ت  ع  ر ای  ن ب  ا م  ی گ  وی  ن  د. F ت  ح  ت x ت  ص  وی  ر را y = F(x) آن گ  اه ب  اش  د،

B = {F(x)
∣∣x ∈ S}

م  ج  م  وع  ه ،W ⊆ S ب  رای م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور .(B ⊆ S′ ط  ب  ی  ع  ت  اً (و م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده F ت  ح  ت S ت  ص  وی  ر

F(W ) = {F(x)
∣∣x ∈W}

م  ی گ  وی  ن  د. ک  ام  ل) ت  ص  وی  ر (ی  ا F ت  ح  ت W ت  ص  وی  ر را
۱F(S) = R+ ای  ن ص  ورت در اس  ت F(x) = x۲ و S = S′ = R ک  ن  ی  د ف  رض ال  ف) .۱ .۸ م  ث  ال

آن در ک  ه اس  ت L(x) = (a,x) ی  ف ت  ع  ر ب  ا ن  گ  اش  ت  ی L : R۳ → R ک  ن  ی  د ف  رض ب)
.a = (۳,۲, ۱)

آن در ک  ه اس  ت IS(x) = x ب  ه ص  ورت IS ه  م  ان  ی ن  گ  اش  ت ،S م  ان  ن  د م  ج  م  وع  ه ه  ر ازای ب  ه ج)
.x ∈ S

اس  ت. ن  ام  ن  ف  ی ح  ق  ی  ق  ی اع  داد م  ن  ظ  ور .۱
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G : S′ → S ن  گ  اش  ت اگ  ر اس  ت، (م  ع  ک  وس) وارون دارای F : S → S′ ن  گ  اش  ت .۲ .۸ ی  ف ت  ع  ر
ک  ه ب  اش  د م  وج  ود چ  ن  ان

G◦F = IS, F ◦G = IS′

. F(G(y)) = y ،y ∈ S′ ه  ر ب  ه ازای و G(F(x)) = x ، x ∈ S ه  ر ب  رای دی  گ  ر ب  ه ع  ب  ارت

اس  ت: f ن  گ  اش  ت وارون g ن  گ  اش  ت ال  ف) .۲ .۸ م  ث  ال
S′︷︸︸︷
R+ g−→

S︷︸︸︷
R+

x → g(x) =
√

x
,

S︷︸︸︷
R+ f−→

S′︷︸︸︷
R+

x → f (x) = x۲

ن  گ  اش  ت اس  ت. آن از ث  اب  ت ع  ض  وی u ∈ R و خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک R ک  ن  ی  د ف  رض ب)
ض  اب  طۀ ب  ا Tu : R → R

Tu(x) = x+u
م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده u ب  ه وس  ی  ل  ه ان  ت  ق  ال ،x ∈ R آن در ک  ه

.Tu(S) = {x+u∣∣x ∈ S} ک  ه داد ن  ش  ان م  ی ت  وان S ⊂ R ب  رای

ح  ال  ت  ی در م  ی ن  ام  ن  د. ت  ب  دی  ل ی  ک را S خ  ط  ی ف  ض  ای ب  ه R خ  ط  ی ف  ض  ای از A ن  گ  اش  ت .۳ .۸ ی  ف ت  ع  ر
ش  ود. م  ی گ  ف  ت  ه ه  م ع  م  ل  گ  ر ت  ب  دی  ل، ای  ن ب  ه ،S = R ک  ه

گ  وی  ن  د م  ی خ  ط  ی ،S خ  ط  ی ف  ض  ای ب  ه R خ  ط  ی ف  ض  ای از A (ع  م  ل  گ  ر) ت  ب  دی  ل ب  ه .۴ .۸ ی  ف ت  ع  ر
:λ۱,λ۲ ∈ R اس  ک  ال  ر ه  ر و x۱,x۲ ∈ R دو ه  ر ب  رای ه  رگ  اه

A(λ۱x۱ +λ۲x۲) = λ۱A(x۱)+λ۲A(x۲)

ش  ود.) اس  ت  ف  اده Ax از A(x) ب  ه ج  ای ت  ا م  ی ک  ن  ی  م (ق  رارداد

ک  ن  ی  د. ت  وج  ه آی  ن  د، م  ی ادام  ه در ک  ه خ  ط  ی ت  ب  دی  لات از ت  ع  دادی ب  ه .۳ .۸ م  ث  ال
۲.φ ث  اب  ت زاوی  ه ان  دازه ب  ه م  خ  ت  ص  ات م  ب  دأ ح  ول R۲ ص  ف  ح  ه در ب  رداره  ا دوران ال  ف)

.(۸ .۱ (ش  ک  ل c ∈ R آن در ک  ه y = cx خ  ط ب  ر x ت  ص  وی  ر ،x ∈ R۲ ه  ر ب  رای ب)
ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۱۲ .۲ م  ث  ال و ۱۰ .۲ ش  ک  ل .۲
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م  ت  ن  اظ  ر ب  ردار ،R در x = (ξ۱, · · · ,ξn) ه  ر ازای ب  ه و S = Rm و R = Rn ک  ن  ی  د ف  رض ج)
و ی  س م  ات  ر ی  ک A = ‖aik‖m×n آن در ک  ه را y = Ax = (η۱, · · · ,ηn)

ηi =
n

∑
k=۱

aikξk

ده  ی  م.۳ ن  س  ب  ت
ح  داک  ث  ر م  رت  ب  ه ب  ا ح  ق  ی  ق  ی) اع  داد (روی چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ه  م  ه ش  ام  ل را R خ  ط  ی ف  ض  ای د)
در اس  ت. R روی ع  م  ل  گ  ر ی  ک A(P(t)) = P′(t) ض  اب  طۀ ب  ا A ن  گ  اش  ت ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در n− ۱

ی  م: دار R از λ۲ و λ۱ اس  ک  ال  ر ه  ر و R از Q و P ع  ض  و دو ه  ر ب  رای واق  ع

A(λ۱P(t)+λ۲Q(t)) = (λ۱P(t)+λ۲Q(t))′ = λ۱P′(t)+λ۲Q′(t)︸ ︷︷ ︸
λ۱A(P(t)+λ۲Q(t))

.

ک  ن  ی  د ی  ف ت  ع  ر و گ  رف  ت  ه [۰, ۱] روی f (t) پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع ه  م  ه ش  ام  ل را R خ  ط  ی ف  ض  ای ه)

A( f (t)) =
∫ ۱

۰
f (r)dr

و R از f۲ و f۱ ه  ر ب  رای واق  ع در اس  ت. R بُ  ع  دی ی  ک ب  رداری ف  ض  ای ب  ه R از خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  ک A

ی  م: دار R از λ۲ و λ۱ ه  ر

A(λ۱ f۱ +λ۲ f۲) =
∫ ۱

۰
[λ۱ f۱(t)+λ۲ f۲(t)]dt = λ۱A( f۱)+λ۲A( f۲)

گ  رف  ت: ن  ظ  ر در م  ی ت  وان R خ  ط  ی ف  ض  ای ه  ر ب  ه ازای را خ  اص خ  ط  ی ت  ب  دی  ل دو و)
.Ix = x ،x ∈ R ه  ر ب  ه ازای :(I) ه  م  ان  ی ع  م  ل  گ  ر ⋆

.Θx = 0 ،x ∈ R ه  ر ب  ه ازای :(Θ) پ  وچ ع  م  ل  گ  ر ⋆

آن ب  رای پ  ای  ه ای B = {e۱, . . . ,en} و n-بُ  ع  دی خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک R ک  ن  ی  د ف  رض .۱ .۸ ق  ض  ی  ه
ی  ک ،S دی  گ  ر خ  ط  ی ف  ض  ای از g۱, . . . ,gn ب  رداره  ای از م  ج  م  وع  ه ه  ر ازای ب  ه ص  ورت ای  ن در اس  ت.

.Aei = gi (i=۱,...,n) ک  ه دارد وج  ود چ  ن  ان S ب  ه R از A ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر خ  ط  ی ت  ب  دی  ل
ک  ن  ی  د. ب  ررس  ی را A ب  ودن خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ح  ت  م  اً .۳
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ب  رای ک  ه ه  س  ت چ  ن  ان A خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ب  رداره  ا، از {g۱, . . . ,gn} م  ج  م  وع  ه ه  ر ب  رای :(A (وج  ود ب  ره  ان.
ب  ه ص  ورت x ∈ R ک  ه م  ی ش  ود اس  ت  ف  اده R ب  رای B ب  ودن پ  ای  ه از .Aei = gi ب  اش  ی  م داش  ت  ه i = ۱, . . . ,n

x = ξ۱e۱ + · · ·+ξnen ∈ R

ب  ودن ب  ه ف  رد (م  ن  ح  ص  ر ش  ود م  ی س  اخ  ت  ه م  ت  ن  اظ  راً y = ξ۱g۱ + · · ·+ξngn ∈ S ب  ردار و ب  وده ن  م  ای  ش ق  اب  ل
ده  د). م  ی ن  ت  ی  ج  ه را y ن  م  ای  ش ب  ودن ت  ع  ری  ف خ  وش ، B پ  ای  ه در x ن  م  ای  ش

ت  ب  دی  ل، ای  ن ک  ه داد ن  ش  ان م  ی ت  وان ب  ه س  ادگ  ی و ک  رده ت  ع  ری  ف Ax = y ض  اب  ط  ه ب  ا را A ت  ب  دی  ل اک  ن  ون
ب  رق  راری ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت. خ  ط  ی

A۱ei = A۲ei = gi, (i = ۱, . . . ,n)

ف  رض خ  ل  ف) (ب  ه م  ی ش  ود م  ع  ی  ن ب  ه ف  ردی م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور giه  ا ح  س  ب ب  ر A ده  ی  د ن  ش  ان ای  ن  ک  ه ب  رای و
ب  ردار ب  رای ک  ه دارن  د وج  ود خ  اص  ی  ت ای  ن ب  ا A۲ و A۱ خ  ط  ی ت  ب  دی  ل دو ک  ن  ی  د

x = ξ۱e۱ + · · ·+ξnen ∈ R

داری  م: ل  ذا م  ت  م  ای  زن  د. A۲x و A۱x

ξ۱g۱ + · · ·+ξngn = ξ۱A۱e۱ + · · ·+ξnA۱en

= ξ۱A۲e۱ + · · ·+ξnA۲en

داد. ن  ش  ان را A ب  ودن ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر ت  ن  اق  ض، ای  ن و A۱x = A۲x ل  ذا و

ن  ظ  ر در S m-بُ  ع  دی و R n-بُ  ع  دی خ  ط  ی ف  ض  ای ب  رای ب  ت  رت  ی  ب را F و B پ  ای  ه دو .۲ .۸ ل  م
ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر ی  س م  ات  ر ی  ک S ب  ه R از A خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ه  ر ب  ه ازای ای  ن ص  ورت در ی  د. ب  گ  ی  ر

‖aik‖n×m

ح  ال  ت در اس  ت. م  ت  ن  اظ  ر خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  ک ی  س  ی م  ات  ر چ  ن  ی  ن ه  ر ب  رای ب  ال  ع  ک  س و دارد وج  ود
داد. ن  س  ب  ت n م  رت  ب  ه از م  رب  ع  ی ی  س م  ات  ر ی  ک م  ی ت  وان R روی خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ه  ر ب  ه ازای خ  اص،
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ه  ر م  خ  ت  ص  ات اس  ت. S خ  ط  ی ف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه ی  ک F = {f۱, . . . , fm} ک  ن  ی  د ف  رض ب  ره  ان.
واق  ع در ده  ی  د. ن  م  ای  ش a۱k,a۲k, . . . ,amk ب  ا پ  ای  ه ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا را gk = Aek

gk = Aek =
m

∑
i=۱

aikfi, (k = ۱, . . . ,n) (۱ .۸)

خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  س م  ات  ر آن ب  ه ک  ه ک  رد خ  لاص  ه ‖aik‖m×n م  ات  ری  س در م  ی ت  وان را ه  ا م  خ  ت  ص  ات ای  ن ه  مۀ
اس  ت. دل  خ  واه م  ات  ری  س ه  م  ان ای  ن م  ی گ  وی  ن  د. F و B پ  ای  ه ه  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا A

را آن ه  ا خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  س م  ات  ر خ  ط  ی، ت  ب  دی  ل ه  ای روی از ذی  ل ه  ای ن  م  ون  ه در .۴ .۸ م  ث  ال
ی  م. م  ی س  از

آن ت  ص  وی  ر ،a ∈ R ب  ردار ه  ر ب  ه ک  ه ی  د ب  گ  ی  ر خ  ط  ی ت  ب  دی  ل  ی را A و R = R۳ ک  ن  ی  د ف  رض ال  ف)
ی  ع  ن  ی، R۳ اس  ت  ان  دارد پ  ای  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال .(۲ .۸ (ش  ک  ل م  ی ده  د ن  س  ب  ت را xy ص  ف  ح  ه روی

BR۳ = {(۱, ۰, ۰)︸ ︷︷ ︸
e۱

,

e۲︷ ︸︸ ︷
(۰, ۱, ۰),(۰, ۰, ۱)︸ ︷︷ ︸

e۳

}

.I۳×۳ ب  ا اس  ت ب  راب  ر A م  ت  ن  اظ  ر ت  ب  دی  ل ی  س م  ات  ر ل  ذا و Ae۳ = 0 و Ae۲ = e۲ ،Ae۱ = e۱ ی  م: دار
ی  س م  ات  ر ب  ه ش  ک  ل R n−بُ  ع  دی ف  ض  ای در I ه  م  ان  ی خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ت  ب  دی  ل ی  س م  ات  ر ب)

واق  ع در اس  ت. In×n

Iei = ei, (i = ۱, . . . ,n)

اس  ت. R روی Θ خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  س م  ات  ر ،0n×n ص  ف  ر م  رب  ع  ی ی  س م  ات  ر م  ش  اب  ه، ب  ه ط  ور
ی  ک را A : R → S و ک  رده ان  ت  خ  اب S و R خ  ط  ی ف  ض  اه  ای ب  رای ب  ت  رت  ی  ب را F و B پ  ایۀ دو اک  ن  ون
ف  وق پ  ای  ه ه  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا A ن  ظ  ی  ر ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س ‖aik‖ ک  ن  ی  د ف  رض ب  ع  لاوه گ  ی  ری  م. م  ی خ  ط  ی ت  ب  دی  ل

آن گ  اه ،x ∈ R اگ  ر ب  اش  د.
x = ξ۱e۱ + · · ·+ξnen

اس  ت؟ چ  گ  ون  ه x م  خ  ت  ص  ات ب  رح  س  ب Ax م  خ  ت  ص  ات ب  ی  ان ن  ح  وه ول  ی .Ax = η۱f۱ + · · ·+ηmfm و
چ  ون

Ax = A(ξ۱e۱ + · · ·+ξnen) = ξ۱(a۱۱f۱ +a۲۱f۲ + · · ·+am۱fm)
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+ξ۲(a۱۲f۱ +a۲۲f۲ + · · ·+am۲fm)+ · · ·

+ξn(a۱nf۱ +a۲nf۲ + · · ·+amnfm)

= (a۱۱ξ۱ +a۱۲ξ۲ + · · ·+a۱nξn)f۱

+(a۲۱ξ۱ +a۲۲ξ۲ + · · ·+a۲nξn)f۲ + · · ·

+(am۱ξ۱ +am۲ξ۲ + · · ·+amnξn)fm

.ηi =
n
∑

k=۱
aikξk داری  م i = ۱, . . . ,n ب  رای ل  ذا

س  ط  ری ب  ردار ξ اگ  ر ک  ه ص  ورت ای  ن ب  ه ک  رد ب  ازن  وی  س  ی م  ات  ری  س ب  رح  س  ب م  ی ت  وان را اخ  ی  ر ت  س  اوی
آن در ک  ه η = ‖aik‖ξ آن گ  اه ب  اش  د، Ax ب  ردار م  خ  ت  ص  ات س  ط  ری ب  ردار η و x ب  ردار م  خ  ت  ص  ات۴

η =

η۱...
ηm

 , ξ =

ξ۱...
ξn


م  ی ک  ن  ی  م: خ  لاص  ه ذی  ل ق  ض  ی  ه ق  ال  ب در را ف  وق ن  ت  ی  ج  ه

x

θ

prθ x

ت  ص  وی  ر ی  ک :۸ .۱ ش  ک  ل

ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در م  ت  ن  اظ  ر پ  ای  ه ه  ای  ی ب  ا S خ  ط  ی ف  ض  ای ب  ه R ف  ض  ای از را A خ  ط  ی ت  ب  دی  ل .۳ .۸ ق  ض  ی  ه
ب  ردار م  خ  ت  ص  ات از س  ط  ری ب  ردار ی  ک را η و x ∈ R ب  ردار ی  ک م  خ  ت  ص  ات از س  ط  ری ب  ردار ی  ک را ξ

.η = Mξ آن گ  اه ب  اش  د، A ن  ظ  ی  ر ت  ب  دی  ل ی  س م  ات  ر M اگ  ر ک  ن  ی  د. ف  رض S در Ax م  ت  ن  اظ  ر

پ  ایۀ ب  رداره  ای ک  ه ی  د ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در ط  وری را R۲ ب  ه R۳ ف  ض  ای از A خ  ط  ی ت  ب  دی  ل .۵ .۸ م  ث  ال
اس  ت. م  وردن  ظ  ر م  ت  ن  اظ  ر پ  ای  ه ه  ای در م  خ  ت  ص  ات .۴
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اس  ت  ان  دارد
e۱ = (۱, ۰, ۰), e۲ = (۰, ۱, ۰), e۳ = (۰, ۰, ۱)

ص  ورت ای  ن در م  ی ن  گ  ارد. Ae۳ = (۱۱,۲۲) و Ae۲ = (−۱,−۲) ،Ae۱ = (۱,۲) ب  رداره  ای ب  ه را
ف  وق ن  م  اده  ای ب  ا اس  ت. M =

(
۱ −۱ ۱۱
۲ −۲ ۲۲

)
ب  ه ش  ک  ل اس  ت  ان  دارد پ  ای  ه در A ن  ظ  ی  ر ی  س م  ات  ر

ب  ن  اب  رای  ن و ه  س  ت  ن  د خ  ود س  ط  ری ش  ک  ل در Ax و x ب  رداره  ای ه  م  ان η = (Ax)t و ξ = xt ب  رداره  ا

η = Mξ =

(
۱ −۱ ۱۱
۲ −۲ ۲۲

)۱
۲
۳

=

(
۳۲
۶۴

)

اس  ت. x ب  ردار ب  ر A ی  س م  ات  ر اث  ر ح  اص  ل ه  م  ان ک  ه Ax = (۳۲,۶۴) ل  ذا و

ی  د: ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در را ک  الا n ت  ق  اض  ای م  ع  ادلات ش  ام  ل ی  ر ز دس  ت  گ  اه ت  ق  اض  ا). و (ق  ی  م  ت ه  ا ۶ .۸ م  ث  ال

qi =
n

∑
i=۱

αi j p j, ( j = ۱, . . . ,n) (۲ .۸)

ن  دارد ب  س  ت  گ  ی ک  الا خ  ود ق  ی  م  ت ب  ه ص  رف  اً ک  الا ت  ق  اض  ای ک  ه گ  اه  س  ت آ م  ه  م ن  ک  ت  ه ای  ن از خ  وان  ن  ده
ف  ش  رده ت  ر ف  رم ب  ه م  ی ت  وان را ف  وق م  ع  ادلۀ اس  ت. واب  س  ت  ه ن  ی  ز ک  الاه  ا ب  ق  ی  ه ق  ی  م  ت ب  ه ب  ل  ک  ه

q = Ap (۳ .۸)

ش  ام  ل ب  ردار p و ت  ق  اض  ا م  ورد ک  الاه  ای م  ق  ادی  ر ش  ام  ل س  ت  ون  ی ی  س م  ات  ر qn×۱ آن در ک  ه ن  وش  ت ه  م
اس  ت. (۲ .۸) در ش  ده م  ع  رف  ی ی  س م  ات  ر ای  ن  ج  ا در A اس  ت. م  ت  ن  اظ  ر ک  الاه  ای ق  ی  م  ت ه  ای

ک  ام  لاً م  ت  غ  ی  ره  ا ب  ه ع  لاوه و ب  وده ق  ی  م  ت  ه  ا ف  ض  ای و ق  ی  م  ت ه  ا ف  ض  ای ب  ت  رت  ی  ب Q و P ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال
Rn بُ  ع  دی n اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای از زی  رف  ض  ای  ی ف  ض  ا، دو ه  ر ک  ن  ی  م ف  رض م  ی ت  وان  ی  م واق  ع در ق  س  م  ت پ  ذی  رن  د.

ف  رض: ای  ن ب  ا اک  ن  ون ه  س  ت  ن  د.۵

Q ف  ض  ای ب  ه P ف  ض  ای از ی  خ  ت  ی) (ی  ک  ر خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  ک (۳ .۸) راب  ط  ه ده  ی  د ن  ش  ان .۱ .۸ س  ئ  وال
اس  ت.

ب  ود. خ  واه  د ن  ام  ن  ف  ی اع  داد اع  داد، م  ح  دوده ل  ذا ن  دارن  د م  ع  ن  ی اق  ت  ص  اد در م  ن  ف  ی م  ق  ادی  ر چ  ون ال  ب  ت  ه .۵



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۴۴

ک  ن  ی  م: م  ی ب  ازن  وی  س  ی زی  ر ب  ه ص  ورت را (۳ .۸) م  ع  ادل  ه پ  اس  خ.

q = f (p) = Ap (۴ .۸)

ی  ک P
f−→ Q ده  ی  م ن  ش  ان ای  ن  ک  ه ب  رای ه  س  ت  ن  د. اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  اه  ای دو ه  ر Q و P و q ∈ Q و p ∈ P ک  ه

ت  س  اوی ت  ا اس  ت ک  اف  ی اس  ت خ  ط  ی ت  ب  دی  ل

f (αp۱ +β p۲) = α f (p۱)+β f (p۲)

ب  ه س  ادگ  ی م  ات  ری  س ه  ا روی ج  ب  ری اع  م  ال از ک  م  ک و (۴ .۸) از اس  ت  ف  اده ب  ا آن، ج  ای ب  ه ش  ود. اث  ب  ات
ب  ن  اب  رای  ن و ک  رد ث  اب  ت را A(αp۱ +β p۲) = αA(p۱)+βA(p۲) ی  ع  ن  ی م  ع  ادل  ش ت  س  اوی م  ی ت  وان

اس  ت. خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  ک (۴ .۸)

z

xy

e۲

e۱

e۳

a

prxyay

x

xy− ص  ف  حۀ ب  ر ت  ص  وی  ر ع  م  ل  گ  ر :۲ .۸ ش  ک  ل

خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ره  ای ض  رب و ج  م  ع ۱ .۸
دو ح  اص  ل  ض  رب را R C−→ T ت  ب  دی  ل خ  ط  ی ان  د. ف  ض  اه  ای  ی T و S ،R ک  ن  ی  د ف  رض .۵ .۸ ی  ف ت  ع  ر

م  ی ک  ن  ی  م: ی  ف ت  ع  ر ی  ر ز ب  ه ص  ورت S B−→ T و R A−→ S ع  م  ل  گ  ر

Cx = A(Bx), x ∈ R

ن  وش  ت: م  ی ت  وان R از x۲ و x۱ دل  خ  واه اع  ض  ای و λ۲ و λ۱ ح  ق  ی  ق  ی اس  ک  ال  ره  ای ب  رای

C(λ۱x۱ +λ۲x۲) = A[B(λ۱x۱ +λ۲x۲)] = A(Bλ۱x۱ +Bλ۲x۲)



۱۴۵ خ  ط  ی ت  ب  دی  لات

= λ۱ABx۱ +λ۲ABx۲ = λ۱Cx۱ +λ۲Cx۲

ه  س  ت. ه  م خ  ط  ی ت  ب  دی  ل  ی C ت  ب  دی  ل ب  ن  اب  رای  ن و
اث  ر R خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک روی ک  ه را دل  خ  واه خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ره  ای ک  ه اس  ت زم  ان  ی خ  اص ح  ال  ت
ی  ک روی دو (ه  ر دل  خ  واه ع  م  ل  گ  ر ی  ک را A و ه  م  ان  ی ع  م  ل  گ  ر را I اگ  ر م  ث  لاً ک  ن  ی  م. ض  رب ه  م در م  ی ک  ن  ن  د

ج  ال  ب ای ن  م  ون  ه در ه  م  چ  ن  ی  ن و .AI = IA = A ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د، (R خ  ط  ی ف  ض  ای

A۰ = I, A۲ = AA, A۳ = A۲A, · · · ,An = AAn−۱, · · ·

ب  ه وض  وح م  ی ده  ی  م. ن  ش  ان Aα ب  ا را R۲ ص  ف  ح  ه در α زاوی  ه ان  دازه ب  ه دوران ع  م  ل  گ  ر .۷ .۸ م  ث  ال
.Aα Aβ = Aα+β و ب  وده α +β زاوی  ه ان  دازه ب  ه دوران ه  م  ان Aβ و Aα ع  م  ل  گ  ر دو ح  اص  ل  ض  رب
α زاوی  ه ان  دازه ب  ه ب  ار n دوران ح  اص  ل ،n (ط  ب  ی  ع  ی) م  ث  ب  ت و ص  ح  ی  ح ع  دد ه  ر ازای ب  ه ب  ع  لاوه،

.An
α = Anα و اس  ت nα ان  دازه ب  ه دوران ه  م  ان

ک  ه ب  ه ط  وری گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در R خ  ط  ی ف  ض  ای از خ  ط  ی ت  ب  دی  ل دو م  ج  دداً را B و A اک  ن  ون

Â = ‖aik‖, B̂ = ‖bik‖

م  ات  ری  س ی  اف  ت  ن م  ط  ل  وب ب  اش  ن  د. R از {e۱, . . . ,en} پ  ایۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ،B و A ن  ظ  ی  ر م  ات  ری  س ه  ای ب  ه ت  رت  ی  ب
داری  م: ت  ع  ری  ف ب  ک  م  ک اس  ت. C = AB خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر

Cek =
n

∑
i=۱

cikei

و
ABek = A

(
n

∑
j=۱

b jke j

)
=

n

∑
j=۱

b jkAe j =
n

∑
i=۱

n

∑
j=۱

b jkai jei.

داری  م: ت  س  اوی ط  رف  ی  ن ض  رای  ب م  ق  ای  س  ه ب  ا ح  ال

cik =
n

∑
j=۱

ai jb jk, (i,k = ۱, . . . ,n)

. Ĉ = ÂB̂واق  ع در و اس  ت B̂ و Â م  ات  ری  س ه  ای ض  رب م  ف  ه  وم ه  م  ان دق  ی  ق  اً ت  س  اوی ای  ن
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و A =

(
۰ ۱
۱ ۱

)
ی  س ه  ای م  ات  ر ب  ا R۳ B−→ R۲ و R۲ A−→ R۲ ت  ب  دی  ل دو .۸ .۸ م  ث  ال

ی  م: دار x = (۱,۲,۳) ب  ردار ازای ب  ه ش  ده ان  د. داده B =

(
۰ ۱ ۱۰
۰ ۲ ۲۰

)

Bx =

(
۰ ۱ ۱۰
۰ ۲ ۲۰

)۱
۲
۳

=

(
۳۲
۶۴

)
و A(Bx) =

(
۰ ۱
۱ ۱

)(
۳۲
۶۴

)
=

(
۶۴
۹۶

)

دی  گ  ر ط  رف از
C = AB =

(
۰ ۱
۱ ۱

)(
۰ ۱ ۱۰
۰ ۲ ۲۰

)
=

(
۰ ۲ ۲۰
۰ ۳ ۳۰

)
و

A(Bx) =Cx =

(
۰ ۲ ۲۰
۰ ۳ ۳۰

)۱
۲
۳

=

(
۶۴
۹۶

)
اس  ت. ق  ب  ل  ی ن  ت  ی  ج  ه ه  م  ان ک  ه

ی  ک م  ج  دداً ن  ی  ز S خ  ط  ی ف  ض  ای ب  ه R خ  ط  ی ف  ض  ای از B و A خ  ط  ی ت  ب  دی  ل دو ج  م  ع .۱ .۸ ن  ک  ت  ه
ی  م: دار آن ب  رای ب  وده خ  ط  ی ف  ض  ای دو ه  م  ان ب  ی  ن خ  ط  ی ت  ب  دی  ل

C = (A+B)x ≡ Ax+Bx, x ∈ R

خ  ط  ی ت  ب  دی  ل دو م  ت  ن  اظ  ر ی  س  ه  ای م  ات  ر ب  ت  رت  ی  ب B = ‖bik‖ و A = ‖aik‖ اگ  ر ی  س  ی م  ات  ر ج  ن  بۀ از
ق  اب  ل ی  ر ز ب  ه ص  ورت C = A+B ع  م  ل  گ  ر ی  س م  ات  ر آن گ  اه ب  اش  ن  د، S از F و R از B ه  ای پ  ای  ه در

اگ  ر: اس  ت. ب  ی  ان

Aek =
m

∑
i=۱

aikfi, Bek =
m

∑
i=۱

bikfi, Cek =
m

∑
i=۱

cikfi

اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر C = A+B ده  د م  ی ن  ش  ان ک  ه (A+B)ek = ∑m
i=۱(aik +bik)fi آن گ  اه

cik = aik +bik, (i,k = ۱, . . . ,n)

ی  س م  ات  ر دو ج  م  ع ب  ا ش  ده، ب  ی  ان ش  رای  ط ب  ا خ  ط  ی ت  ب  دی  ل دو م  ج  م  وع ت  ب  دی  ل ی  س م  ات  ر ای  ن ب  ن  اب  ر
آی  د. م  ی ب  دس  ت م  ت  ن  اظ  ر ت  ب  دی  ل



۱۴۷ خ  ط  ی ت  ب  دی  لات

و A =

(
۰ ۱
۲ ۳

)
م  ت  ن  اظ  ر ی  س  ه  ای م  ات  ر ب  ا R۲ ب  ر خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر دو B و A اگ  ر .۹ .۸ م  ث  ال

ب  ا اس  ت ب  راب  ر A+B ن  ظ  ی  ر ت  ب  دی  ل ی  س م  ات  ر آن گ  اه ب  اش  ن  د اس  ت  ان  دارد پ  ایۀ در B =

(
۱۰ ۲۰
۳۰ ۴۰

)
C =

(
۱۰ ۲۱
۳۲ ۴۳

)
م  ت  ن  اظ  رش  ان ت  ب  دی  ل ی  س  ه  ای م  ات  ر و ت  ب  دی  لات ب  ی  ن ی  ک ب  ه ی  ک ت  ن  اظ  ر ی  ک ک  ه آن  ج  ای  ی از .۱ .۸ ت  ذک  ر
ج  م  ع، در ج  اب  ج  ای  ی ه  م  ان  ن  د آن  ه  ا ج  م  ع و ی  س  ه  ا م  ات  ر ض  رب ب  رای ک  ه خ  واص  ی دارد، وج  ود
م  ی ارث ب  ه ه  م خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ره  ای ب  ه ی  م، دار س  راغ غ  ی  ره و پ  خ  ش  ی ض  رب، و ج  م  ع در ش  رک  ت  پ  ذی  ری

رس  د.

ت  ب  دی  ل ی  ک ه  س  تۀ و ت  ص  وی  ر م  ع  ک  وس، ت  ب  دی  ل ۲ .۸
اس  ت. (۲ .۸) ت  ع  ری  ف از خ  اص ح  ال  ت ی  ک زی  ر ت  ع  ری  ف

را B خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر م  ف  روض  ن  د. R خ  ط  ی ف  ض  ای روی A,B خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر دو .۶ .۸ ی  ف ت  ع  ر
روی ه  م  ان  ی ع  م  ل  گ  ر I آن در ک  ه AB = BA = I ه  رگ  اه گ  وی  ن  د A خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر (م  ع  ک  وس) وارون

م  ی ده  ن  د.۶ ن  ش  ان A−۱ ب  ا را A ع  م  ل  گ  ر م  ع  ک  وس اس  ت. R

ی  م: دار x ∈ R ه  ر ازای ب  ه پ  س

A−۱(Ax) = A(A−۱x) = Ix = x

ن  ظ  ر در م  ج  دداً را ال  ف ۳ .۸ م  ث  ال در φ زاوی  ه ان  دازه ب  ه R۲ ص  ف  ح  ه در دوران ع  م  ل  گ  ر .۱۰ .۸ م  ث  ال
اس  ت.۷ A−φ ه  م  ان A−۱

φ ی  ا Aφ ب  ه م  ت  ن  اظ  ر وارون ع  م  ل  گ  ر ی  د. ب  گ  ی  ر

وارون دارای خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ه  ر آی  ا ب  رس  د خ  وان  ن  ده ن  ظ  ر ب  ه س  ؤال ای  ن اس  ت م  م  ک  ن .۲ .۸ ت  ذک  ر
ت  ص  وی  ر ب  ه را t ب  ردار ه  ر ک  ه R۲ خ  ط  ی ف  ض  ای روی را ع  م  ل  گ  ری س  ئ  وال ای  ن ب  ه پ  اس  خ ب  رای اس  ت؟
خ  ط  ی، ع  م  ل  گ  ر ای  ن ده  ی  د ن  ش  ان م  ی ت  وان  ی  د ب  ه س  ادگ  ی ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در ن  گ  ارد م  ی x م  ح  ور ب  ر آن
b ب  ردار ت  ص  وی  ر ح  ال ع  ی  ن در و a ب  ردار ت  ص  وی  ر x ب  ردار ،۳ .۸ ب  ه ش  ک  ل ت  وج  ه ب  ا ن  دارد. م  ع  ک  وس

ط  ول  ه  اس  ت. م  ح  ور روی
ب  رم  ی گ  ردد. x ب  ه A−۱ ت  وس  ط Ax ب  ن  گ  ارد، Ax ب  ه را x ،A اگ  ر .۶

ع  ک  س). ج  ه  ت (در اس  ت. φ م  خ  ال  ف زاوی  ه −φ .۷
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x

y b

x

a

اس  ت. b و a ب  ردار دو از ت  ص  وی  ر ی  ک x :۳ .۸ ش  ک  ل

ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س ب  رای آن گ  اه ب  اش  د، داش  ت  ه وج  ود آن م  ع  ک  وس ع  م  ل  گ  ر A−۱ و خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک A اگ  ر
داری  م: (۶ .۸ ت  ع  ری  ف راب  ط  ه ب  ه (م  ش  اب  ه آن ه  ا ن  ظ  ی  ر

A−۱A = AA−۱ = I

اس  ت۸. ه  م  ان  ی م  ات  ری  س I ک  ه

ش  ام  ل م  ج  م  وعۀ م  ف  روض  ن  د. A : R → S خ  ط  ی ت  ب  دی  ل و S و R خ  ط  ی ف  ض  ای دو .۷ .۸ ی  ف ت  ع  ر
م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان ImR(A) ب  ا و ن  ام  ی  ده A ت  ح  ت R ت  ص  وی  ر را اس  ت R در ب  رداری x ک  ه Ax ه  م  ه

م  ی ش  ود۹. گ  ف  ت  ه ن  ی  ز A ت  ب  دی  ل ت  ص  وی  ر اخ  ی  ر م  ج  م  وع  ه ب  ه گ  اه  ی

م  ح  ور ب  ر z ∈ R دل  خ  واه ب  ردار ه  ر ت  ص  وی  ر را A خ  ط  ی ت  ب  دی  ل و R۲ را R خ  ط  ی ف  ض  ای .۱۱ .۸ م  ث  ال
. ImR(R۲) = R ص  ورت ای  ن در ی  د. ب  گ  ی  ر x

اس  ت. S از ی  رف  ض  ای  ی ز ImR(A) ،A : R → S خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ازای ب  ه .۴ .۸ ل  م

ای  ن ص  ورت در ه  س  ت  ن  د. ImR(A) در ب  رداره  ای  ی y۲ و y۱ ک  ن  ی  د ف  رض ب  ره  ان.

∃x۱,x۲ ∈ R, y۱ = Ax۱,y۲ = Ax۲

داری  م: R از اس  ک  ال  ره  ای  ی λ۲ و λ۱ ب  رای

λ۱y۱ +λ۲y۲ = λ۱Ax۱ +λ۲Ax۲ = A(λ۱x۱ +λ۲x۲) ∈ ImR(A)

اس  ت. ImR(A) از ع  ض  وی λ۱x۱ +λ۲x۲ ک  ه اس  ت ب  رق  رار ای  ن  ج  ا از آخ  ر ت  س  اوی
دادی  م. ن  ش  ان ع  م  ل  گ  ره  ا خ  ود ن  م  اده  ای ب  ا م  ش  ک  ل  ی ه  ی  چ ب  دون را م  ات  ری  س دو ه  ر ای  ن  ج  ا در .۸

م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان Im(A) ب  ا را آن ح  ال  ت ای  ن در .۹



۱۴۹ خ  ط  ی ت  ب  دی  لات

وارون پ  ذی  ر A اگ  ر اس  ت. آن روی ع  م  ل  گ  ری A و خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک R ک  ن  ی  د ف  رض .۵ .۸ ل  م
.ImR(A) = R آن گ  اه ب  اش  د،

ب  رداره  ای ه  م  ه م  ج  م  وع  ه ،A : R → S خ  ط  ی ت  ب  دی  ل و S و R خ  ط  ی ف  ض  اه  ای ب  رای .۸ .۸ ی  ف ت  ع  ر
م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان kerR(A) ب  ا را A ه  س  تۀ م  ی ن  ام  ن  د. A ه  س  تۀ را Ax = 0S ک  ه x ∈ R

اس  ت. R از ی  رف  ض  ای  ی ز kerR(A) ،A خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ب  رای .۶ .۸ ل  م
ای  ن ص  ورت در م  ف  روض  ن  د. A : R → S خ  ط  ی ت  ب  دی  ل و S و R خ  ط  ی ف  ض  ای دو .۷ .۸ ق  ض  ی  ه

dim(ImR(A))+dim(kerR(A)) = dimR

م  ج  م  وعۀ اگ  ر ب  گ  ی  ری  د. ف  رض را k ⩽ n ک  ه dim(kerR(A)) = k و n را R ف  ض  ای بُ  ع  د ب  ره  ان.
{e۱, . . . ,ek}

م  ن  اس  ب ب  رداره  ای اف  زودن ب  ا R ب  رای پ  ای  ه ای ب  ه را آن م  ی ت  وان ب  اش  د A ت  ح  ت R ه  س  ت  ه ب  رای پ  ای  ه ای

{ek+۱, . . . ,en}

ن  م  ود. ت  ب  دی  ل
دق  ی  ق  اً ImR(A) ب  ا ش  ان خ  ط  ی ت  رک  ی  ب  ات ه  م  ه م  ج  م  وعۀ ،Aen, . . . ,Aek+۱ دل  خ  واه ب  رداره  ای ب  ه ازای
ب  ا .Ax = y ک  ه دارد وج  ود ای x ∈ R ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا و y ∈ ImR(R) ب  رای اک  ن  ون اس  ت. ی  ک  ی

ک  ه م  وج  ودن  د γ۱, · · · ,γn ∈ R اس  ک  ال  ره  ای ،x ب  ردار ب  ه پ  ای  ه ای ن  گ  اه

x = γ۱e۱ + · · ·+ γnen

پ  س ه  س  ت، kerR(A) ب  رای پ  ای  ه ای {e۱, . . . ,ek} چ  ون و

Ae۱ = Ae۲ = · · ·= Aek = 0

ف  وق ت  س  اوی در ک  ه ب  رداری n− k م  ی ده  ی  م ن  ش  ان .y = Ax = γk+۱Aek+۱ + · · ·+ γnAen ل  ذا و
ازای ب  ه پ  س ن  ب  اش  ن  د خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل اگ  ر ه  س  ت  ن  د. ن  ی  ز خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل دارن  د، وج  ود خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ب  ه ع  ن  وان

داش  ت: خ  واه  ی  م ن  ی  س  ت  ن  د) ص  ف  ر ب  اه  م ه  م  گ  ی (ک  ه α۱, · · · ,αn−k اس  ک  ال  ره  ای

α۱Aek+۱ + · · ·+αn−kAen = 0
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داری  م: x = α۱ek+۱ + · · ·+αn−ken ب  ردار روی A اث  ر ب  ا

Ax = A(α۱ek+۱ + · · ·+αn−ken) = α۱Aek+۱ + · · ·+αn−۱Aen = 0

.x ∈ kerR(A) ی  ع  ن  ی ای  ن و
ه  م و {ek+۱, . . . ,en} از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب  ی ن  ت  ی  ج  ه در و ه  س  ت  ه از ع  ض  وی ه  م x ب  ردار دی  گ  ر ب  ه ع  ب  ارت
ب  ودن ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر ب  ه ع  ل  ت چ  ی  زی چ  ن  ی  ن چ  ون .A ت  ح  ت R ت  ص  وی  ر در {e۱, . . . ,ek} از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب  ی
ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت. ت  ن  اق  ض ی  ک ت  س  اوی آخ  ری  ن پ  س ن  دارد وج  ود {e۱, . . . ,en} پ  ای  ه در x ن  م  ای  ش ن  وع
ای  ن و ک  ن  ن  د ت  ول  ی  د را ImR(A) م  ی ت  وان  ن  د ب  ن  اب  رای  ن و ب  وده خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل Aen, . . . ,Aek+۱ ب  ردار n− k

.dim(ImR(A)) = n− k ی  ع  ن  ی

ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در ی  ر ز ی  س م  ات  ر ب  ا و R = R۳ روی ع  م  ل  گ  ر ی  ک را A خ  ط  ی ت  ب  دی  ل .۱۲ .۸ م  ث  ال

A =

۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۱
۰ ۱ ۱


ت  ول  ی  د (A س  ت  ون ه  ای (ه  م  ان Ae۳ و Ae۲ ،Ae۱ ب  رداره  ای ت  وس  ط ImR(A) ب  رداری ف  ض  ای
س  وم س  ت  ون ک  ه اس  ت ای  ن (ع  ل  ت خ  ط  ی ان  د م  س  ت  ق  ل اخ  ی  ر ب  ردار س  ه ای  ن از ب  ردار دو م  ی ش  ود.
ال  زام  اً ل  ذا و dim(ImR(A)) = ۲ ب  ن  اب  رای  ن و اس  ت) ق  ب  ل  ی س  ت  ون دو از م  ج  م  وع  ی A ی  س م  ات  ر

م  ع  ادل ب  ه ط  ور .Ax = 0 ک  ه اس  ت ب  رداره  ای  ی ه  م  ه ش  ام  ل ه  س  تۀ ی  رف  ض  ای ز .dim(kerR(A)) = ۱۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۱
۰ ۱ ۱

xt =

۰
۰
۰


.λ ∈ R آن در ک  ه x = λ (۱, ۱,−۱) داش  ت خ  واه  ی  م ب  ه س  ادگ  ی و

م  ت  ف  اوت پ  ای  ه ه  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا خ  ط  ی ت  ب  دی  لات ی  س ه  ای م  ات  ر ۳ .۸
R خ  ط  ی و n-بُ  ع  دی ف  ض  ای از پ  ای  ه دو

F︷ ︸︸ ︷
{f۱, . . . , fn} و

B︷ ︸︸ ︷
{e۱, . . . ,en} م  ج  م  وعۀ دو ک  ن  ی  د ف  رض

گ  رف  ت  ه زی  ر) (م  ان  ن  د F پ  ای  ه ب  ه B پ  ای  ه از ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س را C و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در R روی را A ع  م  ل  گ  ر ب  اش  ن  د.
ک  ن  ی  د: ت  ع  ری  ف Cei = fi(i=۱,...,n) ب  ا را C ع  م  ل  گ  ر و

f۱ = c۱۱e۱ + · · ·+ cn۱en,
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f۲ = c۱۲e۱ + · · ·+ cn۲en,

...
fn = c۱ne۱ + · · ·+ cnnen

ن  ش  ان را F و B پ  ای  ه در A ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س ب  ه ت  رت  ی  ب B = ‖bik‖ و A = ‖aik‖ م  ات  ری  س ه  ای اگ  ر
آن گ  اه ده  ن  د،

Aek =
n

∑
i=۱

aikei, Afk =
n

∑
i=۱

bikfi

داری  م: ک  ن  ی  د۱۰، ض  رب C−۱ در را ت  س  اوی ط  رف دو .AC(ek) = ∑n
i=۱ bikCei ن  ت  ی  ج  ه در و

C−۱ACek =
n

∑
i=۱

C−۱bikCei =
n

∑
i=۱

bikei

اول  ی پ  ایۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا C−۱AC ع  م  ل  گ  ر ن  ظ  ی  ر م  ات  ری  س ،B ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س ک  ه م  ی ده  د ن  ش  ان آخ  ر ت  س  اوی
ل  ذا و ب  وده

B =C−۱AC (۵ .۸)

A =

(
۲ −۱
۳ ۸

)
ت  ب  دی  ل ی  س م  ات  ر ب  ا و A خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ت  ب  دی  ل ی  س م  ات  ر م  ی خ  واه  ی  م .۱۳ .۸ م  ث  ال

پ  ایۀ ب  ه ن  س  ب  ت را {e۱,e۲} پ  ای  ه ب  ه ن  س  ب  ت

{f۱ = ۲e۱ +e۲, f۲ = ۳e۱ + ۲e۱}

ب  ه ش  ک  ل C م  خ  ت  ص  ات ت  ب  دی  ل ی  س م  ات  ر ،f۲ و f۱ ی  ف ت  ع  ر ب  ه ت  وج  ه ب  ا ی  م. آور ب  ه دس  ت
ل  ذا و ب  ود خ  واه  د C =

(
۲ ۳
۱ ۲

)

B =C−۱AC =

(
۲ −۳
−۱ ۲

)(
۲ −۱
۳ ۸

)(
۲ ۳
۱ ۲

)
=

(
−۳۶ −۷۷

۳۳ ۴۶

)
ه  م  چ  ن  ی  ن م  ی ش  ون  د. ن  ام  ی  ده م  ت  ش  اب  ه راب  ط  ه ان  د، در (۵ .۸) در ک  ه B و A ی  س ه  ای م  ات  ر .۳ .۸ ت  ذک  ر

م  ی گ  وی  ن  د. ن  ی  ز اس  ت) آم  ده ب  ه دس  ت C ب  ه ت  وج  ه ب  ا (ک  ه A ی  س م  ات  ر م  زدوج B ی  س م  ات  ر ب  ه
خ  ط  ی ان  د. م  س  ت  ق  ل اع  ض  ای  ی {f۱, · · · , fn} چ  ون دارد وج  ود C−۱ م  ات  ری  س .۱۰
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ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  زدوج و م  ت  ش  اب  ه B =

(
۰ ۰
۱ ۰

)
و A =

(
۰ ۱
۰ ۰

)
ی  س ه  ای م  ات  ر .۱۴ .۸ م  ث  ال

ه  س  ت  ن  د. C =

(
۰ ۱
۱ ۰

)
در دی  گ  ر ف  ض  ای ب  ه خ  ط  ی ف  ض  ای ی  ک از خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ک  ه ه  ن  گ  ام  ی (۵ .۸) ت  ش  اب  ه راب  ط  ه .۴ .۸ ت  ذک  ر
،S و R خ  ط  ی ف  ض  ای دو ف  رض ب  ا ک  ه ت  رت  ی  ب ای  ن ب  ه ش  د. خ  واه  د پ  ی  چ  ی  ده ت  ر م  ق  داری ش  ود گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر
F ′ ب  ه E ′ از و F ب  ه E از ت  ب  دی  ل ی  س ه  ای م  ات  ر و S ب  رای F ′ و F پ  ای  ه ه  ای ،R ب  رای E ′ و E پ  ای  ه ه  ای

ی  م: دار D و C ن  ام ه  ای ب  ه
A′ = D−۱AC

و F و E پ  ای  ه در S ب  ه R از خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  ک ت  ب  دی  ل ی  س ه  ای م  ات  ر ب  ه ت  رت  ی  ب A′ و A آن در ک  ه
اس  ت. F ′ ب  ه E ′ پ  ای  ه ه  ای

م  س  ائ  ل ۴ .۸
.Tu(x+y) = Tux+Tuy ک  ن  ی  د ث  اب  ت اس  ت. ان  ت  ق  ال ی  ک Tu ت  ب  دی  ل .۱

ن  گ  اش  ت ،a = (۲,۴,−۳) ب  ردار ف  رض ب  ا .۲

F : R۳ → R, F(x) = ۳(a,x)+ ۱

ک  ن  ی  د. ت  ک  رار x = (۱,۲,۳) ب  رای را م  س  ئ  ل  ه .F ((۳,۲, ۱)) م  ق  دار اس  ت م  ط  ل  وب اس  ت. م  ف  روض
ه  س  ت  ن  د؟ خ  ط  ی زی  ر ن  گ  اش  ت ه  ای از ک  دام  ی  ک .۳

(a) F : R۳ → R۲, F(x,y,z) = (x,z),
(b) F : R۴ → R۴, F(x) = x,
(c) F : R۳ → R۳, F(x) = x+(۰,−۱, ۰),

(d) F : R۲ → R۲, F(x,y) = (۲x+ ۴,y),
(e) F : R۲ → R, F(x,y) = xy.

اس  ت. خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  ک α م  ف  روض زاوی  ه ان  دازه ب  ه xy ص  ف  ح  ه در دوران ن  گ  اش  ت ک  ن  ی  د ث  اب  ت .۴
ه  ر ک  ه داری  د ع  م  ل  گ  ری ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. {e۱,e۲,e۳} پ  ای  ه ب  ا و بُ  ع  دی س  ه ف  ض  ای ی  ک R م  ج  م  وع  ه .۵
ع  م  ل  گ  ر ای  ن ک  ن  ی  د ث  اب  ت اولاً م  ی ن  گ  ارد. e۱ ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د ف  ض  ای روی ب  ر ت  ص  وی  رش ب  ه را x ∈ R ع  ض  و
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R۳ ه  م  ان R ک  ه وق  ت  ی ک  ن  ی  د پ  ی  دا اس  ت  ان  دارد پ  ای  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا را م  ت  ن  اظ  ر ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س ث  ان  ی  اً و اس  ت خ  ط  ی
ب  اش  د.

F ک  ن  ی  د ث  اب  ت ک  ن  ی  د. ت  ع  ری  ف xy ص  ف  ح  ه ب  ر آن م  ت  ع  ام  د س  از ت  ص  وی  ر را F ت  ب  دی  ل ،x ∈ R۳ ب  ردار ب  رای .۶
ب  ی  اب  ی  د. R۳ اس  ت  ان  دارد پ  ای  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا را م  ت  ن  اظ  رش ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س س  پ  س و ب  وده خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  ک

ث  ان  ی  اً و ه  س  ت  ن  د خ  ط  ی R۳ F−→ R۳ ن  گ  اش  ت ه  ای از ک  دام  ی  ک ک  ن  ی  د ب  ررس  ی اولاً زی  ر م  س  ائ  ل از ه  ری  ک در .۷
داده ن  م  ای  ش آن در F(x) و x = (x۱,x۲,x۳) ک  ه پ  ای  ه ه  ای  ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا را F م  ت  ن  اظ  ر ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س

آوری  د. ب  ه دس  ت م  ی ش  ون  د،
(a) F(x) = (۲x۱ + x۲,x۱ + x۳,x۲

۳),

(b) F(x) = (x۲ + x۳,۲x۱ + x۳,۳x۱ − x۲ + x۳),

(c) F(x) = (x۱,x۲ + ۱,x۳ + ۲),

(d) F(x) = (x۱ − x۲ + x۳,x۳,x۲).

م  ی ن  گ  ارد زی  ر ق  اع  دۀ ب  ا و bi ب  ه را ai ه  ر ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را ع  م  ل  گ  ری .۸

a۱ = (۲,۳,۵)−→ b۱ = (۱, ۱, ۱), a۲ = (۰, ۱,۲)−→ b۲ = (۱, ۱,−۱)

a۳ = (۱, ۰, ۰)−→ b۳ = (۲, ۱,۲)

ش  ده ان  د. داده آن در ب  رداره  ا ک  ه آوری  د ب  ه دس  ت پ  ای  ه ه  ای  ی ب  ه ن  س  ب  ت را ن  گ  اش  ت ای  ن ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س
اولاً اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف a = (۱,۲,۳) آن در ک  ه F(x) = (x,a)a ب  ا F : R۳ → R۳ ک  ن  ی  د ف  رض .۹
R۳ اس  ت  ان  دارد پ  ای  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا را م  ت  ن  اظ  رش ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س س  پ  س اس  ت خ  ط  ی ت  ب  دی  ل  ی F ده  ی  د ن  ش  ان

چ  ی  س  ت؟ زی  ر پ  ایۀ ب  ه ن  س  ب  ت F م  ات  ری  س ب  ی  اب  ی  د.

{(۱, ۰, ۱)︸ ︷︷ ︸
b۱

,

b۲︷ ︸︸ ︷
(۲, ۰,−۱), (۱, ۱, ۰)︸ ︷︷ ︸

b۳

}

اس  ت: زی  ر ب  ه ش  ک  ل {e۱,e۲,e۳,e۴} پ  ای  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک م  ات  ری  س ک  ن  ی  د ف  رض .۱۰

A =

۱ ۲ ۰ ۱
۳ ۰ −۱ ۲
۲ ۵ ۳ ۱
۱ ۲ ۱ ۳


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پ  ای  ه ه  ای در ع  م  ل  گ  ر ای  ن م  ت  ن  اظ  ر م  ات  ری  س اس  ت م  ط  ل  وب

{e۲,e۳,e۴,e۱}, {e۱,e۱ +e۲,e۱ +e۲ +e۳,e۱ +e۲ +e۳ +e۴}

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت {e۱,e۲,e۳} پ  ای  ه ب  ه ن  س  ب  ت م  ت  ن  اظ  ری م  ات  ری  س دارای خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک .۱۱

A =

۱۵ −۱۱ ۵
۲۰ −۱۵ ۸
۸ −۷ ۶


و f۲ = ۳e۱ + ۴e۲ + e۳ ،f۱ = ۲e۱ + ۳e۲ + e۳ اع  ض  ای ب  ا ای پ  ای  ه ب  ه ن  س  ب  ت آن  را ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س

ب  ی  اب  ی  د. f۳ = e۱ +e۲ +e۳

پ  ایۀ ب  ه ن  س  ب  ت A =

(
۱ −۱۸ ۱۵
−۱ −۲۲ ۱۵

۱ −۲۵ ۲۲

)
ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س ب  ا ع  م  ل  گ  ر ی  ک .۱۲

{(۸,−۶,۷)︸ ︷︷ ︸
a۱

,

a۲︷ ︸︸ ︷
(−۱۶,۷,−۱۳), (۹,−۳,۷)︸ ︷︷ ︸

a۳

},

آوری  د. ب  ه دس  ت زی  ر پ  ایۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا را ع  م  ل  گ  ر ای  ن م  ات  ری  س اس  ت. ش  ده داده

{(۱,−۲, ۱)︸ ︷︷ ︸
b۱

,

b۲︷ ︸︸ ︷
(۳,−۱,۲), (۲, ۱,۲)︸ ︷︷ ︸

b۳

},

ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س دارای {a۱ = (−۳,۷),a۲ = (۱,−۲)} پ  ایۀ در F۱ : R۲ → R۲ ک  ن  ی  د ف  رض .۱۳(
۲ −۱
۵ −۳

)
ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س دارای {b۱ = (۶,−۷),b۲ = (−۵,۶)} پ  ایۀ در F۲ : R۲ → R۲ )و

۱ ۰
۲ −۱

)
ن  ه  ای  ت در و {b۱,b۲} پ  ای  ه در س  پ  س و {a۱,a۲} پ  ای  ه در را F۱F۲ ح  اص  ل  ض  رب ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س اس  ت.

ب  ی  اب  ی  د. R۲ اس  ت  ان  دارد پ  ای  ه در
اس  ک  ال  ر α آن در ک  ه F(x) = αx ق  اع  ده ب  ا م  ی ت  وان را F : R→ R خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ه  ر ک  ن  ی  د ث  اب  ت .۱۴

داد. ن  م  ای  ش اس  ت، دل  خ  واه  ی ح  ق  ی  ق  ی
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.Tu۱ Tu۲ = Tu۱+u۲ ک  ن  ی  د ث  اب  ت Tu۲ و Tu۱ ان  ت  ق  ال دو ب  رای .۱۵
ک  ن  ی  د: ث  اب  ت .kerB = Im(A) ک  ه ه  س  ت  ن  د خ  ط  ی ت  ب  دی  ل دو B : S → T و A : R → S ن  گ  اش  ت ه  ای .۱۶

dim(kerA)+dim(ImB) = dimR−dimS+dimT.

ب  ه ع  لاوه ه  س  ت  ن  د۱۱ م  زدوج م  ات  ری  س ه  ای  ی ه  م A و B ده  ی  د ن  ش  ان B و A م  زدوج م  ات  ری  س دو ب  رای .۱۷
ه  م C و A آن گ  اه ب  اش  ن  د، م  زدوج م  ات  ری  س ه  ای  ی ه  م C و B و م  زدوج م  ات  ری  س ه  ای  ی B و A اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان

دارن  د۱۲. ق  رار ه  م ت  زوی  ج در
ک  ن  ی  د: ث  اب  ت ه  س  ت  ن  د. م  زدوج و n م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س ه  ای  ی B و A ک  ن  ی  د ف  رض .۱۸

(a) detA = detB

(b) rankA = rankB

(c) tr(A) = tr(B)

اس  ت. ت  ق  ارن  ی راب  ط  ه ی  ک ت  زوی  ج .۱۱
اس  ت. ت  ع  دی راب  ط  ه ای ه  ا م  ات  ری  س ب  ی  ن ت  زوی  ج راب  ط  ه .۱۲





پ  ی  وس  ت ه  ا





آ
اس  ت  ق  راء و ط  ب  ی  ع  ی اع  داد

ب  ه ک  ه ف  رم  ول  ه  ای  ی و ق  ض  ای  ا اث  ب  ات در اب  زار ت  ری  ن ع  م  وم  ی و ق  وی  ت  ری  ن از ی  ک  ی ب  س  ط ب  ه ض  م  ی  م  ه، ای  ن در
اس  ت. م  وس  وم اس  ت  ق  راء ب  ه روش ای  ن پ  ردازی  م. ان  د،م  ی واب  س  ت  ه ط  ب  ی  ع  ی) (ع  دد ط  ب  ی  ع  ی پ  ارام  ت  ر ی  ک

پ  ای  ان اگ  رچ  ه آوری  د. ن  ظ  ر در را دوم  ی  ن  و ب  ازی ی  ک م  ی آوری  م. م  ث  ال ی  ک داس  ت  ان ب  ه م  ن  ط  ق  ی ورود از ق  ب  ل
ظ  اه  ری ش  ب  اه  ت ی  ک ام  ا ب  اش  د ری  اض  ی ادع  ای ی  ک رس  ی  دن اث  ب  ات ب  ه ه  م  ان  ن  د ن  م  ی ت  وان  د ب  ازی ی  ک ی  اف  ت  ن
ق  رار س  ره  م پ  ش  ت خ  اص  ی اج  زای ب  ازی ای  ن در دارد. وج  ود اس  ت  ق  راء روش ب  ه اث  ب  ات ب  ا ب  ازی ن  وع ای  ن در
ای  ن م  ی ی  اب  د. پ  ای  ان ب  ازی و ری  خ  ت  ه ف  رو پ  ای  ان ت  ا و پ  ی در پ  ی آن  ه  ا، از ی  ک  ی ب  ه ک  وچ  ک ای ض  رب  ه ب  ا گ  رف  ت  ه،

اس  ت. آف  ری  ن ای  ده اس  ت  ق  راء ب  ا اث  ب  ات رون  د در م  ا ب  رای اف  ت  ادن  ه  ا پ  ی درپ  ی
ک  ن  ی  د. ت  وج  ه زی  ر در ن  زدی  ک ت  ر ری  اض  ی ب  ه ال  ب  ت  ه و دی  گ  ر س  اده م  ث  ال ی  ک ب  ه

.Sn = ۵n ب  ا اس  ت ب  راب  ر ۵×n ف  رض  ی م  س  ت  ط  ی  ل ی  ک م  س  اح  ت ده  ی  د ن  ش  ان ح  ک  م:
در .n = ۱ ک  ن  ی  م ف  رض م  ی ک  ن  ی  م. ص  ورت ب  ن  دی n ب  ر ت  م  رک  ز ب  ا و خ  اص ش  ک  ل ب  ه را اث  ب  ات رون  د
و ک  رد ت  ق  س  ی  م ۱ م  س  اح  ت ب  ا ی  ک ه  ر ک  وچ  ک  ت  ر م  س  ت  ط  ی  ل ۵ ب  ه ت  وان م  ی را ش  ده داده م  س  ت  ط  ی  ل ای  ن ص  ورت

ب  ا اس  ت ب  راب  ر م  س  اح  ت ل  ذا
S۱ = ۵ = ۵× ۱

ب  ب  ی  ن  ی  د. دوم  ی  ن  و اول ج  زء اف  ت  ادن ه  م  ان  ن  د را م  رح  ل  ه ای  ن
۱ م  س  اح  ت ب  ا م  س  ت  ط  ی  ل ۵ دارای ی  ک ه  ر ک  ه ش  ک  ل ن  واری م  س  ت  ط  ی  ل دو ب  ه را م  س  ت  ط  ی  ل آن گ  اه n = ۲ اگ  ر

م  ی آی  د: ب  دس  ت زی  ر م  ع  ادل  ه ب  ا ک  ل م  س  اح  ت ای  ن ح  ال  ت در ک  ن  ی  د. ه  س  ت  ن  د،ج  دا

S۲ = ۱۰ = ۵+ ۵ = ۵× ۲
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ب  ا: اس  ت ب  راب  ر ک  ل  ی م  س  اح  ت ای  ن چ  ن  ی  ن و ب  ری  ده ۵× ۱ م  س  ت  ط  ی  ل  ی ن  وار ۳ ب  ه را م  س  ت  ط  ی  ل n = ۳ ب  رای

S۳ = ۵+ ۵+ ۵ = ۵× ۳

و زی  ر) (ش  ک  ل ک  رده ج  دا ۵× ۱ و ۵× (n− ۱) م  س  ت  ط  ی  ل دو ب  ه را ۵×n م  س  ت  ط  ی  ل ش  ک  ل،ی  ک ه  م  ی  ن ب  ه و
ب  ا ۵×n م  س  ت  ط  ی  ل ک  ل  ی م  س  اح  ت ن  ه  ای  ت  اً اس  ت.۱ Sn−۱ = ۵(n− ۱) اول م  س  ت  ط  ی  ل م  س  اح  ت ک  ن  ی  د ف  رض

ب  ب  ی  ن  ی  د). را زی  ر آی  د(ش  ک  ل م  ی ب  دس  ت ۵(n− ۱)+ ۵× ۱ = ۵n م  س  اح  ت زی  ر دو ج  م  ع

Sn−۱

n− ۱

ب  اس  ت  ق  راء) (اث  ب  ات م  س  ت  ط  ی  ل ی  ک م  س  اح  ت :A.۱ ش  ک  ل

پ  ی  چ  ی  ده ب  ی  ش و ک  م ف  رم  ی ب  ا ول  ی م  س  ائ  ل از ب  س  ی  اری در م  ی ت  وان را ش  د، ط  ی ب  الا م  ث  ال در ک  ه رون  دی
و ط  ب  ی  ع  ی اع  داد درب  ارۀ ت  ا اس  ت لازم ک  ن  ی  م پ  ی  دا دس  ت ت  ر دق  ی  ق ت  وص  ی  ف ی  ک ب  ه ای  ن  ک  ه ب  رای داد. ان  ج  ام

ک  ن  ی  م. ب  ح  ث ب  دق  ت آن  ه  ا س  رش  ت

م  وض  وع  ی اص  ل ی  ف ت  ع  ر ط  ب  ی  ع  ی: اع  داد آ. ۱
م  ف  اه  ی  م از ب  س  ی  اری ش  ن  اس  ن  د. م  ی ری  اض  ی  ات در ای پ  ای  ه و اص  ل  ی اش  ی  ای  ی ب  ه ع  ن  وان را ط  ب  ی  ع  ی اع  داد
ک  رد. ت  ع  ری  ف آن  ه  ا ب  ک  م  ک ت  وان م  ی را م  ات  ری  س  ه  ا و ب  رداره  ا ح  ق  ی  ق  ی، اع  داد گ  وی  ا، اع  داد ه  م  ان  ن  د پ  ی  چ  ی  ده ت  ر

ک  رون  ک  ر۲: ل  ئ  وپ  ول  د م  ی  لادی، ن  وزده  م ق  رن ج  ب  ردان  ان ب  زرگ  ت  ری  ن از ی  ک  ی ب  ق  ول

ب  ش  ر را اع  داد ب  ق  ی  ه و ی  د آف  ر را ص  ح  ی  ح اع  داد خ  داون  د
اس  ت. اف  ت  اده دوم  ی  ن  و −n-اُم ۱ ج  زء ک  ه اس  ت ح  ال  ت  ی دق  ی  ق  اً ای  ن .۱

2. Leopold Kronecker (۱۸۲۳-۱۸۹۱)
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س  ط  وح در آن  ه  م زی  ادی ب  س  ی  ار ج  واب  ه  ای س  ئ  وال ای  ن ب  رای ه  س  ت  ن  د؟ چ  ه ط  ب  ی  ع  ی اع  داد ب  راس  ت  ی ام  ا
ه  س  ت  ن  د اع  دادی ط  ب  ی  ع  ی، اع  داد آن  ه  ا، از اب  ت  دای  ی ت  ع  ری  ف  ی ط  ب  ق ب  ر اس  ت. ش  ده داده ری  اض  ی  ات از م  خ  ت  ل  ف  ی

ش  ون  د: م  ی اس  ت  ف  اده و ش  ده ظ  اه  ر زی  ر ش  م  ارش  ی ف  رم در ک  ه

۰, ۱,۲,۳, · · ·

م  ی ن  ش  ان N ب  ا آن  را (ک  ه اع  داد ای  ن م  ج  م  وعۀ ه  ن  دس  ی، ف  رم در ک  ن  ی  د، ت  ج  س  م را ح  ق  ی  ق  ی اع  داد خ  ط اگ  ر
(O (ح  رف ش  روع ن  ق  ط  ه واق  ع، در ه  س  ت  ن  د. ه  م از واح  د ی  ک ب  ف  اص  ل  ه و خ  ط ای  ن روی ن  ق  اط  ی ده  ن  د)
ال  ی ت  رت  ی  ب ب  ه ه  م  ی  ن و ۱ ع  دد ب  رای واح  د ی  ک ب  ف  اص  لۀ آن راس  ت س  م  ت در ب  ع  دی ن  ق  طۀ ص  ف  ر، ب  ا م  ت  ن  اظ  ر

ن  ه  ای  ت.
را n ع  دد آن در (ک  ه ع  ض  وی n م  ج  م  وعۀ ی  ک ب  ا را ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ه  ر م  ج  م  وع  ه ه  ا، ن  ظ  ریۀ در

گ  ی  رن  د: م  ی ی  ک  ی }م  ی ش  ن  اس  ی  م)،
۰ =∅, ۱ = {۰},۲ = {۰, ۱},۳ = {۰, ۱,۲}, · · ·

}
(⋆)

م  ی ک  ن  ن  د. پ  ی  دا م  ت  ن  اه  ی م  ج  م  وع  ه ه  ای ه  مۀ ش  م  ارش در ب  ن  ی  ادی ن  ق  ش ت  ع  ری  ف  ی، چ  ن  ی  ن ب  ا اع  داد، ای  ن ل  ذا و
ده  د، پ  وش  ش را آم  د آن  ه  ا درب  ارۀ آن  چ  ه ه  مۀ ک  ه ب  ه ط  وری اع  داد از دس  ت  ه ای  ن از ت  ر ع  ام ت  ع  ری  ف ب  ه اک  ن  ون
ن  ام ب  ه اص  ول ای  ن اس  ت. م  ت  ک  ی ش  د، ارائ  ه پ  ئ  ان  و۳ ژوزف ت  وس  ط ک  ه اص  ل ۳ ب  ر ت  ع  ری  ف ای  ن پ  ردازی  م. م  ی

م  ع  روف ان  د: پ  ئ  ان  و م  وض  وع اص  ول
در اس  ت. ت  ال  ی) (ب  ن  ام ت  اب  ع۴ s : N → N و آن از ع  ض  وی ۰ م  ج  م  وع  ه، ی  ک N ک  ن  ی  م ف  رض

ه  رگ  اه: ان  گ  اری  م م  ی ط  ب  ی  ع  ی اع  داد م  ج  م  وعۀ ه  م  ان  ن  د را N م  ج  م  وعۀ ای  ن ص  ورت
اس  ت. ۱ -۱ ت  اب  ع ی  ک s ت  اب  ع ی  ع  ن  ی ای  ن و m = n آن گ  اه s(m) = s(n) اگ  ر (۱)

ش  ود. ن  گ  اش  ت  ه ص  ف  ر ب  ه s ت  ح  ت ک  ه ن  داری  م ای n ع  دد ه  ی  چ (۲)
.A = N ده  د ن  ت  ی  ج  ه s(n) ∈ A آن گ  اه n ∈ A اگ  ر n ه  ر ب  رای (۳)

ک  دام ه  ر ب  رای s م  ن  اس  ب ع  م  ل  گ  ر ی  ک آم  د، ب  الا در ک  ه ی  ف  ی ت  ع  ر ن  وع دو ب  ه ت  وج  ه ب  ا آ. ۱. ی  ن ت  م  ر
خ  ط روی ن  ق  اط ه  مۀ م  ج  م  وعۀ اول  ی در را N م  ج  م  وعۀ ت  وان  ی  د م  ی ک  ن  ی  د. ی  ف ت  ع  ر (ج  داگ  ان  ه)

3. Giuseppe Peano(۱۸۵۸-۱۹۳۲)
.s : n 7→ n+ ۱ م  ث  لاً .۴
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ب  ه ص  ورت: ن  گ  اش  ت ی  ک ح  ال ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در (⋆) ب  ه ت  وج  ه ب  ا آن  را دوم ن  م  ون  ه در و ح  ق  ی  ق  ی اع  داد

n s7→ n+m
n+(m+ ۱) = s(m+n), n+ ۰ = n

ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه ب  اش  ن  د m ∈ N م  ان  ن  د اع  دادی ه  مۀ ،A م  ج  م  وعۀ ک  ن  ی  د ف  رض ک  ن  ی  م. م  ی ی  ف ت  ع  ر
ب  ه ازای دوم، ق  اع  دۀ ب  ن  اب  ر و ۰ ∈ A اول ق  اع  دۀ ب  ن  اب  ر ک  رد. م  ح  اس  ب  ه ب  ت  وان را m+n ع  دد ف  وق ق  اع  دۀ
واق  ع، در م  ی ش  ود. ح  اص  ل اس  ت  ق  راء اص  ل ب  ک  م  ک اث  ب  ات م  اب  ق  ی .m+ ۱ ∈ A ی  م دار ،m ∈ A ه  ر

اس  ت. ش  دن  ی ی  ف ت  ع  ر m+n ع  دد ،m,n ∈ N ه  ر ب  ه ازای

ی  ر ز ع  م  ل  گ  ره  ای ب  رای و ش  د ارائ  ه ج  م  ع ب  رای ک  ه ب  الا ی  ف ت  ع  ر ب  ا م  ش  اب  ه را ی  ف  ی ت  ع  ر آ. ۲. ی  ن ت  م  ر
:m و n ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ه  ر ب  ه ازای ی  د. ب  ی  اور

m ·n (۱)
mn (۲)

دارد ادام  ه آخ  ر ال  ی ت  ا و رس  ی  ده m+ ۱ ع  دد ب  ه ،m ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ه  ر از ک  ه را ع  م  ل  گ  ر ی  ک ت  ع  ری  ف  ی رون  د
ی  ک دت  رم  ی  ن  ان م  ح  اس  بۀ ج  ه  ت ب  ازگ  ش  ت  ی رون  د ی  ک ش  اه  د ،(۳ .۶) ف  رم  ول در م  ث  لاً ن  ام  ن  د. م  ی ب  ازگ  ش  ت  ی را
ان  ج  ام در اس  ت  ف  اده ب  رای آی  د، م  ی ادام  ه در ک  ه ه  م  ان ط  ور ت  ع  اری  ف، ن  وع ای  ن ه  س  ت  ی  م. n م  رت  بۀ م  ات  ری  س

ان  د. م  ن  اس  ب اس  ت  ق  رای  ی اس  ت  ن  ت  اج  ه  ای

اس  ت  ق  راء اص  ل آ. ۲
لازم ک  رد، اس  ت  ن  ت  اج پ  ئ  ان  و م  وض  وع اص  ول از را ط  ب  ی  ع  ی اع  داد از م  ه  م خ  اص  ی  ت ه  ر ب  ت  وان ای  ن  ک  ه ب  رای
ب  دی  ن ب  ری  م. ب  ک  ار را ی  اض  ی) ر (اس  ت  ق  رای اس  ت  ق  راء اص  ل ب  ن  ام گ  ی  ری ن  ت  ی  ج  ه از خ  اص  ی ف  رم ت  ا اس  ت

ب  اش  د.۵ n ط  ب  ی  ع  ی ع  دد از ت  اب  ع  ی و دل  خ  واه ای گ  زاره P(n) ک  ن  ی  م ف  رض م  ن  ظ  ور،

اس  ت: ی  ر ز ش  رط  ه  ای در ص  ادق و n ∈ N ب  ه واب  س  ت  ه ای گ  زاره P(n) ک  ن  ی  م ف  رض آ. ۱. ق  ض  ی  ه
گ  وی  ن  د). م  ی اس  ت  ق  راء ش  روع ی  ا و اس  ق  راء پ  ایۀ آن ب  ه (ک  ه اس  ت درس  ت ای گ  زاره P(۰) (۱)

در ب  اش  د. درس  ت P(n) ک  ه ب  ه ش  رط  ی اس  ت درس  ت اس  ت  ق  رای  ی) (م  رح  لۀ P(n+ ۱) گ  زارۀ (۲)
اس  ت. ب  رق  رار و ص  ح  ی  ح n ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ه  ر ب  رای P(n) ای  ن ص  ورت

داری  م x,y,z ط  ب  ی  ع  ی ع  دد س  ه ه  ر ب  رای ی  ا و n ⩽ ۲” ی  ا و ”n+ ۲ = ۲+n”، اس  ت” ۵ م  س  اوی n” ن  م  ون  ه، ب  رای .۵
. ” xn + yn = zn
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اس  ت. درس  ت P(n) آن  ه  ا ب  ه ازای ک  ه اس  ت n ه  ای  ی ∈ N ه  مۀ ش  ام  ل ای م  ج  م  وع  ه A ک  ن  ی  د ف  رض ب  ره  ان.
ک  ه اس  ت  ق  رای  ی م  رح  لۀ ب  رق  راری از ط  رف  ی از .۰ ∈ A ی  ع  ن  ی ای  ن و ب  وده درس  ت P(۰) ق  ض  ی  ه، ف  رض ب  ه ت  وج  ه ب  ا

.A = N م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه اس  ت  ق  راء اص  ل ب  ک  م  ک و n+ ۱ ∈ A ،n ∈ A ه  ر ب  رای گ  وی  د م  ی

ی  د: ب  گ  ذار P(n) را (ت  س  اوی) گ  زاره اس  م اب  ت  دا، در ک  ن  ی  م. م  ی اث  ب  ات را ی  ر ز ف  رم  ول آ. ۱. م  ث  ال

۰+ ۱+ ۲+ ۳+ · · ·+n = n(n+۱)
۲ (آ. ۱)

ی  را ز اس  ت درس  ت P(۰) ب  ه وض  وح
P(۰) : ۰ = ۰×۱

۲

اس  ت. ب  رق  رار اس  ت  ق  راء پ  ایۀ ده  د م  ی ن  ش  ان ک  ه
ب  ی  اف  زای  ی  د: را n+ ۱ ط  رف  ی  ن ب  ه و ۶ و گ  رف  ت  ه ص  ح  ی  ح ای گ  زاره را P(n) اک  ن  ون

(۰+ ۱+ ۲+ ۳+ · · ·+n)+(n+ ۱) = n(n+۱)
۲ +(n+ ۱)

= (n+ ۱)
( n

۲ + ۱
)
= N(N+۱)

۲

ح  ک  م ل  ذا اس  ت. درس  ت P(n+ ۱) ک  ه ده  د م  ی ن  ش  ان آخ  ر ت  س  اوی ب  رق  راری .N = n+ ۱ آن در ک  ه
اس  ت. اس  ت  ف  اده ق  اب  ل ط  ب  ی  ع  ی اع  داد در ات  ح  ادی ب  ه ع  ن  وان واق  ع در (آ. ۱) ادع  ای و اث  ب  ات اس  ت  ق  راء

م  وض  وع اص  ول از ن  اش  ی ط  ب  ی  ع  ی اع  داد خ  واص از ت  ع  دادی اس  ت  ن  ت  اج ب  ه م  ث  ال، ای  ن در آ. ۲. م  ث  ال
ه  س  ت  ن  د. ط  ب  ی  ع  ی اع  دادی ح  روف ه  مۀ ی  م. پ  رداز م  ی اس  ت  ق  راء، ب  ک  م  ک پ  ئ  ان  و

ح  ال  ت در و ۰+m = m ،m ∈N ج  م  ی  ع ب  ه ازای اس  ت. م  ف  روض P(n) : ۰+n = n گ  زارۀ (۱)
اس  ت. درس  ت اس  ت  ق  راء پ  ایۀ ی  ع  ن  ی P(۰) ای  ن ب  ن  اب  ر و ۰+ ۰ = ۰ خ  اص

ی  م: دار ک  رده، ف  رض درس  ت را P(n) اک  ن  ون
۰+(n+ ۱) = s(۰+n) = s(n) = n+ ۱

اس  ت  ن  ت  اج  ه  ای  ی اس  ت  ق  رای  ی، م  رح  لۀ ه  م و اس  ت  ق  راء پ  ایۀ ه  م چ  ون اس  ت. درس  ت P(n+ ۱) ی  ع  ن  ی ای  ن و
اس  ت. درس  ت ن  ی  ز P(n) گ  زارۀ ،n ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ه  ر ب  رای ل  ذا درس  ت  ن  د

ب  اش  د. ب  رق  رار n ف  رض  ی ع  دد ب  ه ازای ادع  ا ای  ن ک  ه پ  ذی  ری  م م  ی دی  گ  ر ب  ه ع  ب  ارت .۶
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در م  ع  م  ول  ی ج  م  ع ب  ه ن  س  ب  ت آن  را درس  ت  ی و ان  داخ  ت  ه پ  ذی  ری ش  رک  ت خ  اص  ی  ت ب  ه ن  گ  اه  ی (۲)
ک  ن  ی  م: م  ی ب  ررس  ی ط  ب  ی  ع  ی اع  داد

Sl,m(n) : (l +m)+n = l +(m+n)

چ  ون: اس  ت درس  ت اس  ت  ق  راء پ  ایۀ
Sl,m(۰) = (l +m)+ ۰ = l +m = l +(m+ ۰)

را Sl,m(n+ ۱) اس  ت  ق  رای  ی م  رح  لۀ درس  ت  ی ب  ای  د ط  ب  ی  ع  ی، ای n ب  ه ازای Sl,m(n) درس  ت  ی ف  رض ب  ا ح  ال
ی  م: دار ده  ی  م. ن  ش  ان

Sl,m(n+۱)︷ ︸︸ ︷
(l +m)+(n+ ۱) =

s(l+(m+n))︷ ︸︸ ︷
s((l +m)+n) = l + s(m+n)︸ ︷︷ ︸

l+(m+(n+۱))

,

اس  ت. ب  رق  رار ج  م  ع ع  م  ل ب  ا و ط  ب  ی  ع  ی اع  داد ب  ی  ن در ه  م ش  رک  ت  پ  ذی  ری خ  اص  ی  ت ده  د م  ی ن  ش  ان ک  ه
ط  ب  ی  ع  ی اع  داد در را ی  ر ز گ  زارۀ درس  ت  ی درب  ارۀ (۳)

Qm(n) = m+(n+ ۱) = (m+ ۱)+n

ی  را ز اس  ت درس  ت اس  ت  ق  راء پ  ایۀ
Qm(۰) : m+(۰+ ۱) = (m+ ۱)+ ۰

ی  م: پ  رداز م  ی Qm(n+ ۱) درس  ت  ی ت  ح  ق  ی  ق ب  ه ای، n ب  رای Qm(n) ص  ح  ت ف  رض ب  ا
Qm(n+۱)︷ ︸︸ ︷

m+(n+ ۱+ ۱) = s(m+(n+ ۱)) = s((m+ ۱)+n) = (m+ ۱)+(n+ ۱)

ات  ح  اد ی  ک و ب  ام  ع  ن  ی ای گ  زاره m,n ط  ب  ی  ع  ی ع  دد دو ه  ر ب  رای Qm(n) اس  ت  ق  راء، اص  ل ب  ن  اب  ه ل  ذا و
اس  ت.

m+ ۰ = ۰+m آن گ  اه n = ۰ اگ  ر ب  ه وض  وح اس  ت. ش  ده داده m+ n = n+m گ  زاره (۴)
ق  س  م  ت ب  ک  م  ک آن گ  اه ب  اش  د ص  ح  ی  ح ای n ب  ه ازای ادع  ا ای  ن اگ  ر اس  ت. درس  ت ه  م  ی  ش  ه ای گ  زاره

ق  ب  ل:
m+(n+ ۱) = s(m+n) = s(n+m) = n+(m+ ۱) = (n+ ۱)+m
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اس  ت  ان  دارد خ  اص  ی  ت دو (آ. ۲)، ی  ن ت  م  ر در ش  ده ب  ی  ان ض  رب ب  ک  م  ک آ. ۳. ی  ن ت  م  ر
ک  ن  ی  د. اث  ب  ات ط  ب  ی  ع  ی اع  داد در را mn = nm و m(nk) = (mn)k

پ  ردازی  م: م  ی آ. ۱ ق  ض  یۀ از ص  ورت دو ب  ه ادام  ه، در

در ص  ادق و n ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ح  س  ب ب  ر ای گ  زاره P(n) ک  ن  ی  د ف  رض ض  ع  ی  ف) (اس  ت  ق  رای آ. ۲. ن  ت  ی  ج  ه
اس  ت: ی  ر ز ش  رای  ط

اس  ت. درس  ت P(n۰) n۰ای، ب  ه ازای (۱)
ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. درس  ت P(n) ه  رگ  اه اس  ت درس  ت P(n+ ۱) گ  زارۀ ،n ⩾ n۰ ب  رای (۲)

اس  ت. ب  رق  رار P(n) گ  زارۀ ،n ⩾ n۰ ب  رای

ش  رای  ط ص  ورت، ای  ن در گ  ی  ری  م. م  ی ن  ظ  ر در اس  ت” درس  ت P(n+n۰)” ش  ک  ل ب  ه را P′(n) گ  زارۀ ب  ره  ان.
ب  ردن ب  ک  ار ب  ا ل  ذا ب  ود. خ  واه  د P′(n) گ  زارۀ روی آ. ۱ ق  ض  یۀ ش  رای  ط ب  رق  راری ب  ا م  ع  ادل P(n) روی ف  وق
ب  رده، پ  ی  ش را اث  ب  ات اس  ت، درس  ت ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ه  ر ب  رای P′(n) ای  ن  ک  ه اس  ت  ن  ت  اج آن از ب  ع  د و اس  ت  ق  راء اص  ل

ش  ود.). م  ی درس  ت ه  م  ی  ش  ه ای گ  زاره P(n) گ  زارۀ ،n ⩾ n۰ ب  ه ازای واق  ع، ک  ن  ی  د(در ک  ام  ل را اث  ب  ات

ی  ر ز ن  ام  س  اوی اث  ب  ات ب  ه ت  ا م  ی خ  واه  ی  م اس  ت. ص  ح  ی  ح ع  ددی n > ۰ ک  ن  ی  م ف  رض آ. ۳. م  ث  ال
ی  م: ب  پ  رداز

۲n > ۳n (آ. ۲)

ام  ت  ح  ان را n = ۴ ع  دد اس  ت. غ  ل  ط ک  ام  لاً ف  وق ادع  ای ،۰ < n ⩽ ۳ ب  رای و دق  ت ک  م  ی ب  ا
م  ی ک  ن  ی  م:

۲۴ = ۱۶ > ۱۲ = ۳× ۴

اس  ت. درس  ت ک  ه
م  ق  دار ک  ه اس  ت ای  ن ط  ور اث  ب  ات روی  ه ب  اش  د. ب  رق  رار n ⩾ ۴ ب  رای ن  ام  ع  ادل  ه ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال
P(۴) ی  ر، ز ی  ف ت  ع  ر ب  ا ای  ن رو از و ب  وده آ. ۲ گ  زارۀ ش  ده) (ب  رق  رار ش  رط اول  ی  ن ب  ا م  ط  اب  ق n۰ = ۴

اس  ت: درس  ت گ  زاره ای
P(n) : ۲n > ۳n
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ح  ال: .n ⩾ ۴ آن در ک  ه ه  س  ت  ی  م P(n) درس  ت  ی روی از P(n+ ۱) درس  ت  ی اس  ت  ن  ت  اج ب  دن  ب  ال
P(n) ط  رف  ی  ن

م  ی ک  ن  ی  م→−−−−−−−−−− ض  رب ۲ در را ۲n+۱ = ۲× ۲n > ۲× ۳n = ۶n

ل  ذا n ⩾ ۴ چ  ون
۶n ⩾ ۳n+ ۳n > ۳n+ ۳ = ۳(n+ ۱)

از م  ی ده  د. ن  ش  ان n ⩾ ۴ ب  ه ازای را P(n+ ۱) ب  رق  راری ک  ه ۲n+۱ > ۶n > ۳(n+ ۱) ای  ن ب  ن  اب  ر و
اس  ت. درس  ت ه  م  واره ادع  ای  ی n ⩾ ۴ م  ق  ادی  ر ب  رای آ. ۲ ای  ن رو

ش  رای  ط واج  د و n ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ح  س  ب ب  ر ای گ  زاره P(n) ک  ن  ی  د ف  رض ق  وی) (اس  ت  ق  رای آ. ۳. ن  ت  ی  ج  ه
اس  ت: ی  ر ز

اس  ت. درس  ت P(n۰) n۰ای، ∈ N ب  ه ازای (۱)
در ب  اش  د. درس  ت P(n) ،n ⩾ k ⩾ n۰ ب  رای ک  ه ب  ه ش  رط  ی اس  ت درس  ت P(n+ ۱) گ  زارۀ (۲)

اس  ت. ب  رق  رار P(n) گ  زارۀ ،n ⩾ n۰ ه  ر ب  رای ص  ورت ای  ن

و ک  رده ت  ع  ری  ف اس  ت” درس  ت ای گ  زاره n ⩾ k ⩾ n۰ ب  رای P(k)” ص  ورت ب  ه را P′(n) گ  زارۀ ب  ره  ان.
ب  ری  د. ب  ک  ار P′(n) ب  رای را آ. ۲ ن  ت  ی  جۀ س  پ  س

ی  ر: ز ی  س م  ات  ر دت  رم  ی  ن  ان م  ح  اس  بۀ ب  رای آ. ۴. م  ث  ال

An =


۳ ۲ ۰ · · · ۰ ۰
۱ ۳ ۲ · · · ۰ ۰
۰ ۱ ۳ · · · ۰ ۰
... ... ... . . . ... ...
۰ ۰ ۰ · · · ۱ ۳


n×n

زن  ی  م: م  ی ح  دس D۲ = ۷ و D۱ = ۳ ای  ن  ک  ه از .Dn = det(An) ک  ن  ی  د ف  رض

Dn = ۲n+۱ − ۱, (n ⩾ ۱)

ی  م. گ  ی  ر م  ی ک  م  ک ق  وی اس  ت  ق  رای از ادع  ا، ای  ن اث  ب  ات ب  رای و
.(D۱ = ۳) ش  ود م  ی ح  اص  ل ب  ه س  ادگ  ی ،P(۱) اس  ت  ق  راء، پ  ایۀ آن گ  اه n۰ = ۱ اگ  ر
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آن گ  اه n = ۱ اگ  ر اس  ت واض  ح ک  ن  ی  م. م  ی م  ح  اس  ب  ه اس  ق  رای  ی م  رح  لۀ ب  ه ورود ب  رای را Dn+۱ ح  ال
Dn+۱ = D۲ = ۷

آن گ  اه n ⩾ ۲ اگ  ر اس  ت. درس  ت م  ا ح  دس ل  ذا و

Dn+۱ = det(An+۱) = det


۳ ۲
۱ ۳

۰ · · · ۰
۲ · · · ۰

۰ ۱
... ...
۰ ۰

An−۱


= ۳×det(An−۱)− ۲× ۱×det(An−۱)− ۲× ۲× ۰

= ۳Dn − ۲Dn−۱

ی  م: دار P(n− ۱) و P(n) از اس  ت  ف  اده ب  ا اک  ن  ون
Dn+۱ = ۳(۲n+۱ − ۱)− ۲(۲n − ۱) = ۲× ۲n+۲ − ۱

ب  رق  رار ی  ک م  س  اوی ی  ا ب  زرگ  ت  ر م  ق  ادی  ر ب  رای م  ا ح  دس و ش  د اس  ت  ن  ت  اج P(n+ ۱) ای  ن ص  ورت ب  ه و
اس  ت.۷

م  س  ائ  ل آ. ۳
اس  ت. ب  رق  رار ه  م  واره ۱+ ۳+ ۵+ · · ·+(۲n− ۱) = n۲ ت  س  اوی ده  ی  د ن  ش  ان .۱

آوری  د. ب  دس  ت را ۱
۱×۲ +

۱
۲×۳ + · · ·+ ۱

n(n−۱) م  ج  م  وع .۲
اس  ت ط  ب  ی  ع  ی ع  ددی n و دل  خ  واه ح  ق  ی  ق  ی ع  دد x ⩾ ۰ آن در ک  ه را ب  رن  ول  ی) ن  ام  ع  ادلۀ (ب  ن  ام زی  ر ن  ام  ع  ادلۀ .۳

ک  ن  ی  د: ث  اب  ت را
(۱+ x)n ⩾ ۱+nx

اس  ت. ص  ح  ی  ح ع  ددی ه  م ن  ی  ز xn + ۱
xn آن گ  اه ب  اش  د ص  ح  ی  ح ع  ددی x+ ۱

x اگ  ر ک  ن  ی  د ث  اب  ت .۴
دق  ی  ق  ه ۳۰ (ب  رای دلار ۳ ق  ی  م  ت ب  ه ی  ک  ی ت  ل  ف  ن، اع  ت  ب  اری ک  ارت ن  وع دو ات  وم  ات  ی  ک م  اش  ی  ن ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض .۵
ه  ر ب  ه ازای ده  ی  د ن  ش  ان ک  ن  د. م  ی ع  رض  ه م  ک  ال  م  ه) دق  ی  ق  ه ۷۰ (ب  رای دلار ۵ ق  ی  م  ت ب  ه دی  گ  ری و م  ک  ال  م  ه)

ک  ن  ی  م. م  ی ب  ی  ان ب ض  م  ی  مۀ در را دت  رم  ی  ن  ان م  ح  اس  بۀ روش  ه  ای ب  ق  یۀ .۷
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ش  ود، دری  اف  ت ی  ا پ  رداخ  ت اض  اف  ی م  ب  ل  غ  ی ای  ن  ک  ه ب  دون ک  ارت  ه  ا ای  ن از م  ی ت  وان دلار ۷ از ب  زرگ  ت  ر م  ق  دار
ک  رد. خ  ری  داری

ت  وص  ی  ف  ی چ  ه اع  داد ای  ن ب  اش  د. ب  رق  رار ۲n > n۲ ن  ام  س  اوی آن  ه  ا ب  رای ک  ه ک  ن  ی  د پ  ی  دا را ط  ب  ی  ع  ی اع  داد ه  مۀ .۶
دارن  د؟

ک  ن  ی  د. پ  ی  دا را
(

cosα −sinα
sinα cosα

)n

و
(

λ ۱
۰ λ

)n

م  ات  ری  س  ه  ای ح  اص  ل .۷
اس  ت: درس  ت ه  م  واره c م  ق  دار ی  ک ب  ه ازای زی  ر ح  اص  ل ده  ی  د ن  ش  ان .۸(

a −b
b a

)n

+

(
a b
−b a

)n

=

(
c ۰
۰ c

)
،n ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ب  رای ک  ن  ی  د ث  اب  ت .۹

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۰ ۱ ۰ · · · ۰ ۰
−۱ ۰ ۱ · · · ۰ ۰

۰ −۱ ۰ · · · ۰ ۰
... ... ... ... ... ...
۰ ۰ ۰ · · · −۱ ۰

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

۱+(−۱)n

۲



ب
دت  رم  ی  ن  ان م  ح  اس  بۀ روش ه  ای

(ای  ن م  ی پ  ردازی  م خ  اص م  ات  ری  س  ه  ای دت  رم  ی  ن  ان م  ح  اس  بۀ ع  ال  ی ت  ر روش  ه  ای ب  ی  ان ب  ه ق  س  م  ت ای  ن در
م  رج  ع در اس  اس  اً م  ی ت  وان را ض  م  ی  م  ه ای  ن ه  رچ  ن  د م  ی اف  زای  ی  م). آم  د، ۳ .۴ ب  خ  ش در آن  چ  ه ب  ه را روش  ه  ا

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه ه  م [۱۵] م  رج  ع ب  ه ب  ی  ش  ت  ر م  ط  ال  عۀ ب  رای ول  ی ی  اف  ت [۲۵]

دت  رم  ی  ن  ان ت  ب  دی  ل ب. ۱
ان  ج  ام ب  ا ص  رف  اً و دت  رم  ی  ن  ان م  س  ت  ق  ی  م م  ح  اس  بۀ ب  دون م  ی ت  وان را دت  رم  ی  ن  ان ش  ام  ل ات  ح  اده  ای م  واق  ع  ی، در

ک  ن  ی  د: ت  وج  ه زی  ر م  ث  ال دو ب  ه ک  رد. اث  ب  ات ب  ه س  ادگ  ی م  ی گ  وی  ن  د، ت  ب  دی  ل آن  ه  ا ب  ه ک  ه اَع  م  ال  ی

ی  ر: ز ات  ح  اد درس  ت  ی اث  ب  ات ب  رای ب. ۱. ∣∣∣∣∣∣م  ث  ال
۱ a bc
۱ b ca
۱ c ab

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣
۱ a a۲

۱ b b۲

۱ c c۲

∣∣∣∣∣∣
دت  رم  ی  ن  ان م  ق  دار ک  ه ب  ه ط  وری اف  زوده دی  گ  ر س  ت  ون  ی از م  ض  رب  ی ب  ه را دت  رم  ی  ن  ان از س  ت  ون ی  ک ت  ا ی  م ق  ادر

ک  ن  ی  د): رج  وع ۳ .۴ ب  خ  ش در (a) خ  اص  ی  ت (ب  ه ب  م  ان  د ت  غ  ی  ی  ر ∣∣∣∣∣∣ب  دون
۱ a bc
۱ b ca
۱ c ab

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣
۱ a bc+a(a+b+ c)− ۱× (ab+ac+bc)
۱ b ac+b(a+b+ c)− ۱× (ab+ac+bc)
۱ c ab+ c(a+b+ c)− ۱× (ab+ac+bc)

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣
۱ a a۲

۱ b b۲

۱ c c۲

∣∣∣∣∣∣
ت  س  اوی درس  ت  ی اث  ب  ات ب  رای ب. ۲. ∣∣∣∣∣∣∣م  ث  ال

۰ x y z
x ۰ z y
y z ۰ x
z y x ۰

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣

۰ ۱ ۱ ۱
۱ ۰ z۲ y۲

۱ z۲ ۰ x۲

۱ y۲ x۲ ۰

∣∣∣∣∣∣∣
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ک  ه: م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده ن  ک  ت  ه ای  ن از

۱
x۲y۲z۲

∣∣∣∣∣∣∣
۰ xyz xyz xyz
x ۰ xz۲ xy۲

y yz۲ ۰ x۲y
z y۲z x۲z ۰

∣∣∣∣∣∣∣=
(xyz)۲

x۲y۲z۲

∣∣∣∣∣∣∣
۰ ۱ ۱ ۱
۱ ۰ z۲ y۲

۱ z۲ ۰ x۲

۱ y۲ x۲ ۰

∣∣∣∣∣∣∣
ب  الا م  رات  ب از دت  رم  ی  ن  ان م  ح  اس  بۀ روش ه  ای ب. ۲

م  ث  ل  ث  ی ی  س ه  ای م  ات  ر ب  ه ت  ح  وی  ل ب. ۲. ۱
ع  م  ل  ی  ات ب  ک  م  ک م  ث  ل  ث  ی ف  رم  ی ب  ه م  ات  ری  س ت  ح  وی  ل دت  رم  ی  ن  ان، م  ح  اس  بۀ روش  ه  ای م  ن  اس  ب ت  ری  ن از ی  ک  ی
ت  ح  وی  ل م  ات  ری  س اص  ل  ی ق  ط  ر روی درآی  ه ه  ای ض  رب ب  ا م  ات  ری  س دت  رم  ی  ن  ان ارائ  ه س  پ  س و م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری
ان  ج  ام م  ث  ل  ث  ی پ  ای  ی  ن ن  وع از ه  م و م  ث  ل  ث  ی ب  الا ن  وع از م  ی ت  وان  د ه  م م  ات  ری  س ی  ک ش  دن م  ث  ل  ث  ی . اس  ت۱ ش  ده

ک  ن  ی  د: ت  وج  ه زی  ر م  ث  ال ب  ه ن  دارد. وج  ود ف  رق  ی ح  ی  ث ای  ن از اص  ل  ی، م  ات  ری  س دت  رم  ی  ن  ان ی  اف  ت  ن در و ش  ود

ی  س م  ات  ر ت  ح  وی  ل ب  ا ب. ۳. م  ث  ال
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a۱ x x · · · x
x a۲ x · · · x
x x a۳ · · · x
... ... ... . . . ...
x x x · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ک  م س  ط  ره  ا ه  مۀ از را اول س  ط  ر اب  ت  دا در م  ی ک  ن  ی  م. م  ث  ل  ث  ی ب  الا را ی  س م  ات  ر م  ی آی  د، ک  ه ت  رت  ی  ب  ی ب  ه

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ک  ن  ی  د:

a۱ x x · · · x
x−a۱ a۲ − x ۰ · · · ۰
x−a۱ ۰ a۳ − x · · · ۰

... ... ... . . . ...
x−a۱ ۰ ۰ · · · an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۳ .۵ م  ث  ال .۱
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ب  رس  ی  د: ی  ر ز ی  س م  ات  ر ب  ه ت  ا آخ  ر ال  ی و دوم س  ت  ون از را a۲ −x اول، س  ت  ون از را a۱ −x ج  م  لات ح  ال

(a۱ − x)(a۲ − x) · · ·(an − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a۱
a۱−x

x
a۲−x

x
a۳−x · · · x

an−x
−۱ ۱ ۰ · · · ۰
−۱ ۰ ۱ · · · ۰
... ... ... . . . ...
−۱ ۰ ۰ · · · ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ی  س م  ات  ر ب  ب  ن  دی  د، ج  م  ع اول س  ت  ون ب  ا را س  ت  ون  ه  ا ه  مۀ و ب  ب  ی  ن  ی  د ۱+ x

a۱ − x
ب  ه ش  ک  ل را a۱

a۱ − x
اگ  ر

م  ی آی  د: ب  دس  ت ی  ر ز م  ث  ل  ث  ی ب  الا

(a۱ − x)(a۲ − x) · · ·(an − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
۱+∑n

i=۱
x

ai−x

)
x

a۲−x
x

a۳−x · · · x
an−x

۰ ۱ ۰ · · · ۰
۰ ۰ ۱ · · · ۰
... ... ... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ف  وق ی  س م  ات  ر اص  ل  ی ق  ط  ر روی درآی  ه ه  ای ح  اص  ل  ض  رب ب  ا اص  ل  ی ی  س م  ات  ر دت  رم  ی  ن  ان ای  ن ب  ن  اب  ر و

اس  ت: ب  راب  ر
detA = (a۱ − x)(a۲ − x) · · ·(an − x)

(
۱+

n

∑
i=۱

x
ai−x

)
ض  رای  ب ب  ر م  ب  ت  ن  ی روش ب. ۲. ۲

ده  د. ن  ش  ان را A = ||ai j||n×n م  ات  ری  س دت  رم  ی  ن  ان ،D م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ق  س  م  ت ای  ن در

ب  ه ت  وج  ه ب  ا D ث  ان  ی  اً اس  ت. n م  رت  بۀ از و ai j م  ت  غ  ی  ر n۲ ح  س  ب ب  ر چ  ن  دج  م  ل  ه ای D اولاً ب. ۱. گ  زاره
اس  ت. خ  ط  ی چ  ن  دج  م  ل  ه ای ،(A س  ط  ر (iاُم  ی  ن ai۱, . . . ,ain اع  ض  ای

Ai j آن در ک  ه D = ∑n
j=۱ ai jAi j iام: س  ط  ر ح  س  ب ب  ر آن ت  ج  زیۀ و D ت  ع  ری  ف ب  ه رج  وع ب  ا ب  ره  ان.

ب  ر خ  ط  ی چ  ن  دج  م  ل  ه ای D ل  ذا اس  ت iام س  ط  ر درآی  ه ه  ای از م  س  ت  ق  ل Ai j چ  ون اس  ت. ai j ن  ظ  ی  ر ه  م  س  ازۀ
م  ی گ  ردد. اث  ب  ات گ  زاره ق  س  م  ت دوم  ی  ن ای  ن ب  ن  اب  ر و ب  وده ai۱, . . . ,ain ح  س  ب

م  رت  بۀ از Mi j م  ی  ن  وره  ای ک  ه ک  رد ف  رض چ  ن  ی  ن اس  ت  ق  رای  ی دی  د ی  ک ب  ا م  ی ت  وان ادع  ا، اول  ی  ن اث  ب  ات ب  رای
م  ی ب  ای  س  ت D ل  ذا Ai j = (−۱)i+ jMi j چ  ون ه  س  ت  ن  د. n− ۱ م  رت  بۀ از چ  ن  دج  م  ل  ه ه  ای  ی ه  م  گ  ی n− ۱

ب  اش  ن  د. n م  رت  بۀ از چ  ن  دج  م  ل  ه ه  ای  ی از م  ج  م  وع  ی



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۷۲

چ  ون و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در م  ت  غ  ی  ر ت  ع  دادی از چ  ن  دج  م  ل  ه ای ب  ه ص  ورت آن  را ،D م  ق  دار ی  اف  ت  ن ب  ه ج  ه  ت اک  ن  ون
D اع  ض  ای م  ق  ای  س  ه ب  ا ل  ذا ک  رد ت  ج  زی  ه (ض  رای  ب) ض  رب  ی ع  وام  ل ب  ه ش  ک  ل (گ  اه  ی) م  ی ت  وان را چ  ن  دج  م  ل  ه ای

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت D خ  ط  ی، ض  رای  ب در ض  رب  ی ع  وام  ل و

A۴ و A۳ ،A۲ ،A۱ ب  ا آن  را س  ت  ون  ه  ای ی  د. ب  گ  ی  ر ن  ظ  ر در را D =

∣∣∣∣∣∣∣
۰ x y z
x ۰ z y
y z ۰ x
z y x ۰

∣∣∣∣∣∣∣ دت  رم  ی  ن  ان ب. ۴. م  ث  ال

م  ی زن  ی  م: ج  م  ع اول س  ت  ون ب  ا را آن  ه  ا ه  مۀ و ک  رده گ  ذاری ن  ام

D =

∣∣∣∣∣∣∣
x+ y+ z x y z
x+ y+ z ۰ z y
x+ y+ z z ۰ x
x+ y+ z y x ۰

∣∣∣∣∣∣∣=
خ  ط  ی ی  ب ︷ض  ر ︸︸ ︷
(x+ y+ z)

∣∣∣∣∣∣∣
۱ x y z
۱ ۰ z y
۱ z ۰ x
۱ y x ۰

∣∣∣∣∣∣∣
ده  ی  د: ان  ج  ام را A۱ +A۲ −A۳ −A۴ ح  ال

D =

∣∣∣∣∣∣∣
x− y− z x y z
x− y− z ۰ z y
−x+ y+ z z ۰ x
−x+ y+ z y x ۰

∣∣∣∣∣∣∣=−(−x+ y+ z)

∣∣∣∣∣∣∣
۱ x y z
۱ ۰ z y
−۱ z ۰ x
−۱ y x ۰

∣∣∣∣∣∣∣
ی  م: دار A۱ +A۳ −A۲ −A۴ ان  ج  ام ب  ا

D =

∣∣∣∣∣∣∣
−x+ y− z x y z
x− y− z ۰ z y
−x+ y− z z ۰ x
x− y+ z y x ۰

∣∣∣∣∣∣∣=−(x− y+ z)

∣∣∣∣∣∣∣
۱ x y z
−۱ ۰ z y

۱ z ۰ x
−۱ y x ۰

∣∣∣∣∣∣∣
ی  م: آور م  ی ب  دس  ت A۱ +A۴ −A۲ −A۳ ب  ا ص  ورت ب  ه  م  ی  ن و

D =

∣∣∣∣∣∣∣
−x− y+ z x y z
x+ y− z ۰ z y
x+ y− z z ۰ x
−x− y+ z y x ۰

∣∣∣∣∣∣∣= (x+ y− z)

∣∣∣∣∣∣∣
−۱ x y z

۱ ۰ z y
۱ z ۰ x
−۱ y x ۰

∣∣∣∣∣∣∣
آی  ن  د). ب  دس  ت اس  ت م  م  ک  ن ه  م دی  گ  ری (ب  ه ف  رم ه  س  ت  ن  د اخ  ت  ی  اری ض  رای  ب ای  ن

ی  ع  ن  ی ض  رای  ب ای  ن ح  اص  ل  ض  رب ب  وس  ی  لۀ D ای  ن  ک  ه ن  ت  ی  ج  ه

D̃ = (x+ y+ z)(y+ z− x)(x− y+ z)(x+ y− z)
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ک  ه ۴ ب  ا اس  ت ب  راب  ر D چ  ن  د ج  م  ل  ه ای م  رت  بۀ ب. ۱، گ  زاره در ح  ک  م اول  ی  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی ش  ود. ع  اد
ت  ج  زیۀ در .D = cD̃ ن  وش  ت م  ی ت  وان c ث  اب  ت م  ق  دار ب  ه ازای ای  ن رو از اس  ت. ی  ک  س  ان D̃ م  رت  بۀ ب  ا ای  ن
ای  ن  ک  ه ن  ت  ی  ج  ه .c =−۱ ل  زوم  اً و +۱ ع  دد ی  ب ض  ر D̃ در ج  م  ل  ه ه  م  ی  ن ب  رای و −۱ ع  دد z۴ م  ض  رب ،D

آم  د. ب  دس  ت D

دت  رم  ی  ن  ان از ب  ازگ  ش  ت  ی ی  ف ت  ع  ر ب. ۲. ۳
ب  ه آن (ت  ب  دی  ل) ت  ق  ل  ی  ل ل  ذا و آن س  ت  ون  ه  ای و س  ط  ره  ا ب  وس  ی  لۀ دت  رم  ی  ن  ان ت  ج  زیۀ ب  ر روش ای  ن اس  اس
ای  ده ای  ن از درآن ک  ه A.۴ م  ث  ال ب  ه ب  خ  ش ای  ن در اس  ت. ک  م  ت  ر م  رت  بۀ از ول  ی م  ش  اب  ه ش  ک  ل از دت  رم  ی  ن  ان  ی
م  ی ک  ن  ی  م: ارائ  ه زی  ر ه  م  ان  ن  د ع  م  وم  ی ف  رم  ول ی  ک آن، م  ان  ن  د دت  رم  ی  ن  ان ه  ای  ی ب  رای و ک  رده ت  وج  ه ش  د، اس  ت  ف  اده

Dn = pDn−۱ +qDn−۲, (n > ۲)

ب  ه ت  رت  ی  ب αβ = −q و α +β = p آن در ک  ه م  ی ش  ن  اس  ی  م را x۲ − px−q = ۰ دوم درجۀ م  ع  ادلۀ
ب  رای و ب  الا ادع  ای  ی ف  رم  ول در آن  ه  ا دادن ق  رار ب  ا اس  ت. م  ع  ادل  ه از α,β ج  واب  ه  ای ح  اص  ل  ض  رب و م  ج  م  وع
م  ی ت  وان اس  ت  ق  راء ب  ک  م  ک و α 6= β ک  ه ح  ال  ت  ی  در .Dn = (α +β )Dn−۱ −αβDn−۲ داری  م: n > ۲

آن در ک  ه Dn = c۱αn + c۲β n داد: ن  ش  ان

c۱ =
D۲−βD۱
α(α−β ) , c۲ =

αD۱−D۲
β (−β+α)

آن در ک  ه م  ی رس  ی  م Dn = (c۱n+ c۲)αn−۲ ف  رم  ول ب  ه ،α = β اگ  ر

c۱ = D۲ −αD۱, c۲ = ۲αD۱ −D۲

اول س  ط  ر ح  س  ب ب  ر ب  س  ط ب  ا ،D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۵ ۳ ۰ ۰ · · · ۰ ۰
۲ ۵ ۳ ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۲ ۵ ۳ · · · ۰ ۰
... ... ...
۰ ۰ ۰ ۰ · · · ۲ ۵

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
م  ح  اس  بۀ ب  رای ب. ۵. م  ث  ال

ی  م: دار
Dn = ۵Dn−۱ − ۶Dn−۲

ی  اف  ت  ن ک  ل  ی ف  رم  ول x۲ − ۵x+ ۶ = ۰ دوم درجۀ م  ع  ادلۀ از α = ۲,β = ۳ ج  واب  ه  ای ب  ک  م  ک ح  ال
.۳n+۱ − ۲n+۱ = c۱αn + c۲β n = Dn ی  ع  ن  ی: م  ی آی  د، ب  دس  ت دت  رم  ی  ن  ان



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۷۴

دت  رم  ی  ن  ان دو از م  ج  م  وع  ی ب  ه ص  ورت دت  رم  ی  ن  ان ی  ک ن  م  ای  ش ب. ۲. ۴
ش  د، ب  ی  ان دت  رم  ی  ن  ان ب  ودن خ  ط  ی خ  اص  ی  ت درب  ارۀ ک  ه ۱ .۴ .۳ ب  خ  ش از (a) خ  اص  ی  ت م  رور و رج  وع ب  ا
ح  ل و درآورده س  اده ت  ر ش  ک  ل دو از م  ج  م  وع  ی ب  ه ص  ورت را پ  ی  چ  ی  ده (ب  ظ  اه  ر) دت  رم  ی  ن  ان ی  ک م  ی ت  وان گ  اه  ی

ک  رد.

ی  اف  ت  ن ب  رای ب. ۶. م  ث  ال

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a۱ +b۱ a۱ +b۲ · · · a۱ +bn
a۲ +b۱ a۲ +b۲ · · · a۲ +bn... ... ...
an +b۱ an +b۲ · · · an +bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ن  وش  ت: ه  م ی  ر ز ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان آن  را

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a۱ a۱ · · · a۱

a۲ +b۱ a۲ +b۲ · · · a۲ +bn... ... ...
an +b۱ an +b۲ · · · an +bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b۱ b۲ · · · bn
a۲ +b۱ a۲ +b۲ · · · a۲ +bn... ... ...
an +b۱ an +b۲ · · · an +bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ی  ک ق  ال  ب در (و ک  وچ  ک  ت  ر دت  رم  ی  ن  ان ۲n ت  ع  داد ب  ه ب  ار، n از ب  ع  د و ت  ف  ک  ی  ک ن  ح  وه ای  ن ت  ک  رار ب  ا
ی  ا و م  ی ب  ی  ن  ی  م س  ط  ر ه  ر در را ai,ai, · · · ,ai ی  ا ت  ج  زی  ه، ه  ر در و ک  ار، ای  ن ب  ا م  ی  رس  ی  م. ج  م  ع  ون  د)
ه  س  ت، (n > ۲ (وق  ت  ی س  ط  ر دو ح  داق  ل ش  دن ی  ک  ی ام  ک  ان چ  ون ص  ورت ه  ر در .b۱,b۲, · · · ,bn

ای  ن رو از .Dn = ۰ ای  ن ح  ال  ت در ل  ذا

D۱ = a۱ +b۱, D۲ = (a۱ −a۲)(b۲ −b۱)

دت  رم  ی  ن  ان درآی  ه ه  ای در ت  غ  ی  ی  ر ب. ۲. ۵
ک  ن  ی  د ف  رض

D =

a۱۱ · · · a۱n... . . . ...
an۱ · · · ann

 , D′ =

a۱۱ + x · · · a۱n + x
... . . . ...

an۱ + x · · · ann + x


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داری  م: آم  د ب. ۲. ۴ در ک  ه روش  ی ب  ک  م  ک

D′ = D+


x · · · x

a۲۱ · · · a۲n... . . . ...
an۱ · · · ann

+


a۱۱ · · · a۱n
x · · · x
... . . . ...

an۱ · · · ann

+


a۱۱ · · · a۱n
a۲۱ · · · a۲n... . . . ...
x · · · x


اس  ت. ai j درآیۀ ن  ظ  ی  ر ه  م  س  ازۀ Ai j آن در ک  ه D′ = D+ x∑n

i, j Ai j ن  ت  ی  ج  ه در

م  ح  اس  بۀ ب  رای ب. ۷. م  ث  ال

D′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a۱ x · · · x
x a۲ · · · x
... ... . . . ...
x x · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
م  ی ک  ن  ی  م: ک  م درآی  ه ه  ا ه  مۀ از را x م  ق  دار

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a۱ − x ۰ · · · ۰

۰ a۲ − x · · · ۰
... ... . . . ...
۰ ۰ · · · an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= (a۱ − x)(a۲ − x) · · ·(an − x)

:i = j ب  رای و ب  وده ص  ف  ر ه  م  گ  ی Ai j ه  م  س  ازه ه  ای ،i 6= j ب  رای ک  ه ی  م دار ت  وج  ه

Aii = (a۱ − x)(a۲ − x) · · ·(ai−۱ − x)(ai+۱ − x) · · ·(an − x)

ب  ا: اس  ت ب  راب  ر ک  ه D′ = (a۱ − x)(a۲ − x) · · ·(an − x)+ x∑n
i=۱ Aii پ  س

D′ = x(a۱ − x)(a۲ − x) · · ·(an − x)
(

۱
x +

۱
a۱−x + · · ·+ ۱

an−x

)
خ  اص دت  رم  ی  ن  ان دو ب. ۲. ۶

م  ی ش  ن  اس  ن  د: وان  درم  ون  د دت  رم  ی  ن  ان ب  ن  ام را زی  ر دت  رم  ی  ن  ان

V (x۱, · · · ,xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
۱ x۱ x۲

۱ · · · xn−۱
۱

۱ x۲ x۲
۲ · · · xn−۱

۲... ... ... . . . ...
۱ xn x۲

n · · · xn−۱
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (ب.۱)
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ب. ۲. ق  ض  ی  ه
V (x۱, · · · ,xn) = ∏

۱⩽i< j<⩽n
(x j − xi).

اس  ت:۲ م  ع  روف دوری م  ات  ری  س ب  ن  ام زی  ر م  ات  ری  س

C =


a۰ a۱ a۲ · · · an−۱

an−۱ a۰ a۱ · · · an−۲
an−۲ an−۱ a۰ · · · an−۳... ... ... . . . ...

a۱ a۲ a۳ · · · a۰


آن در ک  ه det(C) = ∏n−۱

i=۰ f (εi) آن گ  اه f (x) = an−۱xn−۱ + · · ·+a۱x+a۰ اگ  ر ب. ۳. ق  ض  ی  ه
ه  س  ت  ن  د. ۱ ع  دد م  ت  م  ای  ز و م  خ  ت  ل  ط ی  ش  ه ه  ای ر εi(۰⩽i⩽n−۱) ه  ا

م  س  ائ  ل ب. ۳
ه  م  واره آن دت  رم  ی  ن  ان آن گ  اه ب  اش  ن  د ±۱ ،۳ م  رت  بۀ از م  ات  ری  س ی  ک درآی  ه ه  ای ه  مۀ اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ث  اب  ت .۱

اس  ت. زوج ع  ددی

ده  ی  د: ن  ش  ان دت  رم  ی  ن  ان  ه  ا ت  ک ت  ک م  ح  اس  بۀ ب  دون را زی  ر ت  س  اوی  ه  ای درس  ت  ی .۲∣∣∣∣∣∣
a۱ b۱ a۱x+b۱y+ c۱
a۲ b۲ a۲x+b۲y+ c۲
a۳ b۳ a۳x+b۳y+ c۳

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣
a۱ b۱ c۱
a۲ b۲ c۲
a۳ b۳ c۳

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
۱ a bc
۱ b ac
۱ c ab

∣∣∣∣∣∣= (b−a)(c−a)(c−b),

∣∣∣∣∣∣
۱ a a۳

۱ b b۳

۱ c c۳

∣∣∣∣∣∣= (a+b+ c)

∣∣∣∣∣∣
۱ a a۲

۱ b b۲

۱ c c۲

∣∣∣∣∣∣
ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه .۳∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a۱۱ a۱۲ a۱۳ a۱۴ a۱۵
a۲۱ a۲۲ a۲۳ a۲۴ a۲۵
a۳۱ a۳۲ ۰ ۰ ۰
a۴۱ a۴۲ ۰ ۰ ۰
a۵۱ a۵۲ ۰ ۰ ۰

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2. Circulant Matrix
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ک  ن  ی  د: ح  ل را زی  ر م  ع  ادلۀ .۴∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۱ ۱ ۱ · · · ۱
۱ ۱− x ۱ · · · ۱
۱ ۱ ۲− x · · · ۱
... ... ... . . . ...
۱ ۱ ۰ · · · n− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ۰

آوری  د. ب  دس  ت را

∣∣∣∣∣∣∣
۲ −۳ ۴ ۱
۴ −۲ ۳ ۲
a b c d
۳ −۱ ۴ ۳

∣∣∣∣∣∣∣ دت  رم  ی  ن  ان س  وم، س  ط  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا .۵

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را

∣∣∣∣∣∣∣
۱ ۰ ۲ a
۲ ۰ b ۰
۳ c ۴ ۵
d ۰ ۰ ۰

∣∣∣∣∣∣∣ دت  رم  ی  ن  ان .۶

ب  ی  اب  ی  د. م  ث  ل  ث  ی ش  ان ب  الا م  ت  ن  اظ  ر ن  وع ب  ه آن  ه  ا ت  ب  دی  ل ب  ا را زی  ر م  ات  ری  س  ه  ای دت  رم  ی  ن  ان .۷∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۱ ۱ ۱ · · · ۱
۱ ۱ ۰ · · · ۰
۱ ۰ ۱ · · · ۰
... ... ... . . . ...
۱ ۰ ۰ · · · ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۱ ۱ ۱ · · · ۱
۱ ۰ ۱ · · · ۱
۱ ۱ ۰ · · · ۱
... ... ... . . . ...
۱ ۱ ۱ · · · ۰

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۳ ۲ ۲ · · · ۲
۲ ۳ ۲ · · · ۲
۲ ۲ ۳ · · · ۲
... ... ... . . . ...
۲ ۲ ۲ · · · ۳

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a۰ a۱ a۲ · · · an
−x x ۰ · · · ۰

۰ −x x · · · ۰
... ... ... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

آوری  د. ب  دس  ت ب. ۲. ۲ ب  خ  ش روش ب  ک  م  ک را زی  ر دت  رم  ی  ن  ان  ه  ای .۸∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a۰ a۱ a۲ · · · an
a۰ x a۲ · · · an
a۰ a۱ x · · · an... ... ... . . . ...
a۰ a۱ a۲ · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

,

∣∣∣∣∣∣∣
−x a b c
a −x c b
b c −x a
c b a −x

∣∣∣∣∣∣∣
۴×۴

آوری  د. ب  دس  ت ب. ۲. ۳ ب  خ  ش روش ب  ک  م  ک را زی  ر دت  رم  ی  ن  ان  ه  ای .۹



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۷۸

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a۱ ۱ ۱ · · · ۱
۱ a۲ ۰ · · · ۰
۱ ۰ a۳ · · · ۰
... ... ... . . . ...
۱ ۰ ۰ · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۲ ۱ ۰ · · · ۰
۱ ۲ ۱ · · · ۰
۰ ۱ ۲ · · · ۰
... ... ... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · ۲

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۳ ۲ ۰ · · · ۰
۱ ۳ ۲ · · · ۰
۰ ۱ ۳ · · · ۰
... ... ... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · ۳

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

آوری  د.۳ ب  دس  ت ب. ۲. ۴ ب  خ  ش روش ب  ا را زی  ر دت  رم  ی  ن  ان .۱۰∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x۱ a۱ · · · an
a۱ x۲ · · · an... ... . . . ...
a۱ a۲ · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

ش  ک  ل از چ  ن  دج  م  ل  ه ه  ای  ی p۰, p۱, · · · pn و م  ت  غ  ی  ر ه  م  گ  ی x۰,x۱, · · · ,xn ک  ن  ی  د ف  رض .۱۱

p j = a jx j ک  م  ت  ر)+ ت  وان ب  ا (ج  م  لات

ده  ی  د: ن  ش  ان ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ب  اش  ن  د.
p۰(x۰) p۱(x۰) · · · pn(x۰)
p۰(x۱) p۱(x۱) · · · pn(x۱)... ... . . . ...
p۰(xn) p۱(xn) · · · pn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= (a۰a۱ · · ·an)V (x۰,x۱, · · · ,xn)

.xi = (xi −ai)+ai ب  ن  وی  س  ی  د راه  ن  م  ای  ی: .۳



پ
م  خ  ت  ل  ط اع  داد

ض  رب ب  ن  ام دی  گ  ری ض  رب اس  ت)، ع  دد آن ح  اص  ل (ک  ه ن  ق  ط  ه ای ض  رب ب  ر ع  لاوه ،R۲ ص  ف  حۀ در
اس  ت: R۲ در ب  ردار ی  ک آن ن  ت  ی  جۀ ک  ه دارد وج  ود م  خ  ت  ل  ط

(x,y)(x′,y′) = (xx′− yy′,xy′+ yx′)

اع  داد ب  ی  ن در رای  ج م  ع  م  ول  ی ض  رب ب  ه ب  ه ش  ک  ل  ی م  ی آی  د، ادام  ه در ض  رب ن  وع ای  ن از ک  ه خ  واص  ی
اع  داد را آن  ه  ا ک  ه اَش  ک  ال  ی ب  ه (ن  ق  اط) ص  ف  ح  ه اع  ض  ای ت  ا م  ی ش  ود ب  اع  ث واق  ع در و ب  وده ن  زدی  ک ح  ق  ی  ق  ی
ج  دی  د ت  ل  ق  ی ش  ام  ل م  ج  م  وع  ه ای ب  ا را (R۲ (م  ج  م  وعۀ ص  ف  ح  ه ای  ده ، ای  ن ش  ون  د. م  رت  ب  ط م  ی ن  ام  ی  م، م  خ  ت  ل  ط
م  رت  ب زوج ب  ا ط  ول، م  ح  ور روی x ∈ R ع  دد ه  ر ن  گ  اه، ای  ن در م  ی ک  ن  د. ع  وض (C (م  ج  م  وعۀ ن  ق  اط از
xه  ا م  ح  ور ب  ر ن  ق  ط  ه ی  ک ن  م  ای  ش ک  ه (۱, ۰) ب  ردار م  ث  لاً م  ی ش  ود. ان  گ  اش  ت  ه ی  ک  ی (x, ۰) اف  ق  ی) م  ک  ان (ب  ردار
(x ه  ا)، اف  ق  ی م  ح  ور ای  ن  چ  ن  ی  ن، اس  ت. خ  ط ای  ن روی ۱ ع  دد م  ت  ن  اظ  ر ،(R۲ اس  ت  ان  دارد پ  ایۀ از ع  ض  و (اول  ی  ن
پ  ایۀ از پ  ای  ه دوم  ی  ن ه  م  ان ک  ه را (۰, ۱) ب  ردار .R⊂ C ک  ه م  ی ش  ود ث  اب  ت و م  ان  ده ب  اق  ی ح  ق  ی  ق  ی م  ح  ور
ع  دد م  ی ده  ن  د. ن  م  ای  ش i ب  ا و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در م  ح  ض م  خ  ت  ل  ط ع  دد ی  ک ب  ه ع  ن  وان را اس  ت R۲ اس  ت  ان  دار

م  ی گ  وی  ن  د.۱ ه  م −۱ ع  دد ج  ذر ی  ا و واح  د م  وه  وم  ی را i م  خ  ت  ل  ط
ب  ردار ه  ر و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در (م  ح  ض) م  وه  وم  ی م  ح  ور را (yه  ا) ع  م  ودی م  ح  ور م  ش  اب  ه، ب  ه ط  ور

م  ی ن  ام  ن  د. م  ح  ض م  وه  وم  ی ع  دد ی  ک را (۰,y) = y(۰, ۱) = (۰, ۱)y

داری  م: z = (x,y) م  خ  ت  ل  ط ع  دد ب  رای

z = (x,y) = x(۱, ۰)+ y(۰, ۱)︸ ︷︷ ︸
(۰,۱)y ی  ا

= x+ yi︸︷︷︸
iy ی  ا

.i۲ = (۰, ۱)(۰, ۱) = (−۱, ۰) =−۱ ک  ه ای  ن اس  ت ع  ل  ت .۱



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۸۰

ن  م  اد ب  ا (و z م  وه  وم  ی ق  س  م  ت را y و (Re(z) ن  م  اد ب  ا (و z ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت را x ن  م  ای  ش، ن  ح  و ای  ن در
دارد:۲ وج  ود خ  واص  ی م  خ  ت  ل  ط ض  رب ب  رای م  ی گ  وی  ن  د. (Im(z)

اس  ت. ج  اب  ج  ای  ی ض  رب م  ی ده  د، ن  ش  ان ک  ه zz′ = z′z اولاً z′′ و z,z′ ب  رای
ب  ه ن  س  ب  ت ض  رب پ  خ  ش  ی خ  اص  ی  ت آن از پ  س و z(z′z′′) = (zz′)z′′ پ  ذی  ری ش  رک  ت خ  اص  ی  ت ث  ان  ی  اً

.z(z′+ z′′) = zz′+ zz′′ ک  ه ب  ه ط  وری گ  رف  ت ک  م  ک ج  م  ع
ب  رق  رارن  د. 0 · z = 0 و ۱ · z = z آن گ  اه 0 = (۰, ۰) اگ  ر ث  ال  ث  اً

ی  م: دار z′ = (۴,۳) و z = (۱,۲) ب  رای پ. ۱. م  ث  ال
zz′ = (۱+ ۲i)(۴+ ۳i) = ۴+ ۳i+ ۸i+ ۶i۲ = ۴+ ۱۱i+ ۶(−۱) =−۲+ ۱۱i = (−۲,+۱۱)

م  خ  ت  ل  ط اع  داد ب  ا ج  ب  ری اَع  م  ال پ. ۱
داد، ان  ج  ام م  ی ت  وان آن  ه  ا روی از ی  ا و م  خ  ت  ل  ط اع  داد ب  ا ک  ه اع  م  ال  ی از ت  ع  دادی م  ع  رف  ی ب  ه ب  خ  ش، ای  ن در

ش  ود. ذک  ر آن خ  لاف م  گ  ر اس  ت دل  خ  واه م  خ  ت  ل  ط ع  دد ی  ک z = (a,b) = a+ ib م  ع  م  ولاً م  ی پ  ردازی  م.
م  زدوج پ. ۱. ۱

ب  ه ن  س  ب  ت آن ان  ع  ک  ای ب  ردار، ی  ک مُ  زدوج از م  ن  ظ  ور

y

x
O

a

b

−b

z

z̄

آن م  زدوج و م  خ  ت  ل  ط ع  دد پ. ۱: ش  ک  ل

،z م  خ  ت  ل  ط ع  دد ب  رای واق  ع در اس  ت. (xه  ا) ح  ق  ی  ق  ی م  ح  ور
z̄ = (a,−b) = a+ i(−b) = a− ib ب  ه ص  ورت م  زدوج
ان  د: ب  رق  رار زی  ر خ  واص م  ف  ه  وم ای  ن ب  ک  م  ک م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف

z̄ = z, z+ z′ = z̄+ z̄′ (۱)
zz′ = z′z, zz̄ = a۲ +b۲ ∈ R+ (۲)
.z̄ = z آن گ  اه z = (a, ۰) ∈ R اگ  ر (۳)

Re(z) = z+z̄
۲ , Im(z) = i(z−z̄)

۲ = −z+z̄
۲i (۴)

م  ط  ل  ق) ط  ول(ق  در پ. ۱. ۲
م  خ  ت  ل  ط ع  دد ط  ول) ی  ا (ان  دازه ق  درم  ط  ل  ق ب  ن  ام را |z|=√

a۲ +b۲ =
√

zz̄ ب  ه ص  ورت ن  ام  ن  ف  ی ع  ددی
اس  ت ب  دی  ه  ی اس  ت. R۲ ص  ف  حۀ در z = (a,b) م  ک  ان ب  ردار ط  ول واق  ع، در ع  دد ای  ن م  ی ک  ن  ن  د. م  ع  رف  ی z

.|zz̄|= |z||z̄| ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ک  ه
ک  رد. ث  اب  ت م  ی ت  وان z = (x,y), z′ = (x′,y′), z′′ = (x′′,y′′) ف  رض ب  ا و م  س  ت  ق  ی  م  اً را خ  واص ای  ن .۲



۱۸۱ م  خ  ت  ل  ط اع  داد

ی  م: دار z = ۳+ ۴i ب  رای پ. ۲. م  ث  ال

|z|=
√
(۳+ ۴i)(۳+ ۴i) =

√
(۳+ ۴i)(۳− ۴i) =

√
۳۲ + ۴۲ = ۵

ت  ق  س  ی  م و وارون پ. ۱. ۳
واق  ع، در م  ی ک  ن  ن  د. ت  ع  ری  ف z وارون را z−۱ = |z|−۲z̄ م  خ  ت  ل  ط ع  دد ،z ن  اص  ف  ر و م  خ  ت  ل  ط ع  دد ب  رای

م  ی آوری  م: ب  دس  ت را ت  ق  س  ی  م ک  ل  ی ف  رم ای  ن رو از .z−۱z = (|z|−۲z̄)z = |z|−۲(zz̄) = |z|−۲|z|۲ = ۱

a′+ ib′

a+ ib
=

(a′+ ib′)(a− ib)
a۲ +b۲

پ. ۳. م  ث  ال
۱۸+ i
۳− ۴i

= (۱۸+ i)(۳+ ۴i)︸ ︷︷ ︸
۵۰+۷۵i

×(۳۲ + ۴۲)−۱ = ۲+ ۳i

ق  ط  ب  ی ن  م  ای  ش و آرگ  وم  ان پ. ۱. ۴
را م  ک  ان  ی ب  ردار z = (a,b) ب  رداری، ن  گ  اه ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را z = a+ ib ن  اص  ف  ر و م  خ  ت  ل  ط ع  دد
م  ث  ب  ت س  م  ت φک  ه زاویۀ پ. ۲، ش  ک  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت. رف  ت  ه ن  ش  ان  ه z ب  س  م  ت م  ب  دأ از ک  ه م  ی ده  د ن  ش  ان

م  ی ن  ام  ن  د. z ع  دد آرگ  وم  ان آن  را و داش  ت  ه وج  ود م  ی گ  ی  رد ان  دازه ب  ردار ای  ن ب  ه ت  ا را ط  ول م  ح  ور
ای  ن ل  ذا ،sin(φ) = b

|z| ,cos(φ) = a
|z| آن  ج  ای  ی ک  ه از

y

x
O

a

b

z

φ

آن م  زدوج و م  خ  ت  ل  ط ع  دد پ. ۲: ش  ک  ل

دارد. ت  ع  ل  ق [۰,۲π) ب  ه ب  ف  ردی م  ن  ح  ص  ر و ب  دی  ه  ی ب  ه ط  ور زاوی  ه
م  ن  ظ  ور اگ  ر م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان arg(z) ب  ا آن  را ای  ن ح  ال  ت در
خ  ص  وص  ی  ات  ی چ  ن  ی  ن ب  ا زوای  ای  ی ه  مۀ زاوی  ه ای، چ  ن  ی  ن از
،{arg(z)+ ۲kπ|k ∈ Z} از ع  ض  وی ی  ع  ن  ی ب  اش  ن  د،
اگ  ر م  ی ده  ن  د. ن  م  ای  ش Arg(z) ب  ا آن  را ای  ن ص  ورت در
آن گ  اه ب  گ  ی  ری  م، ف  وق م  ج  م  وعۀ اع  ض  ای از ی  ک  ی را φ

چ  ون م  ی گ  وی  ن  د. z ع  دد ق  ط  ب  ی ن  م  ای  ش آن ب  ه و z = |z|(cos(φ)+ isin(φ))

zz′ =|z|
(

cos(α)+ isin(α)
)
×|z′|

(
cos(β )+ isin(β )

)
=|zz′|

(
cos(α +β )+ isin(α +β )

) (پ. ۱)



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۸۲

.arg(zz′) = arg(z)+arg(z′) پ  س
ع  ددی n اگ  ر ب  ع  لاوه اس  ت. ن  اص  ف  ر z′ آن در ک  ه arg(z/z′) = arg(z)−arg(z′) ت  رت  ی  ب ب  ه ه  م  ی  ن

آن گ  اه ب  اش  د، ص  ح  ی  ح

zn = |z|n
(

cos(nα)+ isin(nα)
)

(پ. ۲)

ق  ط  ب  ی ب  ه ش  ک  ل آن  را س  پ  س و z = ۱+ i م  ی ده  ی  م ق  رار ،(۱+ i)۱۰۰ م  ح  اس  بۀ ب  رای پ. ۴. م  ث  ال
م  ی ک  ن  ی  م: ب  از ن  وی  س  ی

|z|=
√

۲,arg(z) = π
۴

ی  م: دار پ. ۲ ب  ک  م  ک ح  ال دارد. ق  رار م  ث  ل  ث  ات  ی اول ن  اح  یۀ در z ک  ه ی  م دار ت  وج  ه

z۱۰۰ = (
√

۲)۱۰۰
(

cos(۱۰۰× π
۴ )+ isin(۱۰۰× π

۴ )
)

.z۱۰۰ = ۲۵۰(cos(π)+ isin(π)) =−۲۵۰ پ  س ۲۵π = ۲۴π +π چ  ون
م  خ  ت  ل  ط ع  دد ی  ک ن  م  ای  ی ش  ک  ل پ. ۱. ۵

م  ی ک  ن  ن  د: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را آن ن  م  ای  ی ش  ک  ل ب  اش  د، م  خ  ت  ل  ط ع  ددی z = a+ ib اگ  ر

ez = ea+ib = ea
(

cos(b)+ isin(b)
)

س  ری  ع  ی ن  ت  ی  جۀ م  ی دان  ن  د. اوی  ل  ر(۱۷۸۳- ۱۷۰۷) ل  ئ  ون  ارد س  وی  ی  س  ی ری  اض  ی  دان ب  ه م  ن  ت  س  ب را ف  رم  ول ای  ن
م  ث  لاً .z = |z|ei arg(z) ک  ه: اس  ت ای  ن م  ی ش  ود ح  اص  ل ت  ع  ری  ف ای  ن از ک  ه

−۱ = e۰
(

cos(π)+ isin(π)
)

م  ی آی  د: ب  دس  ت زی  ر خ  واص پ. ۱، ب  ک  م  ک

ez+z′ = ez · ez′ , e−z = ۱
ez , ez−z′ = ez

ez′

ج  ب  ری م  ع  ادلات پ. ۱. ۶
س  اده ه  س  ت  ن  د. ح  ق  ی  ق  ی ج  واب ف  اق  د ک  ه دارن  د وج  ود ن  ظ  ی  ر ج  ب  ری م  ع  ادلات دب  ی  رس  ت  ان  ی، ج  ب  ر ط  ب  ق ب  ر
ب  ا ب  اش  د. (∆ = b۲ − ۴ac < ۰) م  ن  ف  ی م  ف  س  ر م  ق  دار ب  ا و ۱+ z۲ = ۰ م  ع  ادلۀ م  ی ت  وان  د دس  ت  ه ای  ن از ت  ری  ن



۱۸۳ م  خ  ت  ل  ط اع  داد

م  ث  ال ی  ک ای  ن، ص  ادق  ن  د! م  ع  ادل  ه در z =±i ع  دد دو ل  ذا √∆ = i
√
|∆| آن گ  اه ∆ < ۰ اگ  ر ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه

ج  واب  ن  د دارای ت  ن  ه  ا ن  ه اخ  ی  ر م  ع  ادلۀ م  ان  ن  د ب  ه ک  ه ی  اف  ت م  ی ت  وان را ب  س  ی  اری ج  ب  ری م  ع  ادلات واق  ع، در و ب  ود
و م  ع  ادلات ن  وع ای  ن ب  ه ک  م  ی ت  ا داری  م ق  ص  د ق  س  م  ت ای  ن در ن  ی  س  ت  ن  د. ه  م ح  ق  ی  ق  ی ن  وع از ج  واب  ه  ا ای  ن ب  ل  ک  ه

ب  پ  ردازی  م. آن  ه  ا ج  واب ی  اف  ت  ن
داری  م: پ. ۲ ب  ن  اب  ر ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ۰ 6= c ∈ C آن در ک  ه zn = c م  ع  ادلۀ

|z|n
(

cos(nα)+ isin(nα)
)
= |c|

(
cos(ϕ)+ isin(ϕ)

)
ه  م  چ  ن  ی  ن: و arg(c) = ϕ و arg(z) = α آن در ک  ه

|z|= n
√
|c|, α = ϕ+۲kπ

n (k ∈ Z)

αk =
ϕ+۲kπ

n م  ت  م  ای  ز م  ق  دار n ت  ع  داد م  ی ت  وان ق  ب  ل ف  رم  ول ب  ه ت  وج  ه ب  ا پ  س ۰ ⩽ α < ۲π آن  ج  ای  ی ک  ه از
داری  م: .k = ۰, . . . ,n− ۱ آن در ک  ه ی  اف  ت

zk =
n
√
|c|
(

cos(αk)+ isin(αk)
)

ری  ش  ه ه  ا ای  ن م  ی ن  ام  ن  د. c م  خ  ت  ل  ط ع  دد nام ری  شۀ اص  ط  لاح  اً را م  ی ب  ی  ن  ی  د ب  الا ت  س  اوی در ک  ه ری  ش  ه ه  ای  ی ه  مۀ
ه  م م  ن  ت  ظ  م چ  ن  دض  ل  ع  ی ی  ک رئ  وس ک  ه ط  وری واق  ع  ن  د م  ب  داء ب  م  رک  ز و n

√
|c| ب  ش  ع  اع دای  ره ای ب  رروی

م  ی ک  ن  ی  د. م  ش  اه  ده پ. ۲ ش  ک  ل در n = ۴ ح  ال  ت در را ض  ل  ع  ی چ  ن  د چ  ن  ی  ن ه  س  ت  ن  د.

ب  ن  اب  رای  ن: و n = ۳, |c|= ۱,ϕ = π/۲ ی  م: دار ،z۳ = i م  ع  ادلۀ ح  ل ب  رای پ. ۵. م  ث  ال

|z|= ۳√۱ = ۱, α۰ =
π/۲+۲π×۰

۳ , α۱ =
π/۲+۲π×۱

۳ , α۲ =
π/۲+۲π×۲

۳

.z۲ =−i و z۱ =
−۱
۲ + i

√
۳

۲ ، z۰ =
۱
۲ + i

√
۳

۲ ل  ذا و

م  خ  ت  ل  ط، ض  رای  ب ب  ا x ح  س  ب ب  ر ث  اب  ت غ  ی  ر چ  ن  د ج  م  ل  ه ای ه  ر ج  ب  ر) اس  اس  ی (ق  ض  یۀ پ. ۱. ق  ض  ی  ه
دارد. م  خ  ت  ل  ط ی  شۀ ر ی  ک ح  داق  ل

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه [۳۳] م  رج  ع در ۳ .۳ .۱ ق  ض  یۀ ب  ه ب  ره  ان.



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۸۴

ری  ش  ه ه  ای ش  د، م  لاح  ظ  ه ک  ه yه  م  ان ط  ور

xO
z۰

z۲

z۱

z۳

z

z م  خ  ت  ل  ط ع  دد چ  ه  ارم ری  شۀ پ. ۲: ش  ک  ل

خ  اص ب  ه ش  ک  ل ی  ا و ۲ م  رت  بۀ از چ  ن  د ج  م  ل  ه ای ه  ای
ی  ک ه  ن  ر ن  ی  ل  ز ب  ه ک  ه ق  ض  ی  ه ای ب  ن  اب  ه ی  اف  ت  ی  م. را xn = z

اس  ت، م  ن  س  وب ن  روژی ری  اض  ی  دان (۱۸۲۹ -۱۸۰۲) آب  ل
ی  اف  ت  ن ب  ه ق  ادر آن، ب  واس  طۀ ک  ه ج  ام  ع ق  اع  ده ای و ف  رم  ول
d > ۴ م  رت  بۀ از دل  خ  واه چ  ن  د ج  م  ل  ه ای ی  ک ری  ش  ه ه  ای
ی  ک ری  شۀ x = x۱ ک  ن  ی  م ف  رض ن  دارد. وج  ود ب  اش  ی  م،
ن  وش  ت م  ی ت  وان آن گ  اه ب  اش  د، d م  رت  بۀ ب  ا f (x) چ  ن  د ج  م  ل  ه ای

ت  ک  رار و d − ۱ ب  ودن م  ث  ب  ت ف  رض ب  ا اس  ت. d − ۱ م  س  ل  م  اً g(x) م  رت  بۀ آن در ک  ه f (x) = (x− x۱)g(x)

اس  ت. g(x) = ۰ م  ع  ادلۀ م  خ  ت  ل  ط ری  شۀ ی  ک x۲ آن در ک  ه g(x) = (x− x۲)h(x) داری  م: ف  وق ع  م  ل
م  ان  ن  د ب  ه f (x) ب  رای ت  ج  زی  ه ای ب  ه ب  اش  د ن  رس  ی  ده ص  ف  ر ب  ه م  ان  ده ب  اق  ی چ  ن  د ج  م  لۀ م  رت  بۀ ک  ه م  وق  ع  ی ت  ا ن  ه  ای  ت  اً،

م  ی رس  ی  م: زی  ر
f (x) = c(x− x۱)(x− x۲) · · ·(x− xd)

ه  ر و ب  وده f (x) = ۰ ری  ش  ه ه  ای xd , · · · ,x۲,x۱ ک  ه اس  ت ب  دی  ه  ی اس  ت. م  خ  ت  ل  ط ع  ددی c آن در ک  ه
پ  ران  ت  ز ه  ا از ت  ع  دادی ت  ج  زی  ه، ای  ن در ف  رض ب  ر اگ  ر اس  ت. م  ش  اه  ده ق  اب  ل ت  ج  زی  ه ای  ن در ل  زوم  اً آن، از ری  ش  ه

ن  وش  ت: م  ی ت  وان آن گ  اه دارد)، دلال  ت ری  ش  ه ه  ا از ت  ع  دادی ب  ودن م  ک  رر ب  ر واق  ع در (ک  ه ب  اش  ن  د ت  ک  راری

f (x) = c(x− x۱)
k۱(x− x۲)

k۲ · · ·(x− xs)
ks

م  ی گ  وی  ن  د. س  اده را ۱ ت  ک  رار ب  ا ری  ش  ه ای ت  ع  اری  ف، ای  ن ب  ا .۳k۱ + k۲ + · · ·+ ks = d و s < d آن در ک  ه

d ع  دد از p(x) = ۰ ی  ش  ه ه  ای ر ت  ع  داد ،d م  رت  بۀ از p(x) چ  ن  د ج  م  ل  ه ای ی  ک ب  رای پ. ۲. ن  ت  ی  ج  ه
اس  ت. ب  راب  ر d ب  ا ت  ک  راره  ا ه  مۀ م  ج  م  وع ب  ع  لاوه و ن  ب  وده ب  زرگ  ت  ر

م  ع  ادلۀ ح  ل ب  رای پ. ۶. م  ث  ال

z۲ − ۴iz− (۷+ ۴i) = ۰

اس  ت. xi ری  ش  ه ت  ک  رار ،ki از م  ن  ظ  ور .۳



۱۸۵ م  خ  ت  ل  ط اع  داد

آن در ک  ه z = (۴i)+d
۲ ی  م: دار دو م  رت  بۀ م  ع  ادلۀ ی  ک ب  ه دب  ی  رس  ت  ان  ی ن  گ  اه ب  ا و

d۲ =

۱۲+۱۶i︷ ︸︸ ︷
(−۴i)۲ + ۴(۷+ ۴i)

ل  ذا و d = x+ iy :y,x ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ب  ه ازای ک  ن  ی  م ف  رض ن  ی  س  ت. س  خ  ت ی  اد ز d ی  اف  ت  ن
d۲ = (x۲ − y۲)+ ۲i(xy)

دس  ت  گ  اه ای  ن ب  اش  ن  د. ب  رق  رار ۲xy = ۱۶ و x۲ − y۲ = ۱۲ ه  م  زم  ان م  ع  ادلۀ دو ب  ای  د ای  ن ب  ن  اب  ر و
و d۱ = ۴+ ۲i پ  س م  ی رس  د. y = ±۲ و x = ±۴ م  ت  ن  اظ  ر ن  ت  ای  ج ب  ه خ  ط  ی غ  ی  ر م  ع  ادلۀ
و داده ق  رار م  ی ت  وان ف  وق ک  س  ری ع  ب  ارت در d ب  رای ک  ه اس  ت م  خ  ت  ل  ط  ی م  ق  ادی  ر d۲ =−۴− ۲i

ن  دارد(چ  را؟) دی  گ  ری ج  واب م  ع  ادلۀ ای  ن ک  رد. ک  ام  ل را ج  واب
z̄ آن گ  اه ب  اش  د، ح  ق  ی  ق  ی ض  رای  ب ب  ا f (x) چ  ن  د ج  م  ل  ه ای ی  ش  ه ر ی  ک z م  خ  ت  ل  ط ع  دد اگ  ر پ. ۳. ق  ض  ی  ه

اس  ت. ی  ک  س  ان f (x) ت  ج  زیۀ در ج  واب دو ه  ر ت  ک  راره  ای و ب  وده ج  واب ی  ک ن  ی  ز
ای  ن ص  ورت در . f (z) = ۰ و f (x) = adxd + · · ·+a۱x+a۰ ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
f (z̄) = ad z̄ d + · · ·+a۱z̄+a۰

= ād z̄ d + · · ·+ ā۱z̄+ ā۰ = adzd + · · ·+a۱z+ ā۰

= ۰̄ = ۰

:d − ۲ م  رت  بۀ از g(x) چ  ن  د ج  م  ل  ه ای روی اس  ت  ق  راء ب  ک  م  ک ب  ع  د، ق  س  م  ت اث  ب  ات

f (x) = (x− z)(x− z̄)g(x)

م  ی گ  ی  رد ان  ج  ام

م  ی گ  ردی  م. ت  ج  زی  ه ی  ک ب  دن  ب  ال f (z) = z۴ − ۵z۳ + ۷z۲ − ۵z+ ۶ چ  ن  د ج  م  ل  ه ای ب  رای پ. ۷. م  ث  ال
ای  ن رو از اس  ت. ج  واب ی  ک ن  ی  ز ī = −i ل  ذا و ب  وده f = ۰ ی  شۀ ر ی  ک z = i دق  ت، ک  م  ی ب  ا
f ت  ج  زیۀ ن  ت  ی  ج  ه، ای  ن .g(z) = (z−۲)(z−۳) ی  م: دار u ب  ر f ت  ق  س  ی  م ب  ا و f = (z− i)(z+ i)︸ ︷︷ ︸

u

g(z)

م  ی ده  د: ب  م  ا را
f (z) = (z− i)(z+ i)(z− ۲)(z− ۳)



اق  ت  ص  اد در آن ک  ارب  رد و ج  ب  رخ  ط  ی ۱۸۶

م  س  ائ  ل پ. ۲
آوری  د: ب  دس  ت آن  ه  ا ک  ردن س  اده ت  ر ب  ا را زی  ر ع  ب  ارت س  ه ح  اص  ل .۱

(۱+ i)(۲+ i)
۳− i

, ,
i− ۳

۲− ۳i
+

i+ ۳
۲+ ۳i

,
(۱+ i)۴

(i− ۱)۵ .

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه .۲{
(۱+ ۲i)x− ۲iy = ۵+ ۹i,
(−۱+ ۳i)x+(۱+ i)y =−۶+ ۴i

.(۲i− ۲)x− (۱+ i)y = ۲i− ۱۰ م  ع  ادلۀ ح  ق  ی  ق  ی ج  واب  ه  ای م  ط  ل  وب  س  ت .۳
ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  ع  ادلات .۴

a) z۲ + ۲z+ ۳۷ = ۰, b) iz۲ +(۳i− ۲)z+(۱۲+ ۴i) = ۰

c) z۲ + ۶z− ۴iz+(۵− ۱۲i) = ۰, d) z۲ − ۵z+ ۴iz+(۹− i) = ۰

e) z۶ = i, f ) z۴ =−۱۲۸+ ۱۲۸
√

۳i, g) z۵ = ۵e۵i.

آوری  د. ب  دس  ت را اس  ت ط  ب  ی  ع  ی ع  ددی n آن در ک  ه (۱− i)n و i۱۰۰ م  ق  ادی  ر .۵
ده  ی  د. ن  ش  ان م  خ  ت  ل  ط ص  ف  حۀ در را z۶ = ۱۱۷+ ۴۴i م  ع  ادلۀ ج  واب  ه  ای م  ک  ان .۶

چ  ی  س  ت؟ z۵ − ۶z۴ + ۱۳z۳ − ۱۴z۲ + ۱۲z− ۸ چ  ن  دج  م  ل  ه ای در z = ۲ ری  شۀ ت  ک  رار .۷
چ  ی  س  ت؟ z۵ − ۶z۴ + ۱۶z۳ − ۲۴z۲ + ۲۰z− ۸ چ  ن  دج  م  ل  ه ای در z = ۱+ i ری  شۀ ت  ک  رار .۸

اس  ت. ب  رق  رار |z۱ + z۲|⩽ |z۱|+ |z۲| راب  طۀ م  خ  ت  ل  ط، ع  دد دو ب  رای ک  ن  ی  د ث  اب  ت .۹
ک  ن  ی  د. اث  ب  ات را پ. ۱ م  ع  ادلۀ .۱۰

اس  ت. ب  رق  رار ez۱+z۲ = ez۱ · ez۲ راب  طۀ م  خ  ت  ل  ط، ع  دد دو ب  رای ک  ن  ی  د ث  اب  ت .۱۱
ک  ن  ی  د. ح  ل z م  خ  ت  ل  ط ع  دد ب  ه ازای را ez = z م  ع  ادلۀ .۱۲
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