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 چکیده 

  ین حل ا  یبرا   یمتفاوت  های روش است.    یاضیاتاز مسائل مهم و پرکاربرد در ر  یکی  غیرخطی دستگاه معادلات  

  هایروش ،  نیوتونبه روش    توانمی مسائل،    ینحل ا  یبرا   یتکرار   هایروش   یانمسائل تاکنون ارائه شده است. از م

مسائل با    یبرا بخصوص  ها  روش   ینضعف مهم ا  اطنق  یکی ازها اشاره کرد.آن   یافته  ییرتغ  هاینسخه و    یوتننشبه

تلاش برای   .استر ظمتنا یدر هر تکرار و حل دستگاه معادلات خط  ژاکوبی ماتریسبه محاسبه  یازبزرگ، نابعاد 

روش  ژاکوبی ارائه  بدون  دستگاه   های  حل  سال برای  در  غیرخطی  معادلات  توجه  های  مورد  همواره  اخیر  های 

بسیار موثری    هایالگوریتم باشد،  می   یژهخواص و  یدر حالات خاص که دستگاه معادلات دارامحققان بوده است.  

تفاوتی  های حل مکه روش   دشبامی   یکنوا غیرخطیدستگاه معادلات    ،خاص  هایرده   ین از ا  یکی.  اندمعرفی شده 

 یربر تصو  یمبتن    های، الگوریتم مسائلاین  حل    یموجود برا  های  رده  یناز مهمتر  یکی .  برای آن ارائه شده است

ن  است   های زیادیکاربرد  یکنوابزرگ    یاسمق  غیرخطیبه حافظه کم، در حل دستگاه معادلات    یاز که بواسطه 

 . دارند

است که از جهاتی شبیه   یربر تصو یبدون مشتق مبتنهای الگوریتم از  ید، ارائه دو خانواده جد نامهپایان  ینهدف ا  

کاهش    یطدر شرا   جهات تعریف شدهجاییکه ثابت می شود    کننداستفاده می   یاجمله مزدوج سه   گرادیانجهات  

موثر و    مسائلنوع از  این  حل    یها براروش   ینکه ا  دهدمی به دست آمده نشان    یعدد  یج نتا  د.کننصدق می   یکاف

 . هستندکارا 

 : کلیدیکلمات       

معادلات   بر    هایروش ،  یکنوا  غیرخطیدستگاه  مشتق،    هایالگوریتم   یر،تصومبتنی    گرادیان   هایروش بدون 

 .یسراسر  همگرایی ،مزدوج
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 ر گفتاپیش

نیوتن  های شبهیکی از مسائل مهم در ریاضی کاربردی است. روش نیوتن، روش   حل دستگاه معادلات غیرخطی

یافته آن و نسخه  تغییر  به واسطه های  میان روش ی همگرایی سریع آنها  برای حل معادلات  ها در  های تکراری 

  خطی  تها هستند. نیاز به محاسبه ماتریس ژاکوبی و حل یک سیستم معادلاترین  روش غیرخطی در زمره جذاب 

 باشد. ها بخصوص در مورد مسائل با ابعاد بزرگ می از نقاط ضعف مهم این روش 

مختلف یک رده   معادلات غیرخطی که کاربردهای  از  مهم  البته  و  معادلات    در   خاص  دارد،  مهندسی  و  علوم 

تر . در این حالت حل مسئله تا حدود زیادی ساده تابع موجود یک تابع  یکنواستغیرخطی یکنوا است. جاییکه  

تا های کاراتری برای حل مسئله ارائه نمود.  توان با استفاده از خواص این نوع از معادلات الگوریتم ی شود و ممی

که  ها  روش   رده مهم از این  های متعددی برای حل معادلات غیرخطی یکنوا پیشنهاد شده است. یککنون روش 

. در  تصویر است  های مبتنی بررده روش خیر توجه بسیاری از محققان را به خود جلب کرده است  های ادر سال 

ند تصویر   آیها در هر مرحله با تولید یک جهت مناسب، تولید یک ابرصفحه جدا کننده و استفاده از فراین روش 

تولید شده  مناسب معمولا جهت و در جهت اثبات خواص همگرایی  هاگردد. در این روش تکرار بعدی تولید می 

کاهش کافی    ی مشابه با شرایطمستقل از نوع جستجوی خطی استفاده شده در شرایطشود که  ای تولید میبه گونه 

از مجموعه جواب    یابر صفحه جداکننده تکرار جار  یک  یافتن  یربر تصو  یمبتن  هایروش   یاصل  یدهاکنند.  صدق  

 بر ابرصفحه ساخته شده است. یقبل  یب تقر یربا تصو ید جد یبتقر یده در هر مرحله و تولدستگا

، بخصوص تعداد  محاسباتی  ینههز  یشترها، بمرتبط با آن  ی عدد  یج و نتا  یربر تصو  یمبتن  هایروش با توجه به ساختار  

، که خود وابسته به جهت انتخاب  باشدمی ابر صفحه جداکننده    یدها مربوط به تولروش   ینمحاسبات توابع، در ا

مناسب    جستجوخطی  یک انتخاب جهت مناسب و استفاده از   ین است. بنابرا  𝛼𝑘طول گام   یافتن   ی شده و چگونگ 

  هایایده   موثر باشد.  یاربس   تواندمی   یربر تصو  یمبتن  هایروش   ییکارا  یش و افزا  محاسباتی  های هزینه در کاهش  

ها استفاده از  ترین آن اند که یکی از مناسبها مورد بررسی قرار گرفته متفاوتی برای تولید جهات در این روش 

با  آفر مشابه  میآرفیند  مزدوج  گرادیان  مطلوب  یند ساخت جهات  و عددی  تئوری  نتایج  تولید  سبب  که  باشد 

ای و ارائه دو الگوریتم مبتنی بر  جمله گرادیان مزدوج سهمعرفی دو جهت از نوع  نامه  این پایان   . هدفگرددمی

 .تهیه شده است یرز شرحبه  فصلدر شش نامه ن یاپا اینباشد تصویر بر مبنای جهات تولید شده می 

  گردد.طور مختصر مطرح می های مستقیم به در فصل اول دستگاه معادلات غیرخطی و روش 

برای حل مسائل بهینه سازی نامقید که   های تکراریو برخی از روش لازم   یفتعار  ،مقدمات یانبه ب دوم در فصل 

  .شودمی پرداخته   های حل معادلات غیرخطی دارند،ارتباط مستقیمی با روش 
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گیرد و برخی جهات گرادیان مزدوج  مورد بررسی قرار می طور مختصر  مزدوج به  گرادیان  هایروش   سوم  در فصل

 .گیرندمورد بررسی قرار می ایجمله سه

ای  جملههای مبتنی بر تصویر، با استفاده از جهت گرادیان مزدوج سه پس از بیان ایده اصلی روش     چهارمدر فصل  

  . گرددمعرفی می معادلات غیرخطی یکنوا  حل  برای    جدید یک روش مبتنی بر تصویر    مطرح شده در فصل قبل،

 این روش از اهداف دیگر این فصل است. بررسی خواص همگرایی 

یک روش    ای،جمله ای مشابه با فصل قبل و استفاده از یک جهت گرادیان مزدوج طیفی سهو با ایده م  پنج در فصل  

 گردد.  ارائه می معادلات غیرخطی یکنوا حل برای ای طیفی جمله مبتنی بر تصویر سه 

ارائه    هایالگوریتم و مؤثر بودن    یی ارائه شده، کارا  هاییتم مرتبط با الگور  ی عدد  یج نتا  یبا ارائه برخ   ششم در فصل  

 . گیردمی شده مورد آزمون قرار 
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 مقدمه 1-1

 است یر به صورت ز یرخطی دستگاه معادلات غ یکلدر حالت 

(1-1)                                                    𝐹(𝑥) = 0,  

:𝐹که در آن   𝑅𝑛 → 𝑅𝑛  باشدی م یر به صورت ز یتابع بردار  یک  

𝐹(𝑥) =

[
 
 
 
 
 
𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
.
.
.

𝑓𝑛(𝑥)]
 
 
 
 
 

. 

𝑥ییکه جا ∈ 𝑅𝑛 متغ م  یرهایبردار شامل  توابع    باشد.  یمجهول  باشند، دستگاه   𝑓𝑗(𝑥)اگر  توابع خطی  همگی 

های دقیق بسیاری برای حل معادلات خطی وجود دارد، اما بیشتر شود. روشمعادلات یک دستگاه خطی نامیده می 

حل   باشند.ها بسیار دشوارتر از نوع خطی می صورت غیرخطی هستند، که حل آن مسائل حقیقی دنیای واقعی به 

 دارد. یتکرا  یهااز روش  ی به نوع یازن یبطور کل یرخطیدستگاه معادلات غ یک

 یرخطی حل دستگاه معادلات غ ی برا ی تکرار  ی هاروش  2-1

از دنباله  یتکرار   یهااز آنجا که روش  ابتدا مرتبه ی ها ماغلب شامل استفاده  بدنباله   ییهمگرا  یباشند،    یانها را 

 .یمکنیم

𝑘=1{𝑥𝑘}یدفرض کن [16]:1-2-1 یف تعر
 باشد. ∗𝑥 همگرا به  𝑅𝑛 در دنباله  یک ∞

𝑟ثابت مثبت   یکهرگاه    یندگو  یخط-𝑄دنباله فوق را    یی( همگرا الف ∈   یکه وجود داشته باشد بطور (0,1)

 یم بزرگ داشته باش یبه اندازه کاف 𝑘هر    یبرا

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥∗‖

‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖
≤ 𝑟, 

 .یابدمی عامل ثابت کاهش  یکفاصله جواب  توسط    ی بدان معناست که در تکرار جار این 

 هرگاه  یند گو زبرخطی-𝑄دنباله فوق   همگرایی( ب

𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥∗‖

‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖
= 0. 

𝑘  ی برا  یکهموجود باشد بطور 𝑀هرگاه ثابت    یندگو   مجذوری-𝑄دنباله فوق را    همگرایی(  ج ∈ 𝑁   یم داشته باش 
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‖𝑥𝑘+1 − 𝑥∗‖

‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖2
≤ 𝑀. 

 : 1-2-1مثال 

0، {𝑏𝑛}دنباله .1 < 𝑏 <  است.به صفرهمگرا  یخط -𝑄بطور   1

)}دنباله .2
1

𝑛
)
𝑛

+  است.  یک به همگرا   ی زبر خط -𝑄بطور  {1

𝑏2𝑛}دنباله .3
} ،0 < 𝑏 <  به صفر است.همگرا   یمجذور -𝑄بطور   1

(  1-1)  یخط  یردستگاه معادلات غ  یجواب برا   یک کند  ی( صدق م1-1که در ) ∗𝑥 : بردار  2-2-1  یفتعر

 .نامندمی

 تواند ی م یرخطی دستگاه معادلات غ یدر حالت کل

 فاقد جواب باشد. -

 جواب باشد. ینهایت ب یدارا  -

 جواب منحصر بفرد باشد. یک  یدارا  -

)  :3-2-1تعریف   معادلات  دستگاه  ژاکوبی  همان1- 1ماتریس  می   (  برداری  تابع  ژاکوبی  باشدکه ماتریس 

 زیر قابل محاسبه است صورت به

𝐽(𝑥) = ∇𝐹(𝑥) =

[
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

  …  
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛

⋮      ⋱      ⋮
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝑥1

  …  
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝑥𝑛]

 
 
 
 

. 

  هایی روش   ها قرار دارد.  یتمدر سدر الگور  یوتن، روش نیرخطیو دستگاه معادلات غ  یسازینه هر دو مسائل به  یبرا

روش اطمینان،  ناحیه  روش  خطی،  جستجوی  لونبرمانند  روش _ های  شبه مارکوات،  روشهای   ... و  های  نیوتن 

 پرکاربرد برای حل اینگونه مسائل هستند.

  یرخطی حل معادلات غ  یبرا  روش تکراری  کهو روش برویدن    یقدقیرغ  یوتنروش ن  ،یوتنروش ن  فصل  یندر ا

 .یمدهیقرار م  ی، مورد بررس دنباشمی

 یم مستق ی هاروش  3-1

قسمت به طور خلاصه    ین. در ایرندگی( به کار م1-1مسئله )  یرو  یماها را مستق@یتم الگور  یممستق  یهادر روش 

 . گرددی م  یبررس یدنو برو یقدق یرغ یوتن ، نیوتونن یهاروش 
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 یوتن روش ن 1-3-1

آن را به دست   یقحل نمود و جواب دق  یرا به صورت جبر  یخط یردستگاه معادلات غ  یک  توانی به ندرت م

بنابرا ب  ینآورد.  روش   یشتردر  از  م  یبتقر  ی برا  یتکرار  یهاموارد  استفاده  معروف گرددی جواب  از  و    ینتر. 

  یب با داشتن تقر  یوتن. در روش ن باشدی م  یرخطیحل دستگاه معادلات غ  یبرا  یوتنها روش نروش   ترینیمی قد

 آید یبه دست م یربا استفاده از فرمول ز یمتوال هاییب از تقر  یا، دنباله𝐹یری پذو فرض مشتق   𝑥0  یهاول

 (3-1        )                             𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘+𝑝𝑘
𝑁 ,          𝑘 =  …3و2و1

𝑃𝑘که در آن  
𝑁  جهت، باشدیک جهت جستجو می𝑃𝑘

𝑁   آید ی به دست م یراز حل دستگاه ز 

 (4-1             )                                                   𝐽𝑘𝑃𝑘
𝑁 = −𝐹𝑘 , 

𝐹𝑘که در آن   = 𝐹(𝑥𝑘)    و𝐽𝑘 = 𝐹′(𝑥𝑘)    . 

تئور   ینا  خواص  عدد  یروش  کن  یجالب  یار بس  ی و  فرض  )  یبرا   یجواب 𝑥𝑘  یددارد.  اگر  1-1مسئله  باشد،   )

𝐹′(𝑥𝑘)     نامنفرد و نقطه𝑥0 یک نزد  یبه اندازه کاف  𝑥∗     انتخاب گردد آنگاه دنباله{𝑥𝑘} شده توسط رابطه    یدتول

به3-1) حالت ∗𝑥به    ی طورزبرخط(  در  و   یوستهپ 𝐷مانند   ∗𝑥  یگیهمسا  یکدر     𝐹′(𝑥𝑘)که    یهمگراست 

𝐿عدد   یعنیباشد،  شیتزیپل > ,𝑥هر     یچنان وجود داشته باشد که برا  0 𝑦 ∈ 𝐷 یمداشته باش: 

‖𝐹′(𝑥) − 𝐹′(𝑦)‖ ≤ 𝐿‖𝑥 − 𝑦‖. 

تکرار    یک در    ین آغاز  یبا هر نقطه   یوتنباشد روش ن  یخط 𝐹که    ید. در موارد باشی م  دو فوق از درجه    ییهمگرا

 مسئله همگرا خواهد بود. یقبه جواب دق

 .باشدمی  یر به صورت ز یوتنن الگوریتم  یبا توجه به مقدمات مطرح شده، چارچوب کل

 ( یوتنروش ن  یتم )الگور 1-1 یتم الگور

𝜖و پارامتر دقت    𝑥0بردار  آغازین   :یورود  > 0 . 

𝑘: قرار ده  ( 0گام )  = 0 . 

‖𝐹𝑘‖اگر   (:1گام )  ≤ 𝜖  در غیر این صورت  .توقف کن 

𝐽𝑘𝑃𝑘
𝑁 = −𝐹𝑘 . 

𝑥𝑘+1قرار ده   (:2گام )  = 𝑥𝑘+𝑝𝑘
𝑁 . 

𝑘 (:3) گام  = 𝑘 +  ( برو.1و به گام ) 1

ن نتا  یوتنروش  بر  و سرعت همگرا   یعدد  یج علاوه  دارا  ییخوب  مهمتر  باشدی م  یبی معا  ی بالا  از  ها  آن   ینکه 

 اشاره کرد.   یربه موارد ز  توانیم



13 

 ندارد.  یسراسر ییهمگرا  یوتنن یتمالگور -

 است.  یادز یمحاسبات ینه، هز𝐽𝑘  یسبه محاسبه ماتر یازبا توجه به ن یوتن ن یتمدر هر تکرار الگور -

 ندارد. یخوب یج کند و نتای نامنظم رفتار م یتمکه نقطه شروع دور از جواب باشد الگور  یزمان -

  ین . بنابرایستکارا ن  یتمالگور  یک مناسب    ییبا وجود سرعت همگرا  یوتن با توجه به مشکلات ذکر شده روش ن

ن  یاریبس انجام داده   ی برا  یوتناز دانشمندان تلاش در جهت اصلاح مناسب روش  اند. رفع مشکلات ذکر شده 

حل دستگاه معادلات    یبرا   یعسر  ی روش  ی تواند با اصلاحاتی مناسب م   ییهمگرا   یتبا توجه به خاص  یوتنروش ن

 ارتقا داده شود. یشترحل مسائل ب یباشد و برا  یرخطیغ

   غیردقیق  یوتنروش  ن   2-3-1

دارد.    یمناسب  ییباشد سرعت همگرا  ینیممم  یبه نقطه   یکنزد  یبه اندازه کاف  ینکه نقطه آغاز  یهنگام  یوتنروش ن

به مشکلات ذکر شده در بخش قبل، حل دستگاه معادلات غ با توجه  ...، در هر تکرار که تعداد    یرخطیاما  و 

ممکن است    یوتن جهت ن  یق محاسبه دق  ی خواهد بود و حت  ینه است به دست آوردن جواب پرهز  یاد مجهولات ز

به دست   یبی روش تقر یک ( از 1-1شده است که دستگاه معادلات ) یشنهادپ ین لازم را نداشته باشد. بنابرا  ییکارا

هستند که در    یبیاب تقرمناسب به دنبال جو  ییهمگرا  یج در جهت فراهم کردن نتا  غیردقیق  یوتنن   یهاش . رو یدآ

 صدق کن  یررابطه ز 

  (5-1      )                                            .  ‖𝐹𝑘 + 𝐽𝑘𝑃𝑘
𝑁‖ ≤ 𝛾𝑘‖𝐹𝑘‖ 

𝛾𝑘که   ∈ [0, 𝛾] است   یک الگور  یمتفاوت  ی هاانتخاب   𝛾𝑘  یبرا   .ثابت  که  دارد  خواص    یهایتم وجود  با 

 کند. یم یدمتفاوت تول

 است.  یر صورت زبه غیردقیق  یوتنن یهاروش   یچارچوب کل یحاتتوض ینبا توجه به ا 

 ( غیردقیق یوتن روش  ن یتم ) الگور  2-1 یتم الگور

𝛾مقدار   ، 𝑥0بردار آغازین   :یورود  ∈ 𝜖پارامتر دقت  و  (0,1] > 0. 

𝑘قرار ده  (:0گام)  = 𝑥𝑘و   0 = 𝑥0 . 

‖𝐹𝑘‖اگر  (:1) گام ≤ 𝜖   توقف کن. در غیر این صورت پارامتر𝛾𝑘 ∈ [0, 𝛾] .را انتخاب کن 

 ( پیدا کن.5-1( با شرط )4-1جواب دستگاه )  (:2گام) 

𝑥𝑘+1قرار ده    (:3گام)  = 𝑥𝑘 + 𝑃𝑘
𝑁 . 

𝑘(: 4گام)  = 𝑘 +  ( برو.1و به گام ) 1

 .دهدی ارائه م  یقدقیرغ  یوتنن  یهاروش   یرا برا  یموضع ییهمگرا  یر ز یهقض
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کن  [17]  1-3-1  یهقض محدب    یکدر   𝐹تابع    یدفرض  𝐷مجموعه  ∈ 𝑅𝑛  پبه باشد،   یرپذمشتق  یوستهطور 

∗𝑥که    یدفرض کن  ینهمچن ∈ 𝐷  از    یدهجواب ناتباه  یک𝐹(𝑥) = ( 2-1)  یتم توسط الگور {𝑥𝑘}ه لو دنبا 0

𝑥𝑘شده باشد. آنگاه اگر   یدولت ∈ 𝐷  به   یکنزد  یاندازه کافبه𝑥∗ برقرار است.  یرباشد موارد ز 

 همگراست. یخط-𝑄به صورت    ∗𝑥به   {𝑥𝑘}کوچک باشد،  یاندازه کافبه   𝛾𝑘اگر   .1

𝛾𝑘اگر   .2 →  همگراست. یزبرخط -𝑄صورت به  ∗𝑥به   {𝑥𝑘}، آنگاه دنباله   0

𝛾𝑘ز باشد و یتشیپل  یوستهپ   ∗𝑥از    یگیهمسا  یکدر   𝐽𝑘 اگر   .3 = 𝑂(‖𝐹𝑘‖)   روش    یی، آنگاه همگرا𝑄 -

 است.  یجذورم

 یدن روش برو 3-3-1

  یان محاسبه مقدار گراد  ینه محاسبات شامل هز  ینههز   یدارا   یرخطیحل دستگاه معادلات غ  یبرا   یتکرار   یهاروش 

  یس ماتر  یباشد، آنگاه محاسبه   ینه پرهز  یا   یچیدهپ   𝐹 ی . لذا اگر محاسبه مقدار تابع بردار باشدی و مقدار تابع هدف م 

استفاده    یدهدانشمندان ا  یوتن،نشبه  یها. با الهام گرفتن از روش است  ینهپرهز  یاو    یچیده به همان مقدار پ  یژاکوب

 دادند.  یشنهادرا پ یژاکوب   یقدق یساستفاده از ماتر یرا بجا   یبیتقر یسماتر یک

ها  به  روش  ینارائه کرد که ا  یرخطیمعادلات غ  یهاحل دستگاه   یها را برااز روش  یادسته 1یدنبرو  1965سال  

، شروع 𝐵0، مانند  ژاکوبی  ماتریس  یهاول  یبتقر  یکاز    یوتننشبه   هایروش .  دمعروف هستن  یوتننشبه   هایروش 

 . کنندیم  یدرا تول یژاکوب   یبعد هاییب فرمول بهنگام مناسب، تقر  یک  یریکارگو با به  کنندمی

بهنگام    یبرا   یر ز  یکاز فرمول رتبه    یکه بطور  باشدمی  برویدنروش    یوتن،نشبه   هایروش   ترینمعروف از    یکی

 .نمایدی استفاده م 𝐵𝑘   ماتریس

(6-1        )                                       𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘 +
(𝑦𝑘−𝐵𝑘𝑠𝑘)𝑠𝑘

𝑇

‖𝑠𝑘‖2
. 

𝑠𝑘که در آن   = 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘  و𝑦𝑘 = 𝐹𝑘+1 − 𝐹𝑘  به وضوح .𝐵𝑘+1  ( در  6-1دست آمده از فرمول )به

 رابطه،

𝐵𝑘+1𝑠𝑘 = 𝑦𝑘 , 

 .نمایدمی که به رابطه سکانت معروف است، صدق 

  هاییماتریستمام    یاندر م  دهدمی( است که نشان  6-1از خواص جالب فرمول بهنگام )  یگرد   یکی  یانگرب  یرز  مل 

 است. 𝐵𝑘ها به  آن  ینتر  یکفرمول نزد  ینشده توسط ا یدتول 𝐵𝑘+1 کنندمیکه در رابطه سکانت صدق 

 
1 Broyden 
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𝐵𝑠𝑘که  در آن رابطه      هایماتریس همه    یان :  در م1-3-1لم   = 𝑦𝑘 نند، کی صدق م𝐵𝑘+1  دست آمده از  به

𝐵𝑘‖( مقدار  6-1) − 𝐵‖   کندمی  مینیممرا. 

 مراجعه شود. [17]اثبات: به   

  یرصورت ز به   غیرخطیحل دستگاه معادلات    یبرا  برویدنروش    الگوریتم  یشده، روند کل  یانباتوجه به مطالب ب 

 است.

 ( برویدنروش  الگوریتم )  3-1 الگوریتم 

𝐵0، ماتریس  𝑥0تقریب اولیه    :ورودی ∈ 𝑅𝑛×𝑛    و پارامتر دقت𝜖 > 0. 

𝑘قرار ده   (:0گام )  =  را محاسبه کن. 𝐹𝑘و مقدار   0

‖𝐹𝑘‖اگر   (:1گام )  < 𝜖   .توقف کن𝑥𝑘 .( برو.2در غیر این صورت به گام ) جواب مسئله است 

𝐵𝑘𝑝𝑘را از حل دستگاه   𝑝𝑘جهت   (:2گام )  = −𝐹𝑘 .محاسبه کن 

𝑥𝑘+1قرار ده   (:3گام )  = 𝑥𝑘 + 𝑝𝑘   و𝐵𝑘+1 ( محاسبه کن.6-1را از رابطه ) 

𝑘  (:4گام)  = 𝑘 +  ( برو.1و به گام )   1

  یادی ز   ی عمل  های کاربردروش    ین کمتر است اما ا   یوتناز روش ن  برویدن روش    همگراییسرعت    اینکه به باتوجه  

  زبرخطی   همگرایی  یدارا   یصورت موضع به   برویدنروش    ی خاص  یط که تحت شرا  بینیممی   یر ز  یهدارد. در قض

 .باشدمی

𝐷مجموعه   ی( رو 1-1مسئله )  در   𝐹نگاشت   ید( فرض کن  برویدنروش    همگرایی  )  :2- 3-1  قضیه ⊂ 𝑅𝑛 

پبه ∗𝑥 یدفرض کن  ینباشد. همچن  یرمشتق پذ   یوستهطور  ∈ 𝑅𝑛   ،𝛽 > 𝑁  یگیو همسا 0 ⊂ 𝐷   از𝑥∗  وجود

که   باشد  𝐹(𝑥∗)داشته  = 0   ،𝐹′(𝑥∗)−1   و ‖𝐹′(𝑥∗)−1‖موجود  ≤ 𝛽   و𝐹′(𝑥)  یرو  𝑁 یوسته پ 

𝛿  یباشد. آنگاه پارامترها  شیتزیپل > 𝜖و  0 >  اگر  یکهوجود دارند بطور 0

 (7-1    )                               ‖𝑥0 − 𝑥∗‖ ≤ 𝜖 ,       ‖𝐵0 − 𝐹′(𝑥∗)‖ ≤ 𝛿. 

 همگراست. ∗𝑥به    زبرخطی𝑄−صورت   ( به  3-1) الگوریتمشده توسط  یددنباله تول آنگاه

 مراجعه شود.  [7]به  اثبات:
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 ی خط یرغ ی سازینه بر به  یامقدمه
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 مقدمه 2-1

ا  به  یادآوریفصل    ینهدف  مباحث  از  در    سازی،ینه به  هاییتم الگور  ید،نامق  سازی ینهنکات لازم  ... که    اینو 

 موارد از آوردن اثبات صرفه نظر شده است.  بیشتر. در باشدمید گیرمی مورد استفاده قرار  نامهپایان

 ید نامق یساز ینه به   2-2

گردند. ی تقسیم م  یمتفاوت  یهادسته له به  سئدارند و براساس نوع و شکل م  یمتفاوت  یهاشکل   ی سازبهینهمسائل  

و    یبه بررس  نامه  یان پا  ینا  یباشد که بحث اصلیمنامقید    یغیرخط  یسازبهینهها مسائل  دسته   ینا  ینتراز مهم   یکی

  ین ا   ی بخش شکل عموم  ینا  . در شرحیابدی مسئله اختصاص م  ینحل ا  ی و مناسب برا  یدجد  ی هایتم ارائه الگور

 یریم گی مسئله را در نظر م

(2-1           )                                                    𝑚𝑖𝑛
𝑥∈𝐶

𝑓(𝑥), 

. تابع  یمدهی قرار م   𝑅𝑛که عموما آن را برابر    یریمگی محدب دلخواه درنظر م  ی مجموعه   یک را  𝐶 که در آن  

𝑓: 𝑅𝑛 → 𝑅 یرو   یوستهمرتبه دوم پ  ییبا مشتقات جز  یتابع  𝐶    طور معمول گونه مسائل به ین حل ا   ی است. برا

 .یرندگی قرار م ی طور خلاصه مورد بررسگردد که در بخش بعد بهی استفاده م ی تکرار یهایتم از الگور 

 ی سازینه به یها یتم الگور 2-3

هستند. در روند    یتکرار   یهایتم اند، از نوع الگور شده   یطراح  یسازحل مسائل بهینه   یکه برا   ییهایتم الگور  بیشتر

گام به گام به دنبال بهبود    ی،تکرار   یندفرا   یکاولیه از    ینقطه   یک مسئله با انتخاب    ین جواب ا   یافتن   ی جستجو برا

آل یده که ا  ییشود جامیاز نقاط تولید    یدنباله متوال  یک  روند، معمولا  ینهستیم. با ادامه اجواب در هر مرحله  

  یتم است و الگور  یتولید شده متناه  یدنباله  یخط  یسازبهینه مسائل    یدنباله به نقطه جواب است. برا  ینا  ییهمگرا

در مسائل    رسد.ی جواب م  یتعداد در آغاز دقیقا مشخص نیست( به نقطه   ینمرحله )گرچه ا  یپس از تعداد متناه

در عمل    ینبنابرا  جواب دقیق را تولید کند.  یتوان انتظار داشت که دنباله در حالت کلی نم  ی،غیرخط  یسازبهینه

خوب    یتمالگور   یکشود.  ی متوقف م  یندفرا   ینبه جواب تولید گردد، ا  یکنزد  یبه اندازه کاف  یاکه نقطه   یهنگام

محاسبه جواب را داشته    ییتوانا  ،اجرامفهوم که با وجود تولید خطا در حین    ینتوانا، کارا و دقیق باشد، به ا  یدبا

جواب دقیق را    یافتن  یینیاز نداشته  باشد و همچنین توانا  یذخیره ساز   یاباشد و بیش از اندازه به زمان محاسبه  

 اهداف معمولا ناسازگارند.  ینداشته  باشد. لازم به ذکر است که ا

  ی ساز در بهینه  یموضوعات اساس یگر سرعت و عوامل د ،یسازذخیره  ینیازها  یی،مانند مرتبه همگرا  یموضوعات 

 . سازندیم  یرمختلف را امکان پذ یها یتم الگور ی  یسههستند، که مقا
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باشد    (1-2)  یستایا  نقطه  یا  ینیممجواب م ∗𝑥ام دنباله و𝑘عنصر   𝑥𝑘در جهت سهولت و اختصار در نوشتار، اگر 

 شود. می داده  یشنما∗𝑓 را با    𝑓(𝑥∗)و  𝐺𝑘را با  𝑔𝑘 ، 𝛻2𝑓(𝑥𝑘)را با    𝑓𝑘  ،𝛻𝑓(𝑥𝑘)را با   𝑓(𝑥𝑘)آن گاه  

:𝑓تابع     یدفرض کن :1-3-2 تعریف  𝑅𝑛 → 𝑅 .داده شده باشد 

∗𝑥نقطه.1  ∈ 𝑅𝑛 تابع  یموضع ینیممم را 𝑓هرگاه  یند،گو 

∃𝜖 > 0     𝑠. 𝑡    ∀𝑥𝜖𝑅𝑛     𝑖𝑓    ‖𝑥 − 𝑥∗‖ ≤ 𝜖     →       𝑓(𝑥∗) ≤ 𝑓(𝑥). 

∗𝑥نقطه .2 ∈ 𝑅𝑛 تابع  یسراسر  ینیممم را𝑓 هرگاه  یند،گو  

∀𝑥𝜖𝑅𝑛      𝑓(𝑥∗) ≤ 𝑓(𝑥). 

∗𝑥نقطه.3  ∈ 𝑅𝑛 تابع یداک  یموضع ینیممم را𝑓هرگاه  یند،گو 

∃𝜖 > 0     𝑠. 𝑡    ∀𝑥𝜖𝑅𝑛     𝑖𝑓       0 < ‖𝑥 − 𝑥∗‖ ≤ 𝜖     →       𝑓(𝑥∗) < 𝑓(𝑥).  

∗𝑥نقطه.4 ∈ 𝑅𝑛 تابع ید اک ی سراسر ینیممم را 𝑓 هرگاه یند،گو   

∀𝑥𝜖𝑅𝑛      𝑓(𝑥∗) < 𝑓(𝑥). 

  :2-3-2  یفتعر

:𝑓  تابع  ییجز   مشتقات  یدکن  فرض   الف(  𝑅𝑛 → 𝑅  1  هر  برای ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 تابع   یان گراد  بردار   آنگاه  است  موجود  

𝑓  شودی م  داده نشان یرز  بصورت 

𝑔(𝑥) = 𝛻𝑓(𝑥) = (
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
, … ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
)𝑇 . 

:𝑓 تابع  یدکن  فرض  ب(  𝑅𝑛 → 𝑅   تعریف  زیر   بصورت  هسی  ماتریس  آنگاه  باشد  دوم  مرتبه  جزیی  مشتقات  دارای  

 شودمی

(2-2)                                  𝐺(𝑥) = ∇2𝑓(𝑥) = 𝛻(∇𝑓(𝑥))𝑇 =

[
 
 
 
 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥1
2 …

𝜕2𝑓

𝜕𝑥1𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥1
…

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑛
2 ]

 
 
 
 

. 

  آنگاه  باشد  یر پذ  مشتق   یوستهپ  بطور  دوبار 𝑓تابع   اگر  که  است   واضح 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
=

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
 متقارن   فوق  ماتریس  لذا   و   

 است.
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  به   ینبنابرا  یستن  یعمل   معمولا  هدف  ینا  اما  است، 𝑓تابع   یسراسر  ینیممم  نقطه  یافتن  هدف  (،1-  2)  مسئله   حل  در

 ینیمم م  ی نقطه   هر  که  کرد  ثابت   توانیم 𝑓تابع   ودنب  محدب  یط شرا  تحت  البته  شود.ی م  اکتفا  موضعی   ینیممم  نقطه

 است.  شده یانب تحدب به مربوط یهافرض  از  ییربرخز  در است. یزن ی سراسر ینیممم کی  ، یموضع

 : 2-3-3  تعریف

𝑆گوییم  [25] محدب:  مجموعه  ( 1 ⊆ 𝑅𝑛 عضو  هردو  از  محدب  یبترک  اگر  است،  محدب  مجموعه   یک  𝑆 

,𝑥1هر   برای یعنی باشد. 𝑆  از   عضوی 𝑥2 ∈ 𝑆 0  هر  یازا  به آنگاه ≤ 𝜆 ≤  یمباش داشته 1

𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2 ∈ 𝑆. 

:𝑓تابع [25] محدب:  تابع  ( 2 𝑅𝑛 → 𝑅  محدب   مجموعه  روی  را𝑆 ⊆ 𝑅𝑛،  ازایبه   درصورتیکه  گوییم  محدب  

,𝑥1هر 𝑥2 ∈ 𝑆  0  هر و ≤ 𝜆 ≤  باشیم داشته  1

𝑓(𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2) ≤ 𝜆𝑓(𝑥1) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑥2), 

 .گوییم محدب اکیدا ،𝑆  محدب مجموعه روی  را 𝑓تابع  آنگاه  برداریم را  یتساو  بالا یفتعر  در اگر

:𝑓تابع  : 2بمحد  یکنواخت  طوربه   تابع  ( 3 𝑅𝑛 → 𝑅 ناتهی   و  محدب  مجموعه  ویر  ا ر𝑆 ⊆ 𝑅𝑛،   طور به  

𝜇ثابت  اگر  شودی م  گفته  محدب  یکنواخت > ,𝑥1  ره  ازای  به  کهطوری به  باشد،  داشته  وجود 0 𝑥2 ∈ 𝑆 هر  و  

𝜆 ∈  باشد  برقرار زیر رابطه [0,1]

𝑓(𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2) ≤ 𝜆𝑓(𝑥1) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑥2) −
1

2
𝜆𝜇(1 − 𝜆)‖𝑥1 − 𝑥2‖

2. 

 . [25] یمدار را  یرز  لم آنگاه باشد، یرپذ مشتق 𝑓تابع  اگر

𝑆و  باشد پذیرمشتق  پیوسته طوربه 𝑓  تابع یدکن فرض  :1-3-2 لم  ⊆ 𝑅𝑛 است. محدب مجموعه یک   

,𝑥1هر  ازای به اگر تنها و  اگر  است محدب  𝑓 تابع .1 𝑥2 ∈ 𝑆  باشیم  داشته 

𝑓(𝑥2) ≥ 𝑓(𝑥1) + ∇𝑓(𝑥1)
𝑇(𝑥2 − 𝑥1). 

,𝑥1هر   یازا  به اگر تنها و  اگر  است محدب  یدااک  𝑓 تابع .2 𝑥2 ∈ 𝑆 که 𝑥1 ≠ 𝑥2 باشیم داشته : 

𝑓(𝑥2) > 𝑓(𝑥1) + ∇𝑓(𝑥1)
𝑇(𝑥2 − 𝑥1). 

  اگر تنها و  اگر است محدب یکنواخت بطور   𝑓 تابع .3

∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑆 ∶  𝑓(𝑥2) ≥ 𝑓(𝑥1) + 𝛻𝑓(𝑥1)
𝑇(𝑥2 − 𝑥1) +

1

2
𝜇‖𝑥2 − 𝑥1‖

2, 

 
2 Uniformly convex function 
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𝜇  آن در که >  است.  ثابت عدد  یک 0

𝑆ناتهی   و  محدب  مجموعه   روی  ،𝑓پذیر مشتق  پیوسته  طوربه   تابع  :  2-3-2  لم  ⊆ 𝑅𝑛 ،  محدب   یکنواخت  طوربه 

 اگر   تنها و اگر است

∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑆 ∶  (𝛻𝑓(𝑥2) − 𝛻𝑓(𝑥1))
𝑇
(𝑥2 − 𝑥1) ≥ 𝜇‖𝑥2 − 𝑥1‖

2 

𝜇  آن در که >  .است  مشهور گرادیان بردار  یکنواخت  یکنوایی خاصیت به خاصیت این است.  ثابت عدد  یک  0

𝐴   ماتریس  : 4-3-2  تعریف  ∈ 𝑅𝑛×𝑛 0  هر  ازایبه   اگر  تنها   و  اگر  نامیممی   مثبت  معین  را ≠ 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 داشته 

𝑥𝑇𝐴𝑥 یمباش > 0  . 

𝑥هر  ازای به چنانچه ∈ 𝑅𝑛 یمباش داشته  𝑥𝑇𝐴𝑥 ≥  است.  مثبت معین نیمه  آنگاه ،0

:𝑓  تابع : 5-3-2  تعریف 𝑅𝑛 → 𝑅 هرگاه  گوییم مجذوری  تابع یک  را   

                                   ∃ 𝑄 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝐶 ∈ 𝑅𝑛, 𝑑 ∈ 𝑅  𝑓(𝑥) =
1

2
𝑥𝑇𝑄𝑥 + 𝐶𝑇𝑥 + 𝑑, 

𝑄اگر   خاص   حالت   در    = 𝑄اگر   ییم، گو  آفین  را   تابع 0 = 𝑑  و  0 =   کلی   حالت  در   .یندگو   یخط   را  𝑓تابع 0

 کرد. فرض متقارن را 𝑄  توانمی

  ی رو  𝑓تابع   صورتینا  در  باشد  پیوسته  دوم  مرتبه  جزیی   مشتقات  دارای 𝑓تابع   دکنی  فرض : [16] 3-3-2  لم 

 مثبت   ینمع  یمهن 𝑆سراسر   در 𝐺هسی   ماتریس  اگر  تنها  و  اگر  است  محدب  درونی،  نقاط  شامل𝑆    محدب  مجموعه

  باشد.

 است.  سراسری مینیمم یک  آن موضعی مینیمم هر گاهباشدآن محدب ،𝑆  روی𝑓   تابع اگر  : [17] 1-3-2 قضیه

  یک   مسئله  یموضع  جواب  هر   گاهآن  باشد،  محدب  هدف  تابع  (1-2)  یساز  ینهبه  مسئله   در  اگر  فوق،  یهقض  به  توجه  با

 .باشدیم یز ن مسئله یبرا یسراسر جواب

  به   یسازینهبه    هایالگوریتم  یشترب  واقع  در  باشد.می   تیلور  قضیه ،سازیبهینه   در  کاربرد  پر  قضایای  ترینمهم   از  یکی 

𝑛  یاگر مشتق مرتبه   یه،قض ین براساس ا  هستند.  استوار  یهقض ینا  یه پا بر ینحو + وجود داشته  𝑓  یقیتابع حق ام 1

 .کنیمی م یانرا ب یلورت یهزد. در ادامه قض یبتقر 𝑛 از درجه  یاچندجمله  یکبا   توانی را م𝑓  باشد،

,𝑎]بر   یقیتابع حق  کی 𝑓 دیکنفرض    [17]  تیلور(   )قضیه   :2-3-2  قضیه 𝑏]  بوده و𝑛  باشد.   یعیطب   دعد  کی

,𝑎]   یرو 𝑓اگر   𝑏] ،𝑛  و   ریپذمشتق  وستهیطور پبار به𝑓(𝑛+1) یبر رو  (𝑎, 𝑏) هر    یگاه براموجود باشد، آن

,𝑎]در   𝑐و   𝑥 دو نقطه 𝑏] می دار   
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𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑐)

𝑘!

𝑛

𝑘=0

 (𝑥 − 𝑐)𝑘 + 𝐸𝑛(𝑥), 

 م یدار  𝑐و  𝑥  نیب  𝜉مانند  ی انقطه  یکه در آن، به ازا 

𝐸𝑛(𝑥) =
1

(𝑛 + 1)!
𝑓(𝑛+1)(𝜉)(𝑥 − 𝑐)𝑛+1 . 

𝑛در حالت خاص   هیقض ن یا =  . شود  یم  لیتبد نیانگیم مقدار  هیقض به 0

  است، ازین  مورد   ی بعد   یهافصل   در   و   دارد  ی فراوان  یکاربردها   یسازنه یبه  در   که   رهیمتغ  چند لوریت  ه یدر ادامه قض

 . است شده ذکر

کن[17] ( رهیمتغ 𝒏توابع    یبرا   لوری ت  ه یقض )  :  2-3-3  هی قض :𝑓   یدفرض  𝑅𝑛 → 𝑅پبه  یوستهطور 

𝑝است و  یرپذمشتق ∈ 𝑅𝑛. گاه  آن𝑡 ∈  کهموجود است   (1, 0)

𝑓(𝑥 + 𝑝) = 𝑓(𝑥) + 𝛻𝑓(𝑥 + 𝑡𝑝)𝑇𝑝, 

𝑡باشد،   یرپذمشتق یوستهطور پدو بار به   𝑓علاوه اگر  به ∈  موجود است که (1, 0)

𝑓(𝑥 + 𝑝) = 𝑓(𝑥) + 𝛻𝑓(𝑥)𝑇𝑝 +
1

2
 𝑝𝑇𝛻2𝑓(𝑥 + 𝑡𝑝)𝑝 + 𝑂(‖𝑝‖3). 

  اکسترم   نقاط   یانب  یبرا  را   یعلم  روش  یفتعر   ینا   که  شودی م   معلوم  اکسترمم  نقاط  یف تعر  به    ی نگاه  با   ادامه  در  

  به   ادامه  در   رواین   از  کرد.  یین تع  را  نقاط   ینا  بتوان  که  یمهست  یطیشرا  دنبال  ین بنابرا  دهد،ی نم  قرار  ا م  یاراخت  در  توابع

 .پردازیم می  اکسترمم نقاط یافتن  برای کافی و لازم شرایط بیان

:𝑓  تابع  کنید  فرض  [17]  اول(   مرتبه  لازم  یط)شرا  : 4-3-2  قضیه 𝑅𝑛 → 𝑅 باشد  یرپذ  مشتق  پوسته  بطور. 

𝛻𝑓(𝑥∗)  گاهآن باشد،𝑓 تابع موضعی مینیمم یک ∗𝑥نقطه  اگر = 0 . 

𝛻𝑓(𝑥∗)شرط   که  داریم  توجه =  کافی   شرط  یک  اما  است ∗𝑥بودن   موضعی  مینیمم  برای  لازم  شرط  یک  0

𝛻𝑓(𝑥∗)  شرط  بنابراین  .نیست =  یستند،ن  ینیممم  لزوما  ینقاط   ینچن  یعبارت به  .کندنمی   یجابا   را   بودن  مینیمم 0

  نشان   زیر  لم  .باشدمی  ایستا  نقطه  یک  موضعی  کننده  مینیمم  هر  (2-3-1)  یهقض  طبق  بر  .شوندی م  یدهنام  یستاا   نقاط  بلکه

𝛻𝑓(𝑥∗) شرط باشد، محدب 𝑓  تابع کهحالتی در  دهدمی =  .شودی م یلتبد یکاف شرط یک به 0

∗𝑥نقطه   باشد.  پذیر  مشتق  پیوسته  طوربه   محدب  تابع  یک 𝑓کنید  فرض  : [17]5-3-2  لم  ∈ 𝑅𝑛 ینیممم  یک 

𝛻𝑓(𝑥∗)اگر تنها و  اگر است 𝑓تابع  موضعی = 0. 

:𝑓  تابع  کنید  فرض [17] دوم(   مرتبه  لازم  یطشرا)   :  5-3-2  قضیه 𝑅𝑛 → 𝑅 یر پذ  مشتق  یوسته پ  طوربه   دوبار  

  گاه آن  باشد،  پیوسته  و  موجود   ∗𝑥باز   همسایگی  یک  روی  بر   𝛻2𝑓و  باشد 𝑓تابع  موضعی   مینیمم   ∗𝑥نقطه  اگر  باشد.

𝛻𝑓(𝑥∗) =  است.  مثبت معین  نیمه 𝛻2𝑓(𝑥∗) و 0
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:𝑓تابع   کنیدفرض  [17] دوم(   مرتبه   ی کاف  یط )شرا  :  2-3-6  قضیه 𝑅𝑛 → 𝑅 به   دو پیوستهبار    طور 

ومشتق باز   𝛻2𝑓پذیر  همسایگی  روی  اگر ∗𝑥بر  باشد.  𝑓(𝑥∗)∇پیوسته  = باشد، معین 𝛻2𝑓(𝑥∗)و  0 مثبت 

 است.  𝑓مینیمم موضعی اکید تابع  یک  ∗𝑥گاه آن

  عبارتی به   نباشند،  اکید  موضعی  مینیمم  برای   لازم  شرط  است  ممکن   دوم،  مرتبه  کافی  شـرایط  که   است  ذکر  به  لازم 

  عنوان به  نکند.  صدق  دوم  مرتبه  کافی  شرایط  در  اما  باشد،  اکید  موضعی  کنندهمینیمم  یک  که  است  ممکن   ∗𝑥نقطه

𝑓(𝑥)تابع   در  مثـال = 𝑥8 ی نقطه𝑥∗ =   آن   هسی  ماتریس  اما  است  تابع   اکید  موضـعی  یکننده   مینیمم  یک 0

 است. مثبت معین نیمه

 نامقید  سازیبهینه  برای  کاهشی هایالگوریتم  2-4

 .گیریممی  نظر در را  است زیر کلی فرم به که یدنامق سازی ینه به لهئمس ،گردیمی م باز یاصل هدف به اکنون  

𝑚𝑖𝑛 𝑓(𝑥),
𝑥𝜖𝐶

 

  تابع   موضعی  هایمینیمم  یافتن  دنبال  به  است.  مسئله   این  حل  برای  مناسب  هایالگوریتم  ساخت  یاصل  هدف  واقع  در

  اساس   است.  یسراسر  ینیممم  یک  آن  یموضع  ینیممم   هر  گاهآن   باشد  محدب  یتابع  ما  هدف  تابع  اگر   .هستیم  بالا

  به   توجه  با  اما  شود.  همگرا  لهئمس  جواب  به  که   است  ی ادنباله  ید تول  یتنها  در   و   یتکرار  یتمالگور  یک  ارائه  کار،

 که  سازیمی م یاگونه به  را دنباله یمدار جواب مورد در یکم اطلاعات کهین ا

𝛻𝑓(𝑥𝑘) → 𝛻𝑓(𝑥∗) = 0. 

 نقاط   یا  یممماکس  نقاط  به   را  ما  است  ممکن  که  باشدیم   بجوا  یبرا  اول  مرتبه  لازم  شرط   همان  شرط،  ینا  واقع  در 

  احتمال  فوق،  شرط  یترعا  بر  علاوه  که  شود  ی طراح  یا گونهبه   یتمالگور  شودی م  یسع  ین بنابرا   کند،  یتهدا  یز ن  ینیز

  هر   در  شودکه  یطراح   یاگونه به   یتمالگور  که  است  ینا  کارا   و  ساده  یدها   یک  دهد.  یشافزا  را  ینیممم  نقطه  به  یدنرس

 ها یتم الگور  ینا   طرح  .دهدی م   یشافزا  را  ینیممم  نقطه  به   یدنرس  احتمال  کار   ین ا  یابد،  کاهش   هدف   تابع  مقدار   مرحله

  هم   و  ساده  هاییتم الگور  هم  هاآن   یانم  در  و  دارند  هم  با  یاریبس  تفاوت  هاآن  یلتحل  یاتجزئ  و  کاربرد  و

  به   هستند،  یکاهش  یتکرار   هاییتم الگور   ها،یتم الگور  ین ا   یهمگ  اما  است  موجود  یچیدهپ  العاده  فوق  هاییتم الگور

  یدی جد  نقطه  هر  در  و  شودی م  محاسبه  یقبل  نقاط  یمبنا  بر  نقطه  هر  که  کنندی م  یدتول  نقاط  از  رشته  یک  که  مفهوم  ینا

  شده   یدتول  نقاط  دنباله  که  است  آن  مطلوب  .کندی م  یداپ   کاهش  تابع  مقدار  ،آیدی م  دستبه   یتمالگور   ییلهوسبه   که

 شود.   همگرا ی اصل  لهئمس جواب  یک  به تکرار ینامتناه یا یمتناه  تعداد یط  یتمالگور ییله وسبه

   است یر ز  صورتبه  که آیدمی دست  به یتکرار  یندفرآ یک  از نظر مورد یکاهش  الگوریتم معمولا

 (3-2)                                                        𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘 , 
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𝑑𝑘جستجو   جهت  یک  دنبالبه  درآن  که ∈ 𝑅𝑛 گام  طول  یک  و  𝛼𝑘 >           که   بطوریکه  هستیم 0

𝑓(𝑥𝑘+1) ≤ 𝑓(𝑥𝑘).  مناسب  انتخاب  یند،فرآ   ینا   در𝑑𝑘 و𝛼𝑘  انتخاب  راستای   در  .باشدی م  یدیکل  یهاگام   از  

 گیریم ی م نظر در یرز بصورت 𝑑𝑘  بردار یراستا  در 𝑥𝑘 نقطه حول  𝑓  تابع یلورت بسط ، 𝑑𝑘مناسب

𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘) = 𝑓𝑘 + 𝛼𝑘𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘 +

1

2
𝛼𝑘

2𝑑𝑘
𝑇𝐺𝑘𝑑𝑘 + 𝑂(‖𝑑𝑘‖

3).  

𝑔𝑘اگر 
𝑇𝑑𝑘 < 𝑓(𝑥𝑘  گاهآن  باشد،  کوچک  یکاف  اندازه   به 𝛼𝑘و  0 + 𝛼𝑘𝑑𝑘) ≤ 𝑓𝑘.  شرط  ینبنابرا 

𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘 <  حالت   این  در  باشد.  داشته  کاهش  قابلیت   𝑑𝑘  یراستا  در   𝑓 که  است  ینا  یبرا   یکاف  شرط  یک   0

  به  یندیفرآ در 𝛼𝑘 گامطول ،𝑑𝑘  ی کاهش جهت یینتع از پس است. یکاهش جهت یک 𝑑𝑘شودمی  گفته اصطلاحا

  انتخاب   روش  ترینیهی بد  که  گردد.می   معین  است  یرهمتغ  یک  سازیینه به  ینوع   واقع  در  که  یخط  یجستجو   نام

 .باشدیم یقدق  یخط یجستجو ، 𝛼𝑘  گام طول

  یک   یخط  یجستجو  حالت  ینا   در  است  تابع  مقدار  کاهش  جهت  از  یحداکثر  استفاده  یهیبد  و  مناسب  یدها  یک 

 :یعنی  است، متغره یک ی ساز ینهبه

𝛼𝑘: = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑑𝑘). 

  را    𝑓تابع  سازیینیممم  ی برا  یکاهش  جریان  یعموم  یتمالگور  اکنون  باشد.می   معروف  دقیق  خطی  جستجوی  به  که

  کرد. یانب یرز  صورتبه  توانیم

 ( یکاهش جریان یعموم  یتم الگور )  1-2 یتم الگور

 . 𝑥0  ینآغاز بردار : یورود 

𝑘ده  قرار (:0)  گام = 𝑥𝑘  و 0 = 𝑥0  . 

𝑔𝑘  شرط  در  صادق 𝑑𝑘  یکاهش  جهت  (:1)   گام
𝑇𝑑𝑘 <  توقف   یستن  موجود  یجهت  ینچن  اگر  .یداکنپ  را 0

   است. ینهبه جواب 𝑥𝑘  حالت ینا  در کن،

 که کن  محاسبه یاگونهبه  یخط یجستجو از   استفاده با را 𝛼𝑘 (:2)  گام

𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘) = 𝑚𝑖𝑛
𝛼>0

𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑑𝑘)  

𝑥𝑘+1  ده رقرا  (:3گام)  = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘  . 

𝑘  صورتین ا یرغ   در و کن توقف توقف، شرط  یبرقرار  صورت در (:4گام)  = 𝑘 +  برو. (1) گام به و 1

  عملکرد  در   یرگذار ثتا  عناصر  یگرد  از   است. 𝑥0بردار   انتخاب  الگوریتم   ین ا  یدیکل  و  مهم   عناصر   از   یکی

 یم   𝑑𝑘  یجستجو  جهت   یدتول  یچگونگ  ینهمچن  و 𝛼𝑘  گام  طول  یینتع  یچگونگ  ،یساز  مینیمم  هاییتم الگور

  باشد.



24 

  را   نقاط  از  یادنباله  یتمالگور  ینآغاز   نقطه  هر  یبرا  اگر  .شودی م  شروع  ینآغاز   نقطه  یک  با  یتکرار  یتمالگور   هر 

  نقطه   به  یی همگرا  اگر  اما  گویند  یسراسر   یهمگرا   را  یتمالگور   گاهآن   شود  جواب  یک  به  همگرا  که  کند  یدتول

  مطلوب   یتخاص  ینا  هایتمالگور  تمام  قطعا  .نامندی م  یموضع  یهمگرا   را  یتمالگور   گاهآن  باشد  داشته  یبستگ  ینآغاز 

  در   و  یستندن  یسراسر   یهمگرا   یرخطیغ  سازیینهبه  مسائل  حل  یبرا   هایتم الگور  ینترمهم   از  یاریبس  واقع  در  ندارند،

  لهئمس  جواب  که  است  ینقاط   سمت  به  ییهمگرا  یا  و  نیستند  همگرا   اصلا  یا  که  شودیم   یدتول  ییهادنباله  یگاه  یجهنت

  کرد  اصلاح  یا گونهبه  خاص   یابزارها   افزودن  با  را  هایییتم الگور  ینچن  که  دارد  وجود  امکان  ینا   اغلب  یول  .یستندن

  شود. ینتضم هاآن  یسراسر  ییهمگرا که

  ی برا  یتمالگور  یمکن  ثابت  یمبتوان  کهاست   ینا  ،یدمقنا  سازیینه به  هاییتم الگور  یبرا  مطلوب  خواص  از  یگرد  یکی  

  یت »خاص  یدارا   یتمالگور  ییمگو  صورت  ینا  در  باشد،  همگرا   ∗𝑥جواب   به  تکرار  یمتناه  تعداد  در  دوم  درجه  مسائل

  یک   با ∗𝑥یگی همسا  در  که 𝑓  تابع  همواره  که  است  مطلوب   ما  یبرا   نظر   ینا   از  یژگیو  ینا  است.  دوم«  درجه  مدل

  دارد. تطابق دوم درجه  مدل

 مطرح  یدنامق  یرخطیغ  سازیینه به  یبرا   یکاهش  هاییتم الگور   ینترمهم   از  مختصر  یبررس  ،فصل  ینا  ادامه  در

 .گرددیم

 کاهش  ینتندتر روش  1-4-2

 است  کاهشین تندتر  روش  ،یرهمتغ  چند  تابع  یک  سازیینیممم  یبرا  هاروش   ینترشده شناخته  و  ترینیمی قد  از  یکی 

  ین ترساده   از   یکی  اولا  یراز  ،است  مهم  العاده فوق   ینظر  یدگاهد  از  روش   ینا  است.  مشهور  یزن  یانگراد   روش   به  که

 تر یشرفتهپ  یهام یت الگور  از  یادیز  تعداد  یزهانگ  یاثان  دارد.  وجود  کنندهقانع  یلتحل  یک  آن  یبرا  که  است  ییهاروش 

  ری بهت  ییهمگرا  خواص  دارای  یدجد  هاییتم الگور   یدتول  که  نحویبه   ،یانگراد  روش  اصلاح  یبرا  تلاش  از  اغلب

  امتحان  لهئمس  یک  حل  یبرا   تواند یم  که   است  یروش  یناول  تنها  نه   یانگراد   روش   ینبنابرا  اند.آمده   وجود   به  باشند،

  باشد.یم یزن هاروش  یر سا بودن ثروم سنجش یبرا  یمرجع بلکه شود.،

  با   کاهش  ینتندتر  روش  یتکرار  یتمالگور  باشد. 𝑅𝑛در   اول  مرتبه  یوستهپ  ییجز  مشتقات  یدارا  𝑓تابع  کنید  فرض 

𝑑𝑘   جهت بردار انتخاب = −𝛻𝑓𝑘 = −𝑔𝑘  یرا ز  است  یکاهش جهت یک وضوح به 

𝑑𝑘
𝑇𝑔𝑘 = −‖𝑔𝑘‖

2 < 0. 

 یان گراد  روش  مطلوب خواص جمله از

   دارد. کمی یمحاسبات ینههز روش  این .1

  ندارد. وجود تابع دوم مرتبه مشتقات محاسبه  به یازین یانگراد یتمالگور در .2
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  .کندیم  یدتول یمطلوب یج نتا جواب از  دور و دارد یسراسر  ییهمگرا .3

  از   که  باشدی م  یزن  یمشکلات  یدارا   اما  باشدی م   ینههز  کم   یاربس  یمحاسبات  نظر   از  یانگراد   روش   کهین ا  رغمی عل

 کرد  اشاره  یرز موارد به توانیم هاآن  ینترمهم 

  نباشد. یمتناه یندفرآ  یک است ممکن گرادیان روش توسط محدب تابع یک سازیینیممم .1

  است.  یخط آن  ییهمگرا مرتبه و کند ییهمگرا   نظر از .2

 است.  زاگزیگ  یده پد دادن رخ  امکان یگرد مشکل .3

   .باشدیم  دوم درجه مدل یتخاص فاقد .4

 ها تلاش   ینا  یجهنت  در  که  است  یدهگرد  انجام  یاریبس  یهاپژوهش   یانگراد   روش  ییهمگرا  مرتبه  یشافزا  یراب 

 .گرددی م یمعرف مختصر طوربه  بعد فصل در که اند.شده  ارائه مزدوج یانگراد یهاروش 

 است. گرفته قرار یبررسـ  مورد یوتنن روش نامهیان پا از  بخش ینا در 

 یوتن ن روش  2-4-2

  توجه   یلدلا   ینترمهم  از   یکی.باشدی م  یوتنن  روش  یدنامق  سازیینه به  مسائل  حل  یبرا  پرطرفدار  یهاروش   از  کیی

  سازی ینه به  مسائل  حل  در   یعیوس  طوربه   روش   ینا  از  یل،دل  ینهم  به   است.  آن   یبالا  یی همگرا  سرعت   روش  ینا   به

 .شودیم  استفاده  یرخطیغ ی هادستگاه  حل یزن و یرخطیغ

  ی جا به   یب تقر  تابع  ینا  کردن  ینیممم  و   𝑥𝑘 نقطه   در   هدف  تابع  ی مجذور  یبتقر  از   استفاده   یوتنن  روش  صلی ا  یده ا

:𝑓 تابع  که  کنیمیم  فرض  ابتدا  منظور  ینا   یبرا  باشد.می   تکرار  هر   در  یاصل   تابع 𝑅𝑛 ⟶ 𝑅 یوستهپ   طوربه   دوبار 

 یبتقر  یک  کردن  مینمم  یهپا  بر  یبعد   چند  یسازینهبه  در   ننیوت  یجستجو  جهت  است.  اکید  محدب  و  یرپذ  مشتق

 داریم  𝑥𝑘  ینقطه  حول   مجذوری یب تقر با است.  𝑓 تابع دوم مرتبه

𝑞(𝑥) ≔ 𝑓𝑘 + 𝑔𝑘
𝑇(𝑥 − 𝑥𝑘) +

1

2
(𝑥 − 𝑥𝑘)

𝑇𝐺𝑘(𝑥 − 𝑥𝑘). 

 محدب    𝑞(𝑥)  کهین ا   به   توجه   با  باشد.  مثبتین مع   𝐺𝑘  اگر  تنها  و  اگر   است   یداک  محدب    𝑞(𝑥)  داد  نشان   توانیم

  یگه د  عبارت  به .آیدی م دست  به باشد صفر بردار  ی مساو  آن گرادیان  که وقتی   𝑞(𝑥)  تابع مقدار ینیممم است  یداک

 داریم   𝑥𝑘  نقطه در

𝛻𝑞(𝑥) = 𝑔𝑘 + 𝐺𝑘(𝑥 − 𝑥𝑘) = 0. 

𝑥𝑘+1 صورت  به   {𝑥𝑘}  یکاهش  دنباله  بالا  رابطه  در   𝑥  ی جا  به   𝑥𝑘+1  دادن  قرار  با = 𝑥𝑘 − 𝐺𝑘
−1𝑔𝑘   ید تول 

𝑑𝑘  جهت  بردار  یوتن،ن  روش   در  است   یمعن   ینا  به   که  شود،یم = −𝐺𝑘
−1𝑔𝑘   گام  طول  و  باشدی م  𝛼𝑘 = 1  
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  یر ز  صورتبه   توانیم  را   یوتنن  روش  یتمالگور   شد  گفته  آنچه  به  توجه  با  است.  (یخط  یجستجو  از  استفاده  )بدون

 .کرد یانب

 ( یوتنن روش  الگوریتم  ) 2-2 الگوریتم 

 .𝑥0  آغازین نقطه :ورودی

𝑘  ده قرار  (:0گام)  = 0 . 

𝑑𝑘 کن محاسبه  (:1گام)  = −𝐺𝑘
−1𝑔𝑘، کهی طور به 𝐺𝑘 = 𝛻2𝑓(𝑥𝑘) و 𝑔𝑘 = 𝛻𝑓(𝑥𝑘).  

𝑥𝑘+1  ده قرار  (:2گام)  = 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘 . 

 کن. تکرار را  فرآیندنظر مورد دقت به یدنرس تا  (:3گام) 

  یی همگرا   یوتنن  روش  گاهآن  باشد  ینیممم  ینقطه  به  یکنزد  یکاف  یاندازه   به  ینآغاز  ینقطه   اگر  زیر  یهقض  طبق

 . دارد یمجذور

𝑓ید کنفرض   : [17]  1-4-2  یهقض ∈ 𝐶2 ،  𝑥∗ ی موضع  یکننده  ینیممم  ینقطه  یک𝑓 در   یهس  یسماتر  و  

 یعنی  باشد. زیتشیپل یوستهپ  ∗𝑥  یگیهمسا

∃ 𝜖 > 0 , 𝐿 > 0       𝑠. 𝑡.       ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁𝜖(𝑥
∗)  ⟹  ‖𝐺(𝑥) − 𝐺(𝑦)‖ ≤ 𝐿‖𝑥 − 𝑦‖,  

  یف تعرخوش   یوتنن  روش  گاهآن  ،باشد  مثبتینمع   ∗𝐺و   باشد  یکنزد   ∗𝑥به   𝑥𝑘  بزرگ  یکاف  اندازه  به   𝑘  یبرا  اگر

  است.  یمجذور آن ییهمگرا نرخ و

𝑑𝑘یمدار   یوتنن  گام   به  توجه  با 
𝑇𝑔𝑘 = − 𝑔𝑘

𝑇𝐺𝑘
−1𝑔𝑘 ،   که   است   کاهش   شرایط  در  نیوتن  جهت   است   واضح  

𝑔𝑘 اگر 
𝑇𝐺𝑘

−1𝑔𝑘 >  مثبتینمع   ∗𝐺 گاهآن  یمباش   ∗𝑥  یعنی  هئل مس  جواب  یکینزد  در  اگر  یطرف  از  ،دباش  برقرار0

  جواب  یکینزد  در  یتمالگور   بودن  یکاهش  لذا   است.  مثبتینمع  یزن   𝐺𝑘 دوم،  مرتبه  مشتق  یوستگیپ  بربنا  لذا  و  است

  ی کاهش  است ممکن یحت و کندی نم عمل  خوب جواب از  دور یوتنن روش که است  یحال در ینا گرددیم ینتضم

   نباشد.

  از  𝑑𝑘محاسبه  یجابه   عملا  است،  نهیپرهز   یاربس  یهس  یسماتر  وارون  یمحاسبه  کهین ا  به  باتوجه  : 1-4-2  تذکر

𝑑𝑘  رابطه = −𝐺𝑘
−1𝑔𝑘، 𝑑𝑘 دستگاه جواب یک را  𝐺𝑘𝑑𝑘 = −𝑔𝑘 گیریممی  نظر در. 

باشد در این حالت  لزوما معین مثبت نمی 𝐺𝑘ی روش نیوتن این است که ماتریس هسی  یکی از مشکلات عمده 

هیچ تضمینی برای کاهشی بودن روش موجود نیست. برای غلبه بر این مشکل، محققان تلاش کردند الگوریتم  

به  را  نیوتن  ماتریس  گونه روش  گام  هر  در  که  نمایند  اصلاح  بماند.   𝐺𝑘ای  باقی  مثبت  از  معین  برخی  ادامه  در 

 کنیم. زمینه را بیان می   های ارائه شده در اینروش 
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کـه  از روش نیوتن قابل محاسبه نیست و همچنین هنگـامی 𝑑𝑘پذیر نباشد، جهت  وارون  𝐺𝑘که هنگامی   .1

𝐺𝑘       مثبت نباشد معین𝑑𝑘  باشد لذا یک ایده قرار دادن  محاسبه شده کاهشی نمی𝑑𝑘 = −𝑔𝑘  است

، البته ممکن است استفاده از این جهت الگوریتم را کند یا دچار  باشدجهت روش گرادیان می   که همان

 زیگزاگ کند.   

بهمعین  𝐺𝑘پذیر که ماتریس وارون هنگامی   .2 نباشد جهت  نیوتن ممکن است مثبت  از روش    دست آمده 

 𝐵𝑘مثبت از آن مانند یک تقریب معین  𝐺𝑘جای  صورت یک ایده این است که به کاهشی نباشد. در این 

𝑑𝑘   کرد در این صورت داریمجایگزین  را = −𝐵𝑘
−1𝑔𝑘 . 

𝐺𝑘با ماتریس   𝐺𝑘ی دیگر تعویض  ، یک ایده نداریم 𝐺𝑘ی رفتار  که اطلاعاتی درباره هنگامی   .3 + 𝛾𝐼  

که آن    است  𝛾در  ≥ می گونه به   0 انتخـاب  ماتریس ای  که  𝐺𝑘شود  + 𝛾𝐼    نتیجه معین در  و  مثبت 

 شود زیر حاصل می  از رابطه  𝑑𝑘صورت جهت  پذیر باشد.در  این وارون 

(𝐺𝑘 + 𝛾𝐼)𝑑𝑘 = −𝑔𝑘  ⇒  𝑑𝑘 = −(𝐺𝑘 + 𝛾𝐼)−1𝑔𝑘 , 

𝐺𝑘مثبت بودن ن که به علت معی            + 𝛾𝐼   ،𝑑𝑘  .یک جهت کاهشی است 

دیگر   .4 اصلاح  به𝐺𝑘یک  آن  اصلاح  قطری ،  ماتریس  یک  درایه،  𝐸𝑘وسیله  است با  مثبت  قطری  های 

𝐺𝑘که طوری به + 𝐸𝑘   مثبت شود. باید توجه داشت که در  معین𝐸𝑘  .عناصر قطری لزوما یکسان نیستند 

 یوتن ن  شبه روش   3-4-2  

  𝑛2و  𝑔𝑘 محاسبه  یبرا   اول  مرتبه  مشتق 𝑛 محاسبه  به  یازن  مرحله  هر  در  یراز  بالاست،  یوتنن  روش  یمحاسبات  ینههز

  که  ،دهدی م  سوق  یوتننشبه   یهاروش  خانواده  سمت  هب  را  ما  مشکل  ینا  که  دارد. 𝐺𝑘محاسبه   یبرا  دوم  مرتبه  مشتق

  باشد.  مثبت  ینمع  یسماتر  یک 𝐵𝑘 کهی طور به  ،شودیم  استفاده 𝐺𝑘ی هس   یسماتر  یبرا  𝐵𝑘  یبتقر  یک  از  آن  در

  ین ع  در  و  سازدی م   طرف  بر  را 𝐺𝑘 محاسبات  ینههز  مشکل  هم  و  یدانمیم  ینتضم  را 𝑑𝑘  بودن  یکاهش  هم  یدها  ینا

در این بخش ابتدا    .باشدی م   یزن  آن   یبالا   یی همگرا   سرعت  جمله  از   یوتنن  روش   مطلوب  خواص   حفظ  به   قادر   حال

که را  است  شرایطی  صدق   𝐵𝑘ماتریس    نیاز  آن  روش در  عمومی  الگوریتم  سپس  و  شبه کند  بیان های  نیوتن 

 .ردندگمی

:𝑓فرض کنید  𝑅𝑛 → 𝑅   پذیر باشد، با استفاده از بسط تیلور بردار گرادیان تابع  طور پیوسته مشتقبار به و  د𝑓   

 داریم   𝑥𝑘+1 حول نقطه 

𝑔(𝑥) ≈ 𝑔𝑘+1 + 𝐺𝑘+1(𝑥 − 𝑥𝑘+1). 

𝑥اخیر   رابطه اگر در   = 𝑥𝑘  شودزیر حاصل می گاه رابطه انتخاب گردد، آن 

, 𝑦𝑘 ≈ 𝐺𝑘+1𝑠𝑘 

 که در آن 

                                         .  𝑠𝑘 = 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 𝑦𝑘  و  = 𝑔𝑘+1 − 𝑔𝑘  
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عنوان یک  به 𝐵𝑘+1ماتریس    چون قرار استبرقرار است.  طور دقیق  به فوق برای توابع مجذوری    وضوح رابطه به

تولید ی  ا گونه  به    𝐵𝑘+1ماتریس    بهتر استرسد  نظر می  در نظرگرفته شود، بنابراین به  𝐺𝑘+1تقریب مناسب از 

ای انتخاب شود که  گونه به  𝐵𝑘+1داشته باشد. یک ایده بسیار مهم این است که   𝐺𝑘+1گردد که رفتاری مشابه با  

 در رابطه سکانت صادق باشد یعنی

(2-4                                                      )𝐵𝑘+1𝑠𝑘 = 𝑦𝑘  . 

ای ساخته شود که  گونهباید به   𝐵𝑘نیوتن بر این اصل استوار هستند که ماتریس تقریبی  های شبه تقریبا تمام روش 

 ماتریس هسـی در نقطه نیوتن به ه های شبآل، روش طورکلی، در حالت ایده به  در شرط سکانت صادق باشد.

 کنند. شوند و در مجموع تا حدودی همانند روش نیوتن عمل می جواب همـگرا می 

𝑑𝑘 یان شد، جهت روش نیوتن از رابطه ب بخش قبلطورکه در همان  .2-4-2تذکر  = −𝐺𝑘
−1𝑔𝑘 دست به

کارگـیری  ماتریس  نیوتن با روش نـیوتن در بههای شبـههای کـلیدی روش جا که یکی از تفاوتآید. از آن می

 شود زیر محاسبه می  نیوتن از رابطه های شبه جهت روش باشد بنابراین می 𝐺𝑘به جای هسی واقعی   𝐵𝑘تقریبی 

(2-5                                         )                  .  𝑑𝑘 = −𝐵𝑘
−1𝑔𝑘 

 شود. صورت زیر بیان می نیوتن به های شبه الگوریتم کلی روش 

 نیوتن( های شبه )روش   3-2الگوریتم 

𝑥0بردار آغازین   ورودی:  ∈ 𝑅𝑛 ماتریس معین مثبت ،𝐵0 ∈ 𝑅𝑛×𝑛  . 

𝑘قرار ده  :  ( 0) گام  = 0   . 

 در صورت برقراری شرط توقف، توقف کن.   : ( 1) گام 

𝐵𝑘𝑑𝑘را از حل دستگاه   𝑑𝑘جهت جستجوی  : ( 2) گام  = −𝑔𝑘    .محاسبه کن 

𝛼𝑘: ( 3) گام  >  ، محاسبه کن و قرار ده  𝑑𝑘یک جستجوی خطی در راستای    از رابا استفاده  0

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘  . 

 سکانت برقرار باشد.   که رابطه طوری بهنگام کن به   𝐵𝑘را از روی ماتریس  𝐵𝑘+1: ( 4) گام 

𝑘:   ( 5) گام  = 𝑘 +  ( برو.1و به گام )  1

نیوتن های شبه ترین گـام در الگوریتم عمومی روش شود که مهم نیوتن دیده می با توجه به الگوریتم روش شبه

 سازی ماتریس هسی معروف است. باشد که به بهنگام می 𝐵𝑘از    𝐵𝑘+1چگونگی تولید ماتریس  

 .نماییمی م اشاره  یهس یسماتر یسازبهنگام  ی برا موجود  هاییده ا  از ی تعداد به ادامه رد

   یک رتبه بهنگام •

   دو رتبه  یهابهنگام •
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 (𝑺𝑹𝟏)  یک  رتبه بهنگام
  یب تقر  ینا  هرچه  که  ،است  ممکن  ییراتتغ  ینکمتر  یلهوسبه   𝐵𝑘 ییرتغ  ، 𝐵𝑘+1 ساخت  یبرا   یدها  ینترساده   و  یناول

  ی ساز   بهنگام  یبرا  یک  رتبه  یساز بهنگام  در  داشت.  خواهد   بر  در  یساز بهنگام   یبرا  یکمتر  ینههز  باشد  تریک نزد

 داد  قرار توانیم  𝐵𝑘  یسماتر

𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘 + 𝐸𝑘 , 
 بار  یننخست  بهنگام  ینا  .سازدی م  بهنگام  را  یهس  یسماتر  یبتقر  که  است،  یک  رتبه  با  یسماتر  یک 𝐸𝑘  آن  در  که 

 و 4مارتاژ توسط 1969 سال در و 3یویدان د توسط مستقل طوربه 1968 سال در سپس و یدنبرو توسط 1967 سال در

 شود  یفتعر  یرز صورتبه  تواندی م یک رتبه بهنگام کی .]8[شد ارائه 5سرگنت

𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘 + 𝛼𝑢𝑣𝑇 , 

  رابطه  در 𝐵𝑘+1 که یمآور دستبه  یاگونه به  را یرمقاد ینا یدبا حال است. ثابت یعدد 𝛼  و بردار 𝑣و 𝑢 آن در که

 کند صدق سکانت

𝐵𝑘+1𝑠𝑘 = 𝑦𝑘 , 

 یم دار  سکانت رابطه در یک  رتبه  بهنگام دادن  قرار با

𝐵𝑘𝑠𝑘 + 𝛼(𝑣𝑇𝑠𝑘)𝑢 = 𝑦𝑘 , 

 که  شوند انتخاب یطور  یدبا 𝑣و 𝑢  یبردارها  ینبنابرا

𝛼(𝑣𝑇𝑠𝑘)𝑢 = 𝑦𝑘 − 𝐵𝑘𝑠𝑘 , 

 که  است ینا یشنهادپ یک  منظور ین ا  یبرا

𝑢 = 𝑦𝑘 − 𝐵𝑘𝑠𝑘 ,                 𝛼(𝑣𝑇𝑠𝑘) = 1 => 𝛼 =
1

𝑣𝑇𝑠𝑘
.  

  ی بعد   یب تقر  تقارن  ی برا  شود  فرض   متقارن 𝐵𝑘 اگر  حال  است.  یتاهم  حائز  یزن  آن  یبتقر  تقارن  ، 𝐺𝑘  تقارن  یلدلبه

𝑢𝑣𝑇  یدبا   𝑢𝑣𝑇  بودن  متقارن  یبرا  باشد.  متقارن   𝑢𝑣𝑇  یستکاف  فقط  ، 𝐵𝑘+1  یعنی = 𝑣𝑢𝑇 ،  یدبا  یعنی  𝑢 

𝑢   که است ینا انتخاب یک  ینبنابرا باشد. 𝑣  از یبیضر = 𝑣 نتیجه در 

𝛼 =
1

𝑢𝑇𝑠𝑘
=

1

(𝑦𝑘 − 𝐵𝑘𝑠𝑘)
𝑇𝑠𝑘

, 

  گرددیم  یفتعر  یرز  صورتبه   𝑆𝑅1 بهنگام  رابطه ،ساده یگذاری جا یک با

  (6-2)                                                     𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘 +
(𝑦𝑘−𝐵𝑘𝑠𝑘)(𝑦𝑘−𝐵𝑘𝑠𝑘)𝑇

(𝑦𝑘−𝐵𝑘𝑠𝑘)𝑇𝑠𝑘
,   

   دارد: وجود  𝑆𝑅1  یک یرتبه  بهنگام یبرا  یرز حالت دو

 
3 Davidon 
4 Murtagh 
5 Sargent 
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  1 ) (𝑦𝑘 − 𝐵𝑘𝑠𝑘)
𝑇𝑠𝑘 ≠   طور به  𝐵𝑘+1  بهنگام  یسماتر  فوق   یندفرآ   در   که  است  واضح   صورت  ین ا   در  .0

   .گرددی م یدتول  𝐵𝑘  از فرد به منحصر

  2 ) (𝑦𝑘 − 𝐵𝑘𝑠𝑘)
𝑇𝑠𝑘 =  . یفتدب اتفاق  است ممکن  یرز حالت دو از یکی صورت ینا در .0

𝑦𝑘   الف(    = 𝐵𝑘𝑠𝑘   یس ماتر   خود  و  یمندار   بهنگام  به  یازی ن  که  است  مفهوم   ینا  به  ینا  𝐵𝑘 نظر  مورد   خواص 

𝐵𝑘+1 شود  داده قرار است یکاف حالت ینا  در ینبنابرا داراست، را  𝐵𝑘+1  یبرا = 𝐵𝑘 . 

𝑦𝑘)  اگر   ب(     − 𝐵𝑘𝑠𝑘)
𝑇𝑠𝑘 = 𝑦𝑘 و 0 ≠ 𝐵𝑘𝑠𝑘   شکست  بهنگام  یندفرآ  است  واضح   حالت  ینا  در 

  گرفت. کمک دوم رتبه بهنگام یهافرمول  از یدبا یجهنت در  و یستن موجود یکی رتبه  بهنگام فرمول یچ ه و  خورده

 𝑺𝑹𝟏  روش  مشکلات

𝑦𝑘)    که  کندی م  حفظ  یدرصورت  فقط  را  بودن  مثبت  ینمع  (6- 2)  فرمول  .1 − 𝐵𝑘𝑠𝑘)
𝑇𝑠𝑘 >   معادل  ینا  که  ، 0

𝑠𝑘  یبرقرار   با
𝑇𝐵𝑘𝑠𝑘

𝑦𝑘
𝑇𝑠𝑘

<   برقرار   هم یقدق  یخط   ی جستجو  با  ی مجذور  توابع  در  است ممکن  یطشرا   ینا  باشد،ی م   1

                                       که ین ا  یبرا  ینیتضم  یحت  واقع  در  کرد.  ینتضم  توانی نم  را  رابطه  ینا  یبرقرار  ینبنابرا  نباشد،

(𝑦𝑘 − 𝐵𝑘𝑠𝑘)
𝑇𝑠𝑘 ≠  نباشد.  یفتعر خوش رابطه است  ممکن یعنی ،یستن موجود 0

  های یه درا   رشد   یلدلبه  یزن  مخرج  بودن   کوچک  بلکه  کندی م  یجادا   مشکل   که  یستن  مخرج   بودن  صفر  فقط  .2

 گردد. روش  یعدد   یداریناپا جمله  از یمشکلات سبب تواندیم  𝐵𝑘+1  یسماتر

  ی زمان  بهنگام  که   است  ین ا  شکست  از  یری جلوگ  و  یفیتعرخوش   حفظ  یبرا   یعمل  یشنهادپ  یک  :3-4-2  تذکر

 که  یردگ صورت

𝑟‖𝑠𝑘‖‖(𝑦𝑘 − 𝐵𝑘𝑠𝑘)‖ < |(𝑦𝑘 − 𝐵𝑘𝑠𝑘)
𝑇𝑠𝑘|. 

𝑟   اجرا  هنگام  در معمولا کهیی جا ≅  . گیردی م قرار استفاده  مورد  10−8

 یه قض  باشد.  کارگشا  یاربس  خانواده  ینا   توسعه  در  تواندی م  که  دارد  یزن  یمناسب  خواص  یده ا   ینا  فوق  مشکلات  وجود  با

 نمایدی م یانب را خانواده ینا  خواص ینترمهم  از  یکی یرز

 𝑘  هر  ی برا 𝐵𝑘  یهاومؤلفه  باشد  یفتعر  خوش  (6-2)  بهنگام   رابطه  یتمالگور  از   مرحله  هر  در   اگر  :2-4-2  یهقض

,𝑠𝑛  یبردارها  و  باشد  یمتناه … , 𝑠2, 𝑠1   یک  رتبه  بهنگام  گاهباشند،آن  یخط  مستقل  (𝑆𝑅1 )  درجه   مسائل  حل  در 

𝑛 حداکثر در محدب، دوم +  و شودی م متوقف تکرار 1

𝐵𝑛+1 = 𝐺. 
  اطلاعات   یریکارگبه   یاصول  امکان  یچگونگ  از  ساده  و  یعال  مثال  یک  𝑆𝑅1  روش  اگرچه  یب،ترت  یندب 

 یزن  هایییتمحدود  اما  است،  یهس  یسماتر  یبتقر  نمودن   بهنگام  یبرا  یکاهش  یندفرآ   خلال  در  شده  یآور جمع

  ید تول  یهابهنگام   که  شودی م   هدهمشا  عمل  در  است.  یاز ن  مورد  یک  رتبه  از  یشترب  ییراتیتغ  رسدی م  نظربه   پس  دارد.

  از   یحت   موارد  از  یاریبس  در  هاآن   یج نتا  و  کندیم  یدتول  ی هس  یس ماتر  یبرا   یخوب   هاییب تقر   𝑆𝑅1روش   از  شده

  یکاهش  ینتضم  یجهنت  در   و 𝐵𝑘  یسماتر  بودن  مثبت  ینمع  ین تضم  یبرا   ی راه  چون  اام  است  هترب   یزن  دو  رتبه   ی هانگامبه
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 نمودن   بهنگام  یبرا  یرتریپذانعطاف   یهافرمول  یافتن  منظوربه  محققان  ینبنابرا  ت،یسن  موجود  جستجو  جهت  بودن

 .نماییمی م یبررس مختصر طوربه  را هاآن  ادامه  در که  رفتند دو رتبه  یهابهنگام سراغ  به ی،هس هاییس ماتر

   دو  رتبه ی هابهنگام   

 شود ی م  ارائه یر ز  صورتبه  𝐺𝑘  یسماتر یبتقر یبرا  متقارن دو رتبه  بهنگام یعموم  فرمول  ی،کل حالت در   

                𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘 + [𝑢 𝑣] [
𝑎 𝑏
𝑏 𝑐

] [𝑢 𝑣]𝑇

= 𝐵𝑘 + 𝑎𝑢𝑢𝑇 + 𝑐𝑣𝑣𝑇 + 𝑏(𝑣𝑢𝑇 + 𝑢𝑣𝑇). 
  دو   رتبه یهابهنگام   از  .شودی م  پرداخته   متقارن  دو  رتبه ی سازبهنگام   یهاروش   از   دسته  یک یبررس  به  بخش   ینا   در

 کرد.  اشاره  𝐵𝐹𝐺𝑆 و 𝐷𝐹𝑃  یهابهنگام  به توانیم متقارن

 )𝑩𝑭𝑮𝑺( 6شانو -گلدفارب-فلچر-یدن برو روش  2-4-3-1

  از   مستقل   طوربه   شانو   و  گلدفارب  فلچر،  یدن، برو  توسط  1970  سال   در  که   دو  رتبه   بهنگام  یهافرمول   ین بهتر   از  یکی  

  یس ماتر  متقارن  دو  رتبه  بهنگام  فرمول  روش   ینا  در  .[8]باشدیم 𝐵𝐹𝐺𝑆  بهنگام  فرمول   یدگرد  یشنهادپ  یکدیگر 

𝐵𝑘 گیرد ی م  قرار استفاده  مورد یر،ز  صورت به 

 (7-2)                                                               𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘 + 𝛼𝑢𝑢𝑇 + 𝛽𝑣𝑣𝑇 , 

   ینبنابرا کند؛ صدق سکانت  معادله در یدبا 𝐵𝑘+1  کهیی جاآن  از 

(𝐵𝑘 + 𝛼𝑢𝑢𝑇 + 𝛽𝑣𝑣𝑇)𝑠𝑘 = 𝑦𝑘 ,                 

𝐵𝑘𝑠𝑘 + 𝛼𝑢(𝑢𝑇𝑠𝑘) + 𝛽𝑣(𝑣𝑇𝑠𝑘) = 𝑦𝑘 ,   

 که  شوند انتخاب یاگونه به  یدبا  𝛽 و 𝛼  یاسکالرها  و 𝑣 و 𝑢  یبردارها  یعنی

 (8-2)                                               𝛼(𝑢𝑇𝑠𝑘)𝑢 + 𝛽(𝑣𝑇𝑠𝑘)𝑣 = 𝑦𝑘 − 𝑠𝑘𝐵𝑘. 

  در   یبردارها  از  استفاده  مناسب  انتخاب  یک  وجوددارد، 𝑢 ، 𝛽، 𝛼 و𝑣  یبرا  که  یمتعدد   یهاانتخاب  یانم  در

 باشدیم  یرز  صورتبه مناسب یشنهادپ یک کنند. یلتحم ما به را یکمتر ینههز که باشدیم دسترس

𝑢 = 𝑦𝑘        و      𝑣 = 𝐵𝑘𝑠𝑘 ,                 

 گرددی م  یرز  یهاانتخاب به منجر که

      𝛼 =
1

𝑦𝑘
𝑇𝑠𝑘

,                  𝛽 =
−1

𝑠𝑘
𝑇𝐵𝑘𝑠𝑘

.           

 : شودی م یجهنت یرز شکلبه   𝐵𝐹𝐺𝑆 بهنگام رابطه آن، یساز  ساده و (7-2) معادله در 𝛽 و 𝛼  دادن  قرار با

(9-2)                                                    𝐵𝑘+1
𝐵𝐹𝐺𝑆 = 𝐵𝑘 +

𝑦𝑘𝑦𝑘
𝑇

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

−
𝐵𝑘𝑠𝑘𝑠𝑘

𝑇𝐵𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝐵𝑘𝑠𝑘

. 

 
6 Broyden, Feletcher, Gold Farb, Shanno 
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 نمود.  یانب را 𝐵𝐹𝐺𝑆  یوتننشبه یتمالگور توانیم  رابطه  ینا  از استفاده با اکنون

 ( 𝑩𝑭𝑮𝑺  یتم )الگور  4-2 یتم الگور

𝑥0  ینآغاز بردار :یورود  ∈ 𝑅𝑛، مثبت ینمع یسماتر 𝐵0 ∈ 𝑅𝑛×𝑛.  

𝑘  ده قرار  (:0)  گام = 0  .  

  کن. توقف توقف، یطشرا ی برقرار صورت در  (:1)  گام

𝐵𝑘𝑑𝑘 دستگاه حل با (:2)  گام = −𝑔𝑘 یجستجو جهت  𝑑𝑘  کن.  محاسبه را 

 کن. محاسبه را  𝑑𝑘 ،𝛼𝑘  یراستا  در مناسب یخط  یجستجو روش  یک  از استفاده با  (:3)  گام

   ده قرار  (:4)  گام

 𝑠𝑘 = 𝛼𝑘𝑑𝑘,         

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑠𝑘 , 

 𝑦𝑘 = 𝑔𝑘+1 − 𝑔𝑘 . 

 ده  قرار (:5گام) 

𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘 +
𝑦𝑘𝑦𝑘

𝑇

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

−
𝐵𝑘𝑠𝑘𝑠𝑘

𝑇𝐵𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝐵𝑘𝑠𝑘

.   

𝑘 (:6)  گام = 𝑘 +  برو. (1) گام به و  1

  روش   مهم  خواص  از   یبرخ  به   توانیم  ،𝑓 تابع   بودن  یرمجذوریغ  و  ی مجذور  به  توجه  با  و   خلاصه  طوربه   اکنون 

𝐵𝐹𝐺𝑆 کرد. اشاره   

 دارد  را  یرز  خواص یقدق یخط یجستجو و مثبت ینمع یهس با یمجذور  توابع یبرا 𝐵𝐹𝐺𝑆  روش

𝑔𝑛+1  یعنی رسدی م جواب به تکرار 𝑛حداکثر  در 𝐵𝐹𝐺𝑆  روش یتمالگور .1 = 𝐵𝑛+1و 0 = 𝐺 . 

𝑖  یبرا   یعنی   شود،ی م  حفظ  یشینپ  یهاقدم   یبرا   سکانت   رابطه .2 = 1,2,… , 𝑛 است   برقرار   یرز   ی رابطه 

 
∀  𝑗 < 𝑖           𝐵𝑖𝑠𝑗 = 𝑦𝑗  .      

𝐵0  اگر .3 = 𝐼 تابع   ی هس  یسماتر   به  نسبت  مزدوج  گرادیانیرهای مس  همان  شده  یدتول  یرهایمس  گاهآن  

 هستند. مزدوج 𝐵0  به نسبت شده یدتول  یرهایمس باشد دلخواه  یسیماتر 𝐵0 اگر و باشندی م  دوم درجه
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 که  است شده ثابت  یعموم  توابع مورد در علاوهبه

3𝑛2  به مرحله هر در 𝐵𝐹𝐺𝑆  روش .4 + 𝑂(𝑛)  دارد. یازن یاصل  یاتعمل 

 است.  یزبرخط   روش  ینا  ییهمگرا نرخ .5

  ی جستجو   با   یزن  و  یق دق  یخط  یجستجو  با   محدب  یدا اک  توابع  یبرا 𝐵𝐹𝐺𝑆  روش  ی سراسر  ییهمگرا .6

 [. 17]  است  شده اثبات ولف یخط

  تکرار  هر  در 𝐵𝑘  یسماتر  بودن  مثبت  ینمع  یتخاص  حفظ  که  را 𝐵𝐹𝐺𝑆  روش  مهم   یژگیو  یک  یرز  ییهقض

 . کندی م یانب  را باشدیم

𝑦𝑘 و باشد مثبت ینمع  𝐵𝑘  یسماتر اگر  [17]  :3-4-1یهقض
𝑇𝑠𝑘 > 𝐵𝑘+1  گاهآن ، 0

𝐵𝐹𝐺𝑆  است. مثبت ینمع یزن  

𝐵𝑘  شکل  به  یچولسک  یهتجز  یدارا   لذا  است  مثبت  ینمع 𝐵𝑘  یسماتر  چون  :اثبات = 𝐿𝐿𝑇 درآن  که  است  𝐿 

   یمدار  یه تجز ینا از استفاده با ین بنابرا  است. ناصفر یقطر عناصر  با یمثلث یینپا یس ماتر یک

𝐵𝑘+1 =  𝐿𝐿𝑇 −
𝐿𝐿𝑇𝑠𝑘𝑠𝑘

𝑇𝐿𝐿𝑇

𝑠𝑘
𝑇𝐿𝐿𝑇𝑠𝑘

+
𝑦𝑘𝑦𝑘

𝑇

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

   ∎. 

 سازی ماتریس هسی که تا کنون بیان گردید مبتنی بر برقراری تساوی های بهنگامفرمول  .4-4-2تذکر 

𝐵𝑘+1𝑠𝑘 = 𝑦𝑘  

پذیر است، لذا  ها برای وارون هسی نیز امکان آید. بهنگام کردن تقریبدست می باشند که از رابطه سکانت بهمی

 دست آورد که در وارون معادله سکانت  ای به گونه های وارون هسی را به توان تقریب می

𝑠𝑘 = 𝐺𝑘+1
−1 𝑦𝑘  , 

به  𝑘که تقریب   نحویصدق کنند،  + 𝐺𝑘+1ام از   1
با   1− شود، در شرط زیر صادق  نمایش داده می   𝐻𝑘+1که 

 باشد 

𝑠𝑘 = 𝐻𝑘+1𝑦𝑘 ,                                                            

به بهنگامی برحسب تقریبی از وارون ماتریس هسی یعنی   𝐵𝑘ها برحسب تقریب هسی  دو راه برای تبدیل بهنگام 

𝐻𝑘   ،دارد وجود  بالعکس  بهنگام یا  فرمول  هر  برحسب  برای  بهنگام  𝐻𝑘سازی  فرمول  برحسب ،  با  𝐵𝑘سازی  

نامیده می دست میبه 𝑦𝑘و  𝑠𝑘چنین و هم  𝐻𝑘و  𝐵𝑘های  جایی نقش جابه شود. راه دیگر  آید که مکمل گرفتن 

 صورت زیر است:باشد که به موریسون می  -گیری موسوم به فرمول شرمناستفاده از اتحاد کلی مربوط به وارون 

[𝐴 + 𝑎𝑏𝑇]−1 = 𝐴−1 −
𝐴−1𝑎𝑏𝑇𝐴−1

1 + 𝑏𝑇𝐴−1𝑎
 , 

آن   در  ماتریس  𝐴که  𝑛یک  × 𝑛  و 𝑎 و 𝑏   بردارهایی𝑛  ه می بعدی  رابطه در صورت وجود ستند،  این  باشد. 

 باشد.ها برقرار می وارون 
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 توان رسید صورت زیر می به  H بر حسب  BFGSبه تولید بهنگام Bبرحسب   BFGSگیری از فرمول با وارون 

𝐻𝑘+1
𝐵𝐹𝐺𝑆 = 𝐻𝑘 + (

𝑦𝑘
𝑇𝐻𝑘𝑦𝑘

𝑦𝑘
𝑇𝑠𝑘

+ 1)
𝑠𝑘𝑠𝑘

𝑇

𝑦𝑘
𝑇𝑠𝑘

− (
𝑠𝑘𝑦𝑘

𝑇𝐻𝑘 + 𝐻𝑘𝑦𝑘𝑠𝑘
𝑇

𝑦𝑘
𝑇𝑠𝑘

).            

بر روی مسائل   BFGSهای متعددی در مورد همگرایی روش  در طی چند دهه ی گذشته تحلیل  :5-4-2تذکر

به سازی محدب صورت گرفته استمینیمم ثابت شده است که روش  .  برای توابع محدب    BFGSعنوان مثال 

. درمقابل اطلاعات زیادی در مورد  [25]   همگرایی سراسری وهمچنین تحت شرایطی همگرایی زبرخطی دارد

لی و فوکوشیما با ارائه یک    2001همگرایی سراسری این روش برای مسائل نامحدب در دسترس نبود. در سال  

دون فرض محدب بودن تابع هدف اثبات  اصلاح شده، توانستند همگرای سراسری این روش را ب  BFGSروش  

 [. 12] نندک

 حافظه  بدون𝑩𝑭𝑮𝑺  روش  5-2

   𝐵𝑘  یسماتر  یساز  ذخیره  جاییکه  ،است 𝐵𝑘  یسماتر  یساز  ذخیره  به  نیاز  نیوتن  شبه  هایروش   مشکلات  از  یکی

  شبه  هایروش   کارایی افزایش  منظوربه  و مشکل این بر غلبه  برای دانشمندان برخی دارد. زیادی  ینههز و زمان به نیاز

  ین ا  در  د.نمودن  ارائه  را  حافظه  بدون  نیوتن  شبه  هایروش   به  ومسمو  نیوتن  شبه  هایروش   از  جدید  ایرده    نیوتن

𝐻0 اولیه  یبتقر  از  مستقیما  بهنگام  یسماتر   و  نشود  ینگهدار  اطلاعات که  است  ینا  بر  یسع  هاروش  = 𝐼  محاسبه 

   .یمپرداز  یم  حافظه بدون 𝐵𝐹𝐺𝑆  روش به ینجاا  در دارند. یمختلف انواع حافظه بدون نیوتن شبه یها  روش شود.

𝐻𝑘 دادن  قرار   با 𝐻𝑘+1 آن  در   که   یدبگیر  نظر  در   را   (1-3-4-2)  نیوتن   شبه   روش  = 𝐼  یجا  به𝐻𝑘  فرمول   در 

 بهنگام   یند فرا  این  و  گرددمی   تعیین  یقبل 𝐻𝑘به   ارجاع   دونب 𝐻𝑘+1  ینبنابرا  شود.ی م   یفتعر 𝐵𝐹𝐺𝑆  یساز   بهنگام

 گرددمی  محاسبه زیر  یرابطه از فرآیند  این  در بهنگام ماتریس است.  حافظه دون ب یساز

(2-9)                                           𝐻𝑘+1
𝐵𝐹𝐺𝑆 = 𝐼 + (1 +

𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

𝑦𝑘
𝑇𝑠𝑘

)
𝑠𝑘
𝑇𝑠𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

− (
𝑠𝑘𝑦𝑘

𝑇+𝑦𝑘𝑠𝑘
𝑇

𝑦𝑘
𝑇𝑠𝑘

). 

 داشت  خواهیم  عبارت کردن مرتب و (9-2) ها یس اند  ی واحد یک کاهش با ابتدا 𝑑𝑘  جهت آوردن  بدست یبرا

(2-10)                                        𝐻𝑘 = (𝐼 −
𝑠𝑘−1𝑦𝑘−1

𝑇

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

) (𝐼 −
𝑦𝑘−1𝑠𝑘−1

𝑇

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

) +
𝑠𝑘−1𝑠𝑘−1

𝑇

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

,  

                                رابطه   در   را    𝐻𝑘  که  کافیست  𝑑𝑘  جهت   آوردن  دستبه   یبرا   است.   یهمان  یسماتر   𝐼  درآن   که

𝑑𝑘 = −𝐻𝑘𝑔𝑘   دهیم. قرار   

𝑑𝑘 = −𝑔𝑘 + (
𝑔𝑘

𝑇𝑦𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

−
𝑦𝑘−1

𝑇 𝑦𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

𝑔𝑘
𝑇𝑠𝑘−1

(𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1)2

) 𝑠𝑘−1 +
𝑔𝑘

𝑇𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

(𝑦𝑘−1 − 𝑠𝑘−1), 

𝑠𝑘−1  از = 𝛼𝑘−1𝑑𝑘−1 نمود:  یلتبد یرز  صورت به  توان یم را فوق فرمول 
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(11-2)                       𝑑𝑘 = −𝑔𝑘 + (
𝑔𝑘

𝑇𝑦𝑘−1

𝑑𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

−
‖𝑦𝑘−1‖2𝑔𝑘

𝑇𝑑𝑘−1

(𝑑𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1)

2 )𝑑𝑘−1 +
𝑔𝑘

𝑇𝑑𝑘−1

𝑑𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

(𝑦𝑘−1 − 𝑠𝑘−1), 

𝑑𝑘+1با  معادل رابطه کنیم استفاده دقیق ی خط  یجستجو از  اگر = −𝑔𝑘+1 + (
𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1

𝑑𝑘
𝑇𝑦𝑘

) 𝑑𝑘 ین ا  که باشدیم  

  مزدوج   یانگراد  یها   روش   از  متعارف   ی ساز  پیاده   یک   با  معادل  که   دارد  مطابقت 𝐿𝑆  مزدوج  یان گراد  روش  با  دقیقا

   .گرددمی  ارائه  بعدی فصل در که  است  دقیق یخط یجستجو با

  مزدوج   یانگراد  یهاروش   مشابه  یشکل  در  دقیق  یخط  یجستجو  بدون  را  یتمالگور  ینا  (2-10)  از  استفاده  با  توانمی 

  با   اما دارد.  مزوج   یانگراد  یهاروش  یبرا   نیاز   مورد  یبردارها   همان یساز   ذخیره  به  نیاز   تنها  کار   ینا گرفت.  کار  به

  ید جد  شکل  ینا  یخط  یجستجو  بودن  نادقیق  صورت  در  که  داشت  انتظار  وانتی م  نیوتنشبه  یهاروش   یهنظر  به  توجه

   .[16]است ینا  یدمؤ نیز یعمل تجربیات واقع  در و باشد برتر

 شده اصلاح سکانت  های روش  از خانواده  دو ی بررس  6-2

های موجود برای حل مسائل  ها در میان روش توان گفت این روش های شبه نیوتن، می های روش با توجه به ویژگی 

روش مینیمم زمره  از  نامقید،  پرهای  سازی  و  محبوب  این  تکراری  مطلوب  خصوصیات  از  که  هستند  طرفدار 

 ها اشاره کرد.توان به دقت خوب و سرعت همگرایی آن های تکراری می روش 

های بهنگام  های ماتریس هسی و تعیین شرایطی که ماتریسبا اینکه معادله سکانت نقش اصلی در تشکیل تقریب

کند اما این شرط یک نقص عمده دارد و آن این است که تنها از اطلاعات مربوط  ، ایفا میباید در آن صدق کنند

پژوهشگران برای بهبود شر ایط همگرایی اصلاحاتی    ای از کند. این امر سبب شد که دسته به گرادیان استفاده می 

برای   نیز  تابع هدف  به  اطلاعات مربوط  به گرادیان،  بر اطلاعات مربوط  اعمال کنند تا علاوه  بر شرط سکانت 

 کنیم.سازی منظور شود. در این بخش نمونه هایی از شرایط سکانت اصلاح شده در این زمینه را بیان می بهنگام

 7فوکوشیما   و لی شده اصلاح سکانت روش 2-6-1
  ( 4-2)  سکانت  معادله   اصلاحبه  . 𝐵𝐹𝐺𝑆  روش  همگرایی  شرایط  بهبود  منظوربه   [12]  فوکوشیما  و  لی  2001درسال

  را  آن  و  کردند اصلاح   یر ز صورتبه   را  𝐵𝐹𝐺𝑆روش  بهنگام  فرمول   ،سکانت  یمعادله  از  استفاده   با  هاآن  پرداختند.

 .یدندنام 𝑀𝐵𝐹𝐺𝑆  روش

 (12-2)                                            𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘 −
𝐵𝑘𝑠𝑘𝑠𝑘

𝑇𝐵𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝐵𝑘𝑠𝑘

+
𝑦𝑘

∗𝑦𝑘
∗𝑇

𝑦𝑘
∗𝑇

𝑠𝑘

, 

 آن  در که

  (2-13)                                         𝐵𝑘+1𝑠𝑘 = 𝑦𝑘
∗   , 𝑦𝑘

∗ = 𝑦𝑘 + 𝑟𝑘𝑠𝑘 . 
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𝜂𝑘  پارامتر  تعریف  اب  هاآن = 𝑦𝑘
𝑇𝑠𝑘 ‖𝑠𝑘‖

2⁄ 𝑟𝑘 اگر  که  کردند  ثابت   𝑔روی  شیتزلیپ  پیوستگی  شرط  تحت  و    

𝜖 یک برای که گردد انتخاب  ایگونه به >  باشیم داشته 0

                                                                    ∀𝑘 ≥ 1,        𝜂𝑘 + 𝑟𝑘 ≥ 𝜖,              

𝜂𝑘}یعنی  + 𝑟𝑘}  روش   آنگاه  باشد،  کراندار  پایین  از 𝑀𝐵𝐹𝐺𝑆 بودن   محدب  فرض  بدون  مناسب  شرایط  تحت 

 است.  سراسری همگرایی  دارای هدف تابع

 کند  صدق یرز  یرابطه در {𝑟𝑘}  اگر  دادند نشان علاوهبه

                                                                               ∑ 𝑟𝑘 < ∞∞
𝑘=0   

 .است  زبرخطی همگرایی نرخ

 8ژو  و ژانگ شده اصلاح سکانت روش  2-6-2

  یبرا   مناسب   همگرایی  رفتار  با   شده  اصلاح   سکانت   شرط  یک  یافتن   ی راستا  در  [28] ژو  و  ژانگ   2006  سال   در

 نمودند اصلاح یرز  صورت به ییرتغ یاندک با را فوکوشیما و لی شده ارائه  سکانت شرط ، نامحدب توابع

(14-2)                                        𝐵𝑘+1𝑠𝑘 = 𝑧𝑘     ,    𝑧𝑘 = 𝑦𝑘 + ℎ𝑘‖𝑔𝑘‖
𝑟𝑠𝑘, 

𝑟   آن در که > 𝑐  ثابت یازا به  و 0 > 0 ، ℎ𝑘  گرددمی  یفتعر  یرز  صورتبه 

ℎ𝑘 = 𝑐 + 𝑚𝑎𝑥 {−
𝑦𝑘

𝑇𝑠𝑘

‖𝑠𝑘‖
2
, 0} ‖𝑔𝑘‖

−𝑟 . 

 یم دار  همواره  شده  استفاده  جستجوخطی  نوع  از  مستقل  که  است  ینا  (14-2)  از  حاصل 𝐵𝐹𝐺𝑆  ی ساز  بهنگام  مزیت

𝑠𝑘
𝑇𝑧𝑘 = 𝑠𝑘

𝑇𝑦𝑘 + 𝑐‖𝑔𝑘‖
𝑟‖𝑠𝑘‖

2 + 𝑚𝑎𝑥 {−
𝑦𝑘

𝑇𝑠𝑘

‖𝑠𝑘‖2
, 0} ‖𝑠𝑘‖

2 ≥ 𝑐‖𝑔𝑘‖
𝑟‖𝑠𝑘‖

2 > 0, 

  ارث  به  را 𝐵𝑘 بودن  مثبت  ینمع  یتخاص  همواره  بهنگام،  ینا  از  حاصل 𝐵𝑘+1  ماتریس  که  کندمی   ینتضم  بالا  رابطه

 یم دار ولف یقو یجستجوخط   یطشرا از استفاده صورت  در ینهمچن .بردیم

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘 = 𝑠𝑘

𝑇𝑔𝑘+1 − 𝑠𝑘
𝑇𝑔𝑘 ≥ 𝜎𝑠𝑘

𝑇𝑔𝑘 − 𝑠𝑘
𝑇𝑔𝑘 = −(1 − 𝜎)𝑠𝑘

𝑇𝑔𝑘 > 0. 

ℎ𝑘   یجهنت در =  شودمی یل تبد یرز معادله به (14-2) سکانت  معادله ینبنابرا ،0

     (15-2)                             𝐵𝑘+1𝑠𝑘 = 𝑧𝑘     ,    𝑧𝑘 = 𝑦𝑘 + 𝑐‖𝑔𝑘‖
𝑟𝑠𝑘 

 مزدوج یانگراد  یهاروش  یبرا  یدپارامتر جد  یک( 15-2با استفاده از شرط سکانت اصلاح شده )  ژانگ و ژو

 .یمده ی م قرار  مطالعه مورد را  روش ین ا  ومس فصل  در که کردند،  ارائه
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 مقدمه 3-1 

  معادلات  هایسیستم   حل  برای  هاروش   از   مهم   بسیار   یخانواده   یک  عنوان  به   باز   دیر  از   مزدوج  گرادیان   های روش 

  به   نیاز  عدم   دلیل  به  هاروش   این   اند.گرفته   قرار   استفاده  مورد   بزرگ  مقیاس  در  غیرخطی  ریزی   برنامه   مسائل  و   خطی

  های روش  به  مناسب،  سراسری  و   موضعی  همگرایی  خواص  و  ماشین  حافظه  از  کم  استفاده هسی، ماتریس  عاتاطلا

 اند.شده  تبدیل بزرگ مقیاس در نامقید سازیبهینه مسائل حل برای مطلوب بسیار

خط  گرادیانروش   سال  مزدوج  در  بار  نخستین  برای  هستنس  1952ی  استفل  9توسط  یک  به 10و  روش  عنوان 

شد که آیا    سؤال مطرح  این. به دنبال آن،  [11]شد  پیشنهادمثبت    ومعینمتقارن    هایحل دستگاه   برای  تکراری

سازی توابع محدب یا حتی توابع غیرخطی عمومی از ایده گرادیان مزدوج خطی  برای حل مسائل بهینه توان  می

به  بهره گرفت؟   ی را  خطغیرمزدوج    گرادیان روش  اولین،   12ریوز   و 11فلچر   6419سؤال در سال    ایندرپاسخ 

طور  ها به های بسیاری پیشنهاد شد که برخی از آن الگوریتمها  ی آن ی اولیهمعرفی نمودند، سپس با استفاده از ایده 

 [9].وسیعی در عمل مورد استفاده قرار گرفتند

 (𝑪𝑮)جمزدو  یانگراد  روش  3-2

  شکلبه  دوم درجه یمسئله  برای حل  جهت در ابتدا مزدوج جهت هایروش 

𝑚𝑖𝑛 𝑓(𝑥) = 1
2⁄ 𝑥𝑇𝑄 𝑥 − 𝑏𝑇𝑥, 

𝑛  مثبتمعین   متقارن  ماتریس  یک 𝑄  آن  در  که × 𝑛 برای   سپس  و  اند،گرفته   قرار  تحلیل   مورد  و  شده  بداعا  است  

 تقریبا  جواب   نزدیکی  در  ای مسئله   هر   چون  که  شودمی  استدلال   اینگونه  شوند.می   داده  عمیم ت  غیرخطی  مسائل  حل

  باشد.می  دوم جهدر کاملا مسائل  در همگرایی رفتار مشابه همگرایی رفتار است،  دوم درجه از

  𝑄 به  نسبت  مزدوج    یا   متعامد  -𝑄   را 𝑑2و 𝑑1  ی بردارها  ، 𝑄  متقارن  یسماتر  یک  یبرا   : [16]  1- 1-3  یفتعر

 اگر نامند

𝑑1
𝑇𝑄 𝑑2 = 0, 

𝑄   اگر = 𝐼، است.  تعامد معمول مفهوم معادل بودن مزدوج آنگاه 

,𝑑𝑛  یبردارها   از   یمتناه   مجموعه  ، 𝑄  متقارن  یس ماتر  یک   یبرا   : [16]  2-1-3  یف تعر … 𝑑2, 𝑑1    یک   را  

𝑖  هر  یازا  به اگر نامند مزدوج -𝑄  مجموعه ≠ 𝑗 یمباش داشته 
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𝑑𝑖
𝑇𝑄 𝑑𝑗 = 0, 

,𝑑𝑛 یرصفرغ  یبردارها  مجموعه  و  مثبت  ینمع 𝑄  اگر  که  داد  نشان  توانیم … 𝑑2, 𝑑1 ، 𝑄-  گاه آن  باشند،  متعامد  

 اند.ی خط مستقل بردارها ینا

  ی کاهش   بر   علاوه   که  شوند   انتخاب  ی طور  𝑑𝑖 یجستجو  ی هاجهت   ی، کاهش  یتم الگور  در   اگر   : 3-1-3  یف تعر

 نامند.می  مزدوج یهاجهت  الگوریتم را   یتمالگور باشد، مزدوج  ی قبل یهاجهت  به نسبت بودن

 بر  هاروش   ینا  ساختار  نمود.  تصور  نیوتون  روش  و  گرادیان  روش  ینب  یوسط  حد  توانی م  را  مزدوج  گرادیان  روش

  ی ساز   یرهذخ  و  محاسبات  به  که  است ینا روش مهم  هاییژگی و  از  یکی  استوارند.  جستجو هایجهت   بودن  مزدوج

 دارد.  یازن کمی

 یدتول  در  که  است  ینا  آن  و   باشدمی   خاص  یژگیو  یک   با  مزدوج  هایجهت   روش  یک  مزدوج  یانگراد   روش

  ی قبل  یبردارها   همه  تنشدا  و  شود،یم  محاسبه 𝑑𝑘−1  یقبل  بردار  توسط  تنها 𝑑𝑘  یدبردارجد  جهت،  یبردارها 

𝑑𝑘−2, … 𝑑3, 𝑑2, 𝑑1, 𝑑0 پردازیمیم  مزدوج  یانگراد   روش  یاتجزئ  به  ادامه  در  .یستن  یازن  مزدوج  مجموعه  از . 

 آورد دستبه  یر ز فرمول توسط توانی م را  𝑑𝑘  یجستجو جهت مزدوج یانگراد  یتکرار روش در

  (1-3)                                                   𝑑𝑘 = {
−𝑔𝑘 ,                                𝑘 = 0,

−𝑔𝑘 + 𝛽𝑘𝑑𝑘−1,            𝑘 ≥ 1.
 

𝑘  هر  رای ب  آن  در   که ≥  و 𝑑𝑘  قبلی  جهت   و یعنی  𝑔𝑘−  گرادیان  روش  جهت   از   خطی  ترکیب  یک   𝑑𝑘  جهت  ،1

𝛽𝑘 که  است  𝛽𝑘 پارامتر  .کندمی   توصیف  را  مزدوج  گرادیان  روش  که  است  اسکالری 𝛽𝑘 شود   تعیین  ایگونه به  باید  

𝑑𝑘−1  در  بالا  رابطه  ضرب  با  یسادگبه  .باشد  متعامد_𝑑𝑘−1 ،  𝑄  و 𝑑𝑘  بردارهای  که
𝑇 𝑄   شرط   یلتحم  و  

𝑑𝑘−1
𝑇 𝑄𝑑𝑘 =  گردد ی م  ملاحظه  0

𝛽𝑘 =
𝑔𝑘

𝑇𝑄𝑑𝑘−1

𝑑𝑘−1
𝑇 𝑄𝑑𝑘−1

, 

   دارد  بزرگ ویژگی سه مزدوج یانگراد یتمالگور در جهت انتخاب روش  ینا

  گرفته   کار   به  یدجد  جهت  بردار  یین تع  یبرا   فرمول   که  است   ین ا  مزدوج   هاییان گراد  روش   مهم   ویژگی   یک   .1   

 باشد. می  یان گراد روش  تراز یچیدهپ ی اندک تنها روش  ینا و  است یاساده  فرمول

  جهات   همه  به  نسبت  و   ناصفر  همواره   یانگراد  ید،آ  دستبه   مرحله 𝑛  از  کمتر  در   جواب  که   ی موارد  یاستثنا  به  .2   

,𝑑𝑘−1  از  شده  یدتول 𝐵𝑘  فضاییر ز  بر  𝑔𝑘یان گراد  واقع  در  است.  یخط  مستقل  یقبل … 𝑑1, 𝑑0   اگر  است.  عمود  

  کردن   پیدا  برای  لزومی  و  رسدمی   پایان  به  فرآیند  و  شودمی   صفر  گرادیان  آید،  دستبه   مرحله 𝑛  از   کمتر  در  جواب

 .ماندنمی  باقی جدید جهت
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  سوی   به  ختییکنوا  و  خوب  پیشرفت  مرحله  هر  در  مربوط  فرآیند  ،هستند  ابسته و  یانگراد  به  هاجهت  آنکه  دلیل  به  .3   

 یشرفتپ هاآن  در که است  یاریاخت مزدوج هایجهت   هایانتخاب  از ناشی وضعیت مقابل ه نقط در این دارد. جواب

 یت اهم  از  دوم   درجه  لهئمس  یبرا  یکنواخت  یشرفتپ  چهگر   باشد.  کند  است  ممکن  یینها  مرحله  چند  از   قبل  مراحل

 . [16]است  مهم دوم یردرجهغ  مسائل به یمتعم یبرا  اما یست،ن برخوردار یادیز

 است.  یر ز  صورتبه  دوم درجه مسائل یبرا مزدوج  یانگراد یتمالگور یکل شکل 

 مزدوج(  یانگراد  های)روش  1-3 یتم الگور

𝑥0  ینآغاز بردار : یورود  ∈ 𝑅𝑛. 

𝑘  ده قرار (:0)  گام =  کن محاسبه و 0

𝑑0 = −𝑔0 = 𝑏 − 𝑄𝑥0. 

𝑔𝑘  کهیزمان تا  (:1گام)  ≠    کن. دنبال را  یرز  مراحل  0

 کن محاسبه یرز  رابطه  از را 𝛼𝑘 (:2)  گام

𝛼𝑘 = −
𝑔𝑘

𝑇𝑑𝑘

𝑑𝑘
𝑇𝑄𝑑𝑘

. 

   ده قرار (:3گام) 

 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘,=𝑥𝑘+1 

 کن محاسبه (:4گام) 

𝑔𝑘+1 = 𝑄𝑥𝑘+1 − 𝑏, 

𝛽𝑘+1 =
𝑔𝑘+1

𝑇 𝑄𝑑𝑘

𝑑𝑘
𝑇𝑄𝑑𝑘

, 

 کن محاسبه زیر  یرابطه  از را جستجو جهت

 𝑑𝑘+1 = −𝑔𝑘+1 + 𝛽𝑘+1𝑑𝑘. 

𝑘  ده قرار (:5)  گام = 𝑘 +  برو. ( 1) گام به و 1

  ی بردارها   بودن  مزدوج  – 𝑄   که  است  لازم  است،  مزدوج  جهت  روش  یک  مزدوج  یانگراد  روش  آنکه  اثبات  یبرا

𝑑𝑘 پردازدمی مزدوج گرادیان  روش  مهم خواص دیگر و یژگیو  ینا یانب به  یر ز  ی قضیه شود. داده شانن.   

  یان گراد  یتمالگور  توسط  شده  یدتول  جواب  ، 𝑥𝑘 یدکن  فرض  [16]  مزدوج(   یانگراد   یه)قض   :1-2-3  قضیه

 : یمدار گاهآن .یستن یکسان   ∗𝑥  ینهبه جواب  با که باشد ام𝑘   تکرار در مزدوج

(1) 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑔0, 𝑔1, … , 𝑔𝑘} = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑔0, 𝑄𝑔0, … , 𝑄𝑘𝑔0} 
(2) 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑑0, 𝑑1, … , 𝑑𝑘} = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑔0, 𝑄𝑔0, … , 𝑄𝑘𝑔0} 
(3) 𝑑𝑘

𝑇𝑄𝑑𝑖 = 0,    ∀𝑖 ≤ 𝑘 − 1 

(4)  𝛼𝑘 =
𝑔𝑘

𝑇𝑔𝑘

𝑑𝑘
𝑇𝑄𝑑𝑘
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(5) 𝛽𝑘+1 =
𝑔𝑘+1

𝑇 𝑔𝑘+1

𝑔𝑘
𝑇𝑔𝑘

 . 

  روش،   کهاین   است.  گرادیان  و  جهت  بردارهای  بین  ارتباط  از  بیانی  قضیه  این  (2)  و  (1)  هایقسمت 

  های فرمول  (،5)  و  (4های)قسمت  شود.می   محقق  (3)  قسمت  تساوی  با  است  مزدوج  جهت   روش   یک

 باشند. می  اولیه  هایفرمول از ترمناسب  معمولا که دهندمی پیشنهاد 𝛽𝑘 و 𝛼𝑘  برای دیگری

    مزدوج یانگراد  روش در که گرفت نتیجه توانی م فوق قضیه از [16]:1-2-3 یجهنت

∀𝑖 = 0,1,… , 𝑘 − 1                𝑔𝑘
𝑇𝑔𝑖 = 0 . 

   .باشدمی  زیر صورتبه  مزدوج یانگراد یتمالگور   استاندارد شکل

  ( مزدوج گرادیان های روش )الگوریتم  2-3 الگوریتم 

𝑥0𝜖𝑅آغازین  بردار ورودی:
𝑛.    

𝑘  ده قرار  :( 0) گام =  کن محاسبه و 0

𝑑0 = −𝑔0 = 𝑏 − 𝑄𝑥0. 

𝑔𝑘  که زمانی تا  :( 1) گام ≠    کن. دنبال را  زیر  مراحل 0

  کن. محاسبه زیر رابطه   از را 𝛼𝑘 :( 2) گام

𝛼𝑘 =
𝑔𝑘

𝑇𝑔𝑘

𝑑𝑘
𝑇𝑄𝑑𝑘

. 

 ده  قرار (:3)  گام

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘 . 
 

 کن محاسبه :( 4) گام

𝑔𝑘+1 = 𝑔𝑘 + 𝛼𝑘𝑄𝑑𝑘 , 

𝛽𝑘+1 =
𝑔𝑘+1

𝑇 𝑔𝑘+1

𝑔𝑘
𝑇𝑔𝑘

, 

 کن محاسبه زیر  یرابطه  از را جستجو جهت

𝑑𝑘+1 = −𝑔𝑘+1 + 𝛽𝑘+1𝑑𝑘. 

𝑘  بده قرار (:5)  گام = 𝑘 +  برو.  (1) گام به و 1
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   یرخطیغ مزدوج گرادیان روش  3-3

  توابع  مسئله  یک حل  یبرا  سازی ینیممم یتم الگور  یک  عنوانبه  مزدوج  یانگراد  روش   که  شد ملاحظه  قبل بخش  در 

 شد  گرفته نظر در  زیر شکلبه  بمحد  یمجذور

 (2-3 )                                                                 𝑚𝑖𝑛
1

2
𝑥𝑇𝑄𝑥 − 𝑏𝑇𝑥.  

  روش   این  از  استفاده  با  عمومی   غیرخطی  توابع  حتی  یا  عمومی  محدب  توابع   سازی بهینه   مسائل  حل   به  ادامه  در

 .پردازیممی

 باشد.   یم 𝛽𝑘 پارامتر  محاسبه  در  هاآن   اصلی  تفاوت  که  اندشده   ارائه  یمتفاوت  مزدوج  یانگراد   یهاروش   حالبه  تا

  یرخطیغ  یهاروش   جمله  از  باشد.می   غیرخطی  مزدوج  گرادیان  روش  مزدوج،  گرادیان  روش  از  مهم  رده  یک

  دو   یجادا  با  که  دادند  نشان  هاآن   شد،  ارائه   یوزر  و   فلچر  توسط  1964  سال  در  که  کرد  اشاره   𝐹𝑅  روش   به  توانیم

  مزدوج   گرادیان  روش  اولین   ترتیب  بدین  و   است  پذیر  امکان   تعمیمی   چنین  مزدوج،  یانگراد   یتم الگور  در   ساده  ییرتغ

   .[8]بود بزرگ ابعاد  در غیرخطی سازیبهینه زمینه در عطف  ینقطه یک که ،شد ارائه  غیرخطی

 ی تکرار  فرمول از 𝑥𝑘 دنباله مزدوج، یانگراد هاییتم الگور   از  رده  ینا در

(3-3)                                                                       𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘, 

 جستجوی   جهت  و  باشد،می  جستجوخطی  هایروش   از  یکی  از  حاصل 𝛼𝑘 گام  طول    آن  در  که  گرددیم  محاسبه

𝑑𝑘 آیدمی  دست به (1-3) از . 

   .پردازیممی  یخطغیر مزدوج ادیان گر روش چند  به ادامه در 

 ( 𝑭𝑹 ) ریوز-  فلچر مزدوج یانگراد  روش  3-3-1

  توان  یم   یرز  صورت  به 𝐶𝐺  یتمالگور   در  ساده  تغییر  دو  این   یجادا  با  که  دادند  نشان    زیو ر  و  فلچر  1964  سال  در 

  داد. تعمیم یعموم  یغیرخط  توابع  به را مزدوج  یانگراد یتمالگور

  جهت   در  را  یبیتقر  یخط  یجستجو  یک  ،(2-3)   یتمالگور   (2)  گام  در 𝛼𝑘 دقیق  گام  طول  انتخاب  یجا  به  (1)    

𝑑𝑘 کردند یگزینجا. 

 .گرفتند نظر در  𝑓ی مجذور تابع یانگراد  یجا به 𝑓ی غیرخط تابع یانگراد (2)    

  ارائه  ،زیر صورتبه 𝐹𝑅  یتمالگور  به  موسوم   یغیرخط  مزدوج   یانگراد  یتمالگور  اولین  هاآن  تغییرات  ینا  براساس 

  نمودند.
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 ( 𝑭𝑹  مزدوج گرادیان  یتم )الگور 3-3  الگوریتم 

𝑥0𝜖𝑅  ینآغاز بردار :یورود 
𝑛.   

𝑑0  بردار :( 0) گام = −𝛻𝑓(𝑥0) بده  قرار و  کن محاسبه را𝑘 = 0. 

𝑔𝑘  که یزمان تا (:1گام)  ≠    کن. دنبال را  یرز مراحل 0

𝑥𝑘+1بده  قرار  و  کن محاسبه یخط یجستجو یک یقطر  از را 𝛼𝑘 (:2گام)  = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘.  

𝑔𝑘+1 (:3گام)  = 𝛻𝑓(𝑥𝑘+1) کن. محاسبه را   

 آن  در که کن محاسبه (1-3) یرابطه  از را 𝑑𝑘+1 یخط  یجستجو جهت (:4گام) 

𝛽𝑘+1
𝐹𝑅 =

𝑔𝑘+1
𝑇 𝑔𝑘+1

𝑔𝑘
𝑇𝑔𝑘

. 

𝑘  بده قرار (:5گام)  = 𝑘 +  برو. (1)گام به و 1

  یان گراد  روش  گاهآن آید دستبه  دقیق یخط  یجستجو  از 𝛼𝑘و  باشد محدب اکیدا  یمجذور  تابع  یک  𝑓تابع  اگر 

   شود. یم یلتبد (𝐶𝐺)  ساده یخط مزدوج یانگراد روش به𝐹𝑅  مزدوج

  شود. ی نم  انجام   یسیماتر  یات عمل  یچ ه  دارد،  یازن  یانش گراد  و  هدف   تابع  یابی ارز  به    فقط 𝐹𝑅  یتمالگور  تکرار  هر   در 

  بسیار  بزرگ  ابعاد  در  نامقید  سازیه بهین  مسائل  برای  الگوریتم  لذا  ست.ا  یازن  مورد  بردارها  از  یکم  تعداد  یذخیره  تنها

 کند. می  عمل مطلوب

 13یک زوتند  ،1970سال  در  است.  گرفته  صورت  𝐹𝑅  روش  ییهمگرا   خواص  یبررس  زمینه  در  یبسیار  تحقیقات 

  در   . [31]دارد  یسراسر   ییهمگرا  یعموم   یغیرخط  توابع  ی برا  دقیق  یخط   یجستجو  با 𝐹𝑅  روش  کردکه  ثابت

𝜎  شرط با ولف، یخط یجستجو با یعموم توابع یبرا  را 𝐹𝑅  روش یسراسر ییهمگرا 14یالبال ،1985 سال <
1

2
 

 دست   به  یعدد  یج نتا  ،است  شده  ارائه 𝐹𝑅  روش  یبرا  تاکنون  که  ییهمگرا  یقو  یج نتا  وجود  با  اما  . [1]نمود  اثبات

  عمل کند  جواب  از دور  است  ممکن  دقیق،  یخط یجستجو  با  یحت   𝐹𝑅  روش  که  است   موضوع  ینا   نشانگر  آمده

  تکرار   از  یبسیار   تعداد  یبرا  رفتار  ینا  شوند   یم  کوچک  هاگام   طول  که  یهنگام  باشد  دلیل  ین ا  به  تواند   یم   ینا  کند،

 . ]22[شود یجادا 15مجدد شروع یک  یتمالگور روند  در که ینا  مگر یابد، یم ادامه ها

 
13 Zoutendijk 
14 Al-Baali 
15 Restart 
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 (𝑷𝑹𝑷)  پولیاک -ریبیر-پولاک مزدوج گرادیان روش  3-3-2

  سال   در  بار  نخستین  که  باشدمی  𝑃𝑅𝑃  مزدوج  یانگراد  روش   معروف  مزدوج  یانگراد  ی ها  روش  از   یگرد   یکی 

 1969  سال  در  سپس    و   شد  ارائه  یغیرخط  یسازبهینه   مسائل  حل  یبرا  ،]19[   17یر یبر  و 16پولاک   توسط  1964

   یرز  صورت  به  𝛽𝑘  پارامتر روش  ینا  در .]02[ یدگرد  اصلاح 18پولیاک  توسط

(4-3)                                                                         𝛽𝑘+1
𝑃𝑅𝑃 =

𝑔𝑘+1
𝑇 𝑦𝑘

‖𝑔𝑘‖2
, 

𝑦𝑘    آن در که ، گردد یم محاسبه = 𝑔𝑘+1 − 𝑔𝑘. 

  نشان   یعدد  یج .نتا  گردید  معروف 𝑃𝑅𝑃 مزدوج  یانگراد   یتمالگور   به  ،𝛽𝑘  ینا  انتخاب  با  مزدوج  یانگراد   یتمالگور

  باشد   یتواقع  ین ا   تواندی م   رفتار  ینا  دلیل  کند،  یم  رفتار  𝐹𝑅  روش  از  بهتر   بسیار  عمل   در𝑃𝑅𝑃   روش   که  اند  داده

𝑠𝑘بردار   بیفتد،  اتفاق  نامناسب  جهت  یک 𝑃𝑅𝑃  روش  روند   در   اگر   که = 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 در   .گرددی م   کوچک  

𝑔𝑘+1 حالت  ینا ≈ 𝑔𝑘،  ینبنابرا  𝑦𝑘   و  کند  یم  میل  صفر  سمت   به𝛽𝑘+1
𝑃𝑅𝑃 ین ا  نتیجه  ،گرددمی   کوچک  بسیار  

𝑑𝑘+1  که است  ینا  شدن کوچک ≈ −𝑔𝑘+1 . 

  رخ   خودکار  طور  به  مجدد  شروع  یک  ساز  مشکل  حالات  در 𝑃𝑅𝑃  یتمالگور   در  که  معناست  بدان  انتخاب  این 

 شدن  کند  جمله  از)𝐹𝑅  روش  یبرا  آمده  پیش  ناکارآمد  یرفتارها  از  معمولا 𝑃𝑅𝑃روش   ینبنابرا   .[23]دهدمی

   .باشدمی  شده شناخته  مزدوج یانگراد  یهاروش  ینموثرتر از  یکی  عنوانبه و کند  یم  یجلوگیر (یتمالگور روند

  دقیق   یخط   یجستجو  با   محدب  اکیدا   توابع   یبرا  را 𝑃𝑅𝑃  روش  ی سراسر  ییهمگرا یبیرر و  پولاک  1969  سال  در 

  ی غیرخط   توابع  یبرا   یرز  شرط  سه  تحت 𝑃𝑅𝑃  روش  که  داد  نشان  ]22[19پاول   1977   سال  در  .]20[کردند  ثابت

 .باشدمی  یسراسر  ییهمگرا خاصیت یدارا  یعموم

 کند. میل صفر سمت به 𝑠𝑘گام طول (1)

       (2) 𝛼𝑘یدآ ستده ب دقیق یخط یجستجو  از.  

  باشد. صادق شیتزلیپ یط شرا در یانگراد تابع (3)       

 است   ممکن   𝑃𝑅𝑃روش   که  داد  نشان  دقیق  یخط  یجستجو  با  نامحدب  توابع  یبرا  یمثال   ارائه  با پاول  1984  سال  در 

  ی برا   𝑃𝑅𝑃ش رو    که  باشدی م  ی معن  ینا  به  بگیرد.  قرار   ینامتناه  دور   یک  در   کند،  میل  جواب   سمت   به  ینکها   بدون

 
16 Polak 
17 Ribiere 
18 Polyak 
19 Powell 
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 𝑃𝑅𝑃  روش 𝛽𝑘   پارامتر  کردن محدود  پیشنهاد  پاول  یلدل  همینبه   ندارد.  یسراسر  ییهمگرا   خاصیت  یعموم  توابع

   داد. رائه  را ینامنف یرمقاد به

𝛽𝑘  اگر  که  موضوع   ینا  بر  تکیه  با  و  پاول  پیشنهاد   بر  استناد  با  ]10[ 21نوسدال   و 20گیلبرت  1992  سال  در  ≥ 0 

  به   را  𝑃𝑅𝑃روش   ،نمود  اثبات  را   یتمالگور  بودن  یکاهش   خاصیت  یطی شرا  تحت  توان   ی م  گاهآن   شود  انتخاب

 نمودند  اصلاح  یرز  صورت

𝛽𝑘
𝑃𝑅𝑃+ = 𝑀𝐴𝑋{0, 𝛽𝑘

𝑃𝑅𝑃}. 

  یسراسر  ییهمگرا  نوسدال  و  گیلبرت  است.  معروف +𝑃𝑅𝑃  یتمالگور  به  انتخاب  ینا   با  مرتبط  یانگراد  یتمالگور  

 با  +𝑃𝑅𝑃  روش  که  است   ذکر  به  لازم  .کردند  ثابت  یعموم   توابع  یبرا   ولف  یخط  یجستجو  با  را  +𝑃𝑅𝑃  روش

 گیلبرت  دلیل  همین  به  کند  ی نم  تضمین  را 𝑑𝑘  جهت  بودن  یکاهش  لزوما  ولف  یقو  یا  و   ولف  یخط  یتجوجس  یطشرا

   .باشدمی  یکاهش  جهت کی 𝑑𝑘  یجستجو  جهت که کردند فرض ی سراسر ییهمگرا اثبات  منظور به  نوسدال و

 (𝑯𝑺)استفل  -هستنس مزدوج گرادیان روش  3-3-3

  مزدوج   گرادیان  الگوریتم  اولین  عنوانهب 23استنفل   و 22هستنس   توسط  1952  سال  در 𝐻𝑆  مزدوج  گرادیان  روش

  طریق   از 𝛼𝑘 گام  لوط  و   است  محدب  مجذوری  تابع  یک  هدف  تابع  شده  ارائه  روش  در  . [11]  شد  ارائه  خطی

 است.  زیر  صورتبه  روش  این  پارامتر شود،می  محاسبه دقیق خطی جستجوی

(5-3)                                                                  𝛽𝑘+1
𝐻𝑆 =

𝑔𝑘+1
𝑇 𝑦𝑘+1

𝑑𝑘
𝑇𝑦𝑘

, 

𝛽𝑘 انتخاب  با  مزدوج  گرادیان  الگوریتم
𝐻𝑆 روش   مهم  خواص  از  باشد.یکیمی   معروف   مزدوج  گرادیان  الگوریتم  به  

𝐻𝑆  کند.می صدق مزدوج شرط رد همواره خطی  جستجوی شرایط زا مستقل  روش این  که است این 

 قضیه  طبق  و  شودمی  حاصل  دقیق  خطی  جستجوی  از 𝛼𝑘  و  است  محدب  اکیدا  مجذوری  تابع  یک 𝑓   کههنگامی 

 که شودمی  دیده سادگیبه  ،دندمتعام دو به دو هاگرادیان چون مزدوج، گرادیان

𝛽𝑘
𝐻𝑆 = 𝛽𝑘

𝑃𝑅𝑃 = 𝛽𝑘
𝐹𝑅 . 

  تقریبی  خطی  جستجوی  با  عمومی  توابع  برای   اما  دارند.  مشابه   کاملا  رفتاری 𝐹𝑅 و 𝑃𝑅𝑃  و 𝐻𝑆  هایروش  بنابراین

 𝛼𝑘  و   است  عمومی  تابع   یک 𝑓  کهگامی هن  همچنین  دهند.   ارائه   یکدیگر   از   متفاوتی  رفتار  هاروش   این   است   ممکن

 نمود اصلاح زیر صورت  به توانمی  را 𝐻𝑆  روش  𝛽𝑘  شود،می  حاصل دقیق خطی  جستجوی از

 
20 Gilbert 
21 Nocedal 
22 Hestenes 
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(6-3)                                                                    𝛽𝑘
𝐻𝑆+ = MAX{0, 𝛽𝑘

𝐻𝑆}, 

  خطی  جستجوی شرط اصلاح با  که دادند  نشان  نوسدال و گیلبرت شود.می  نامیده +𝐻𝑆   مزدوج گرادیان  روش که

 .  [10]دارد  سراسری همگرایی  عمومی غیرخطی  توابع برای+𝐻𝑆  روش ولف،

   سکانت شرایط بر یمبتن  مزدوج  گرادیان یها  روش  3-4

  با   روش  ینا  در  .نمودند  مطرح  مزدوج  یانگراد  یهاروش   یبرا   یگرد  یدها  یک  ]6[ 25یائو ل  و 24دای  2001  سال  در 

  در   معمولا   مزدوج  یانگراد  یهاروش   از   دسته  ینا  شود. ی م    یمعرف 𝛽𝑘  پارامتر  آن  خواص  و  سکانت  شرط   از  استفاده

  یم   تر  ساده   را   هایتمالگر   ی سراسر   یی همگرا  اثبات   که  کنند  ی م  صدق   ی کاف  کاهش  شرط   به  موسوم  یمناسب  شرط

   .پردازیممی  هاروش   ینا از   عدد دو بیان به بخش ینا  ادامه در د.ندهی م ارائه  را یمطلوب  یعدد یج نتا و دنکن

 (𝑫𝑳)  لیائو-دای مزدوج انگرادی روش  3-4-1

 کنند  یم   صدق  یر ز  مزدوج  شرط   در  که  گرددمی   تولید  جستجو   یهاجهت   از  دنباله  یک  مزدوج  یان گراد  قضیه  بنابر  

(7-3)                                                                 𝑑𝑖
𝑇𝐺𝑑𝑗 = 0      ∀𝑖 ≠ 𝑗, 

  میانگین   مقدار  ازقضیه  استفاده  با  ی غیرخط  یعموم  توابع  یبرا  همچنین  .باشدمی   هدف  تابع  یهس   یسماتر 𝐺  آن  در  که

 نوشت  توانیم

∃𝑡 ∈ (0,1),          𝑑𝑘
𝑇𝑦𝑘−1 = 𝛼𝑘−1𝑑𝑘−1

𝑇 𝛻2𝑓(𝑥𝑘−1 + 𝜉𝛼𝑘−1𝑑𝑘−1)𝑑𝑘−1, 

   کرد  یگزین جا یرز  مزدوج شرط با را (7-3) شرط توان یم ینبنابرا

 (8-3)                                                                          𝑑𝑘
𝑇𝑦𝑘−1 = 0. 

  ی خط   یجستجو  از  یکهزمان   فوق  مزدوج  یطشرا  .است  مزدوج  یانگراد  یها  روش  مزدوج  شرط  همان  رابطه  ینا 

 یعنی شود یم  استفاده یبیتقر یخط  یجستجو از عمل  در ،اما هستند  برقرار کنیم استفاده دقیق

𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘−1 ≠ 0. 

𝐵𝑘𝑠𝑘−1سکانت   معادله  از  استفاده  با  ]91[ 26پری  = 𝑦𝑘−1 یخط  معادلات   دستگاه  و  𝐵𝑘𝑑𝑘 = −𝑔𝑘 در  

 کرد.   یمعرف   را  یرز  یطراش  مزدوج،  یانگراد   روش  به  هدف  تابع  دوم  مرتبه  اطلاعات  افزودن  با  نیوتن،  شبه  یها   روش

 (9-3)                                  𝑑𝑘
𝑇𝑦𝑘−1 = 𝑑𝑘

𝑇𝐵𝑘𝑠𝑘−1 = (𝐵𝑘𝑑𝑘)
𝑇𝑠𝑘−1 = −𝑔𝑘

𝑇𝑠𝑘−1 

 
24 Dai 
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𝑠𝑘−1   که  باشدمی   هدف  تابع  هسیان  مثبت  معین    متقارن    یسماتر 𝐵𝑘 آن     در    که = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1     و     

  𝑦𝑘−1 = 𝑔𝑘 − 𝑔𝑘−1. 

 یعنی دقیق خطی جستجوی  از استفاده صورت در که است واضح 

𝑔𝑘
𝑇𝑠𝑘−1 = 0, 

  .یابد  یم کاهش (8-3) رابطه  به اخیر  ی رابطه

   کردند اصلاح  یرز  صورت به را  یپر یطشرا لیائو و یدا  بعدها

 (10-3)                                                       𝑑𝑘
𝑇𝑦𝑘−1 = −𝑡𝑔𝑘

𝑇𝑠𝑘−1, 

𝑡 که ≥ 𝑡  یازا   به  .باشدمی  مثبت  اسکالر  یک 0 =   ینا  در  که  ،باشدیم  معادل  (9-3)  شرط  با  (10-3)  طشر 1

𝐵𝑘𝑠𝑘−1استاندارد   سکانت  شرط  یضمن  طور  به  (10-3)  شرط  از  حاصل  مزدوج  یان گراد  روش   صورت = 𝑦𝑘−1 

  ،   (3-1)  یجستجو  جهت  از  اطمینان  یبرا   لیائو  و   یدا  است.  یکنزد  نیوتنشبه  روش   به  نتیجه  در  و  شود  ی م  شامل  را 

 نمودند یگذاریجا  یدجد مزدوج  شرط در  را 𝑑𝑘 (3-10) در صادق

(−𝑔𝑘 + 𝛽𝑘𝑑𝑘−1)
𝑇𝑦𝑘−1 = −𝑡𝑔𝑘

𝑇𝑠𝑘−1 → −𝑔𝑘
𝑇𝑦𝑘−1 + 𝛽𝑘𝑑𝑘

𝑇𝑦𝑘−1 = −𝑡𝑔𝑘
𝑇𝑠𝑘−1. 

 باشدمی  یرز  صورت به مزدوج یان گراد روش  یبرا هاآن  یپیشنهاد پارامتر

𝛽𝑘
𝐷𝐿 =

𝑔𝑘
𝑇(𝑦𝑘−1 − 𝑡𝑠𝑘−1)

𝑑𝑘
𝑇𝑦𝑘−1

= 𝛽𝑘
𝐻𝑆 − 𝑡

𝑔𝑘
𝑇𝑠𝑘−1

𝑑𝑘
𝑇𝑦𝑘−1

. 

𝛽𝑘  گاه  آن  دهد،  رخ  دقیق  یخط   ی جستجو   𝐷𝐿  روش  در  اگر
𝐷𝐿 = 𝛽𝑘

𝐻𝑆.  شده   بیان  مطالب  به   توجه   با  همچنین  

𝛽𝑘  مشابه  شرایطی  در   که   دانیممی
𝐻𝑆 = 𝛽𝑘

𝑃𝑅𝑃،  روش  یعموم   توابع   یبرا   نتیجه  در  𝐷𝐿   دقیق  ی خط  ی جستجو  با 

  ی سراسر  ییهمگرا  از  اطمینان  یبرا 𝑃𝑅𝑃  روش  همانند  لیائو  و  یدا   منظور  همینبه    کند.  یم  عمل 𝑃𝑅𝑃  روش   مشابه

  شرط   در   صادق 𝑑𝑘فرض   با  را  +𝐷𝐿  روش  ی سراسر  ییهمگرا  یر،ز   فرم   به 𝛽𝑘 کردن  اصلاح  با   ی،عموم  توابع   ی برا

   دادند. نشان یکاف کاهش

𝛽𝑘
𝐷𝐿+ = 𝑀𝑎𝑥{𝛽𝑘

𝐻𝑆, 0} − 𝑡
𝑔𝑘

𝑇𝑠𝑘−1

𝑑𝑘
𝑇𝑦𝑘−1

. 

 . ]5[ کردند ثابت  ولف یخط یجستجو با دلخواه هدف  توابع یبرا را  روش  ینا  یسراسر  ییهمگرا 27کو  و یدا

 

 

 
27 Kou 
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 (𝒛𝒛)  ژو  و ژانگ مزدوج یانگراد  روش  3-4-2

ن  لیائو  و  ی دایایده   براساس  2006در سال   با استفاده شراژانگ      ،29و تاکانو 28یابه   یزو  سکانت روش    یطو ژو 

𝑀𝐵𝐹𝐺𝑆فرمول   آن دنبال به  و  مزدوج ، شرط𝛽𝑘 ینا یسراسر  ییهمگرا و نمودند  یمعرف  را یگری د  ی 

مزدوج    یانگراد  یهاروش   یبرا   یگری پارامتر د  یبترت  ین به ا   .[28]کردند اثبات مناسب یطی شرا تحت را  روش 

 نمودند. یسکانت معرف  یطبر شرا یمبتن

ژو   و  )ژانگ  از شرط سکانت اصلاح شده  استفاده  به   یر ز  یرابطه (  11-2با    ی معرف 𝑍𝑍  مزدوج  عنوان شرطرا 

 نمودند

(11-3                               )                     𝑑𝑘
𝑇𝑧𝑘−1 = −𝑡𝑔𝑘

𝑇𝑠𝑘−1, 

𝑡که در آن   ≥ 𝑐و   0 > 𝑧𝑘و  0 = 𝑦𝑘 + 𝑐‖𝑔𝑘‖
𝑟𝑠𝑘 . 

تعر به  توجه  روش    یفبا  در  جستجو  )  یعنیمزدوج،    گرادیانجهت  مزدوج 1-3رابطه  شرط  از  استفاده  با  و   )           

 باشد ی م  یرصورت زبه  𝑍𝑍روش   𝛽𝑘، پارامتر (11-3)

(12-3                             )                       𝛽𝑘
𝑍𝑍 =

𝑔𝑘
𝑇(𝑧𝑘−1−𝑡𝑠𝑘−1)

𝑑𝑘−1
𝑇 𝑧𝑘−1

. 

مهم   یرز  قضیه  مطابق قضکندی م  یانراب 𝑍𝑍مزدوج   گرادیانروش    هایویژگی  ینتراز    گرادیان روش    یرز  یه. 

 دارد. یسراسر  ییهمگرا یتخاص 𝑓تابع   ی( بدون فرض محدب بودن رو 12-3با پارامتر ) 𝑍𝑍مزدوج 

در   𝛼𝑘و طول گام    ی جهت کاهش  یک  𝑑𝑘  یجهت جستجو 𝑍𝑍مزدوج    گرادیاناگر در روش  :1-4-3  قضیه 

 یعنی است،   یسراسر  همگرایی یتخاص یگاه روش دارا ولف صادق باشد آن یخط  تجویجس یطشرا

𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝑖𝑛𝑓‖𝑔𝑘‖ = 0. 

 .یدرجوع کن [28]اثبات به  ی برا اثبات:

  یکاف  کاهش  ،شرط  است  برقرار  مزدوج  یانگراد  یها  روش  از  یبرخ  یبرا   که  مهم  شرط  یک  :3-4-1  تعریف 

  مزدوج   یان گراد  یهاروش   ییهمگرا  اثبات  در  یبیتقر  یخط   یجستجو  یطشرا  یرسا   کنار  در  آن  از  که  باشدیم

   شود یم بیان یرز  صورت  به شرط ینا کنند. یم استفاده

 (3-13)                                                                      𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘 ≤ −𝑐‖𝑔𝑘‖

2 

 است. مثبت ثابت  یک 𝑐 که 

 ای جمله   سه مزدوج  گرادیان های روش  3-5

  دشوار   هاآن   ییهمگرا  تحلیل  ندارند،  را  ی کاف  کاهش  شرط  مزدوج  یانگراد   یهاروش   از  یبسیار   که  آنجا  از  

  ین ا   جمله  از  است.   شده  ارائه   ی مختلف  یها  روش  ،کنند  صدق  شرط   ینا  در   که  هاییجهت   تولید  منظور  به  .شودمی

 
28 Yabe 
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 دو  مزدوج  یانگراد  یها   روش  خواص  تعمیم  ضمن  که  هستند  یا جملهسه   مزدوج  یانگراد  یهاروش   ها،روش 

 𝑑𝑘 یجستجو  جهت  اصلاح   با  کار   ینا  کنند.ی م   برقرار  را   یکاف  کاهش   شرط  مناسب  یپارامترها   یازا   به   ی،اجمله 

  کنند. ی م  تولید  یخط  ی جستجو   از  مستقل  را  یکاهش  یجستجو  یهاجهت   هاروش   ین ا  همچنین  گیرد.ی م  صورت

  ی هاروش   ی،طیف  مزدوج  یانگراد  یهاروش    مانند  مزدوج  یان گراد  یهاروش   یرسا  با   هاروش   ینا  ترکیب  قابلیت

   گرفت. نظر در هاروش  ینا  یگرد یژگیو عنوانبه  توان یم را و... سکانت یطشرا بر یمبتن مزدوج یانگراد

  .کرد  مطرح را یاجمله ه س مزدوج یانگراد یهاروش  اولین   از  ]3[ 30بیل 1972 سال در

𝑑𝑘 = −𝑔𝑘 + 𝛽𝑘−1𝑑𝑘−1 + 𝜃𝑘−1𝑑𝑡 , 

   کهییجا

𝛽𝑘−1 =
𝑔𝑘

𝑇(𝑔𝑘−1 − 𝑔𝑘)

𝑑𝑘−1
𝑇 (𝑔𝑘−1 − 𝑔𝑘)

, 

𝜃𝑘−1 = {

𝑔𝑘
𝑇(𝑔𝑘−1 − 𝑔𝑘)

𝑑𝑘−1
𝑇 (𝑔𝑘−1 − 𝑔𝑘)

,           𝑖𝑓 𝑘 > 1

0                                          𝑖𝑓   𝑘 ≠ 𝑡 + 1

 

1و  است مجدد شروع جهت یک 𝑑𝑡  آن در که ≤ 𝑡 ≤ 𝑘  .   

  کاهش   ،روش  کندیم  صدق  نیوتن  شبه  روش  در  غالبا  که  سکانت  یطشرا  اساس  بر 31یل  و  وژ  انگ،ژ  ،6200  سال  در  

   است  شده یفتعر  یرز شکل به جستجو  جهت روش  ینا  در .[30]دادند توسعه را 𝑃𝑅𝑃  ی ا جملهسه  یکاف

(3-14)                                     𝑑𝑘 = −𝑔𝑘 + 𝛽𝑘
𝑃𝑅𝑃𝑑𝑘−1 −

𝑔𝑘
𝑇𝑦𝑘−1

‖𝑔𝑘−1‖2
𝑦𝑘−1. 

  جهت   .[27]  کرد  یمعرف  را 𝐻𝑆 یاجمله سه  مزدوج  یانگراد  روش  یک  انگژ  ،2009  سال  در  ترتیب  همین  هب

  . شودی م محاسبه یرز  صورت به هاآن  یپیشنهاد روش در جستجو

                            𝑑𝑘 = −𝑔𝑘 + 𝛽𝑘
𝐻𝑆𝑑𝑘−1 −

𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘−1

𝑑𝑘
𝑇𝑦𝑘−1

𝑦𝑘−1,        𝑑0 = −𝑔0. 

                  ی کاف      کاهش    شرط    یرقرار ب    ی اجملهسه      مزدوج     یانگراد     هایروش     توجه  قابل    یژگیو     یک

𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘 = −‖𝑔𝑘‖

 است.  2
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،  دندنموارائه      [14]و لی    ولی  2016در سال  روشی است که  ای  جملههای کارا گرادیان مزدوج سه یکی از روش 

  صورتای به جملهجهت گرادیان سه   یک  [13] (𝐿𝐶𝐺) پیشنهادی توسط لیو  𝛽𝑘استفاده از پارامتر    لیو و لی با

   زیر پیشنهاد نمودند

(15-3)                                        {
𝑑0 = −𝑔0                                          𝑖𝑓 𝑘 = 0,

  𝑑𝑘 = −𝑔𝑘 + 𝛽𝑘
𝐿𝐶𝐺𝑠𝑘−1 + 𝜃𝑘𝑦𝑘−1    ∀𝑘 ≥ 1.

 

اینجا  𝑔𝑘در  = 𝛻𝑓(𝑥𝑘) ،𝑠𝑘−1 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1  ،𝑦𝑘−1 = 𝑔𝑘 − 𝑔𝑘−1    ،𝛽𝑘   مزدوج  𝜃𝑘   وپارامتر 

 باشندصورت زیر می ه به ک است  ثابت پارامتر

𝜃𝑘 =
𝑔𝑘

𝑇𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

, 

𝛽𝑘
𝐿𝐶𝐺 =

1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

(𝑦𝑘−1 − 𝑠𝑘−1−𝑠𝑘−1

‖𝑦𝑘−1‖
2

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

)𝑇𝑔𝑘. 

 باشدمی  صورت زیر متداول که به  دانیم که شرط مزدوجبه خوبی می 

𝑑𝑘𝑦𝑘−1 = 0. 

نماید. با این حال،  ی یک نقش مهم را در تحلیل همگرایی و محاسبات عددی ایفا م  بسته به جستجوی خطی دقیق،  

استفاده     𝛼𝑘جای جستجوی خطی دقیق برای بدست آوردن طول گام  غیردقیق به طور معمول از جستجوی خطی  به

شرط     [6] دای و لیائو  در این راستا .شود، که بدین معناست که شرط مزدوج متداول معمولا حفظ نمی شودمی

که توسط رابطه  ،  مطرح نمودند 𝐷𝐿 با عنوان شرط مزدوج    برای جستجوی خطی غیردقیقتری را  مزدوج ضعیف 

 شود زیرتعیین می 

𝑑𝑘
𝑇𝑦𝑘−1 = −𝜉𝑔𝑘

𝑇𝑠𝑘−1, 

𝜉  که در آن  ≥  ( نشان دادند که 15-3با ) 𝑦𝑘−1با استفاده از ضرب داخلی  و لی  ولی، 0

𝑑𝑘
𝑇𝑦𝑘−1 = −𝑔𝑘

𝑇𝑦𝑘−1 +
1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

(𝑦𝑘−1 − 𝑠𝑘−1 − 𝑠𝑘−1

‖𝑦𝑘−1‖
2

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

)𝑇𝑔𝑘𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1 

                     +
𝑔𝑘

𝑇𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

‖𝑦𝑘−1‖
2 = −𝑔𝑘

𝑇𝑠𝑘−1. 

 را داراست.  𝐷𝐿شرط مزدوج  هاکه جهت جستجوی پیشنهادی آن  معناست این به

 صورت زیر بازنویسی کردتوان به ( را می 15-3در رابطه ) 𝑑𝑘توان داد دید که جهت جستجوی  می  سادگیبه
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𝑑𝑘 = −𝑀𝑘𝑔𝑘  

 شود صورت زیر نوشته می به  𝑀𝑘که در آن ماتریس  

                                    𝑀𝑘 = I −
𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1+𝑠𝑘−1𝑦𝑘−1

𝑇

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

+ (1 +
‖�̅�𝑘−1‖2

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

)
𝑇

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

, 

 صورت توان به که می 

(16-3                         )𝑀𝑘 = I −
𝑠𝑘−1𝑦𝑘−1

𝑇

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

+ (1 +
‖�̅�𝑘−1‖2

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

)
2

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

−
𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

. 

 ی زیر برقرار است رابطه   𝑞و   𝑢  ،𝑣 ،𝑝خوا دانیم که برای چهار بردار دلاز طرفی می  نوشت.

(17-3         )det(𝐼 + 𝑝𝑞𝑇 + 𝑢𝑣𝑇) = (1 + 𝑞𝑇𝑝)(1 + 𝑣𝑇𝑢) − (𝑝𝑇𝑣)(𝑞𝑇𝑢). 

 و تعریف ( 17-3)رابطهبا استفاده  بسادگی 

𝑝 = −
𝑠𝑘−1

𝑦𝑘−1𝑠𝑘−1
𝑇 , , 𝑞 = 𝑦𝑘−1 

𝑣 = 𝑠𝑘−1, 𝑢 = −
𝑦𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

+
𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

+
‖𝑦𝑘−1‖

2𝑠𝑘−1

(𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1)

2
 , 

 توانیم نتیجه بگیریم می

det(𝑀𝑘) = (1 − 𝑦𝑘−1
𝑇

𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

)(1 + 𝑠𝑘−1
𝑇 (−

𝑦𝑘−1
𝑇

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

+
𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

+
‖𝑦𝑘−1‖

2𝑠𝑘−1

(𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1)2

)) 

                     − (−
𝑠𝑘−1

𝑇

𝑦𝑘−1
𝑇 𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1)(𝑦𝑘−1
𝑇 (−

𝑦𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

+
𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

+
‖𝑦𝑘−1‖

2𝑠𝑘−1

(𝑠𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1)2

)). 

 توان ملاحظه کرد ه مقدماتی می ببا یک محاس

det(𝑀𝑘) =
‖𝑠𝑘−1‖

2

𝑦𝑘−1𝑠𝑘−1
𝑇 . 

را به عنوان یک ماتریس شبه   𝑀𝑘توان که می ،  استماتریس نامنفرد     𝑀𝑘دهد که ماتریس  ی فوق نشان می رابطه 

های شبه نیوتن  توان در رده روش حافظه در نظر گرفته شود. بنابراین جهت فوق را می دون  ب 𝐵𝐺𝐹𝑆نیوتن از نوع  

مستقل از جستجوی    توان نشان داد که جهت فوق در شرایط کاهش کافیسادگی می به   حافظه قرار داد.دون  ب

ایده برای  صیت مطلوب در فصل چهارم از ایده به دلیل این خا   کند.صدق می خطی   این  برای حل  ای مشابه به 

 . گردداستفاده می سیستم معادلات غیرخطی یکنوا 
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 چهارم فصل  

 ای برای حل معادلات غیرخطی یکنوا جمله یک روش بدون مشتق مبتنی بر تصویر سه 
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 مقدمه   4-1

  های و روش   یوتننروش شبه  یوتن،روش ن  غیرخطی،معادلات    هایدستگاه حل    برای  تکراری  هایروش   میاناز  

  برای ها  روش   این. نقطه ضعف مهم  باشندمی مورد توجه    یع،سر   یموضع  ییهمگرا  دلیله اصلاح شده ب  نیوتنشبه

ن  ینا  بزرگ  مقادیر معادلات خط  یازاست که  برا  همینبهدارند.    ماتریس   ضرایببا    یبه حل دستگاه    ی منظور 

  یکی   .استارائه شده  یمتفاوت و موثر  هایروش ، یکنوا هایدستگاه با ساختار خاص مانند  غیرخطی   هایدستگاه

 است   یرز  یشکل عموم  یاست که دارا  یکنوا غیرخطیاز مسائل با ساختار خاص دستگاه معادلات 

(1-4                                 )                       𝐹(𝑥) = 0,       𝑥 ∈ 𝑅𝑛. 

:𝐹که در آن   𝑅𝑛 → 𝑅𝑛  یعنی. باشدی م یکنواو  یوستهنگاشت پ یک      

(2-4           )                ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛,               (𝑥 − 𝑦)𝑇(𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑦)) ≥ 0. 

جواب    توانمی   سادگیبه مجموعه  که  داد  است.   ناتهی  کهیشرطبه   یکنوا  هایدستگاه نشان  محدب  بودن، 

در    بهینگیلازم    یطعنوان مثال، شرادارند. به   یکاربرد  یاضیاتدر ر   یادیز   یعمل  ی کاربردها  یکنوا  هایدستگاه

  های دستگاه   یساختار   یژگیبا توجه به و  است.    یکنوا  غیرخطی دستگاه معادلات    یکبه    یلمسائل محدب قابل تبد

ها، در دهه  حل آن   یکارا برا   های روش دسته از    یک عنوان  به   یر وبر تص  یمبتن  هایروش ،  یکنوا  غیرخطی معادلات  

  های روش   یشگامانعنوان پ به   توانمی 33یتر ااسو و   32از محققان قرار گرفته است. از سولودو  یاریمورد توجه بس  یراخ

ابر صفحه    یک  یافتن  یربر تصو   یمبتن  هایروش   ی اصل  یده نام برد. ا   های غیرخطیبرای حل دستگاه   یربر تصو  یمبتن

بر    یقبل   یبتقر  یر با تصو  ید جد  یبتقر  ید از مجموعه جواب دستگاه در هر مرحله و تول  یجداکننده تکرار جار 

  یک   طیفی  گرادیانو    یربر تصو  یمبتن  هایروش   یببا ترک    [29]ابرصفحه ساخته شده است.  ژانگ و ژو در

ا   یمعرف  یکنوا  غیرخطیحل دستگاه معادلات    یبرا   ید روش جد از  آن   یاصل  یده کردند،  استفاده    های جهت ها 

بوجود آمد.   الگوریتمدر    توجهیاصلاح بهبود قابل    ین با ا  جاییکهبود    یرتصو  الگوریتم ینددر فرآ  طیفی  گرادیان

    حل   ی، دو روش بدون مشتق برا 𝐻𝑆مزدوج   گرادیاندو جهت    یریو همکاران با بکارگ 34ان ی  2010در سال  

 . [26]( ارائه نمودند1-4)

 یروش مبتن  یکقرار داده و در ادامه    یمورد بررس  یربر تصو  یمبتن  هایروش طور مختصر،   ه فصل ابتدا ب  یندر  ا

   .دهیممی قرار  یلو تحل یبرد مورد بررس می را بکار   𝐿𝐶𝐺 [13] یکه جهت جستجو یدجد  یربر تصو

 

 
32 Solodov 
33 Svaiter 
34 Yan 
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 یر بر تصو  یمبتن  های روش  2-4

  ین. ا یکنواست  غیرخطیدستگاه   یکحل    یبرا  یربر تصو  یمبتن  هایروش از  یک مرور اجمالی  بخش    ینهدف ا 

فرض    یتمالگور  یانب  ی جواب است. در راستاهمگرا به {𝑥𝑘}دنباله   یددنبال تولبه   یتکرار   یند فرآ  یک   ی روش ط

)  برای   فعلی  تقریب،   𝑥𝑘د  یکن دستگاه  کار  1-4جواب  اساس  باشد.  تصو  مبتنی    هایروش (  حل    ی برا  یربر 

دستگاه و استفاده از   هایجواب از مجموعه   𝑥𝑘ابرصفحه جداکننده نقطه  یک ید، تولیکنوا غیرخطی   هایدستگاه

منظور ابتدا    این  برای.  باشدمی    𝑥𝑘+1  یدجد  یبعنوان تقرابر صفحه جداکننده به   ینقطه رو   ینمتعامد ا  یرتصو

𝛿  یک ی که برا شودی م  یینتع یاگونه به  𝑑𝑘جهت  >  برقرار باشد  یر شرط ز 0

(3-4                   )                           𝐹(𝑥𝑘)
𝑇𝑑𝑘 < −𝛿‖𝐹(𝑥𝑘)‖

2, 

کاف کاهش  شرط  مشابه  فوق  ا  گرادیان  هایروش در    یشرط  فرض  با  است.  شرط  𝑑𝑘جهت   ینکهمزدوج            در 

   یاگونهمناسب به  𝛼𝑘 یافتن  ی جستجو برا  یندفرآ یک( صادق است و با انجام 3-4)

(4-4                                        )𝐹(𝑧𝑘)
𝑇(𝑥𝑘 − 𝑧𝑘) > 0,             

𝑧𝑘که در آن    = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘  .کرد یمعرف  یرصورت ز ابرصفحه به  توانمی 

(5-4                )                𝐻𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛│𝐹(𝑧𝑘)
𝑇(𝑥 − 𝑧𝑘) = 0}. 

(  جدا خواهد  1-4از مجموعه جواب )  یدطور اکرا به   𝑥𝑘ابرصفحه نقطه    ینملاحظه نمود که ا توانمی  سادگیهب

𝐹(�̅�)که      �̅�هر    برای   دانیممی    𝐹  یکنوایی  خاصیت که با توجه به    یدجهت توجه کن یننمود. در ا  =  نتیجه   0

 ، دهدمی

𝐹(𝑧𝑘)
𝑇(�̅� − 𝑧𝑘) ≤ 0 

  𝑥𝑘+1  ی تکرار بعد  یر،بر تصو  یمبتن  هایروش در  .  در دو سمت متفاوت ابرصفحه قرار دارند   �̅�و     𝑥𝑘  ینو بنابرا

 دهیم میقرار  یعنی. گرددمیمحاسبه   𝐻𝑘ابر صفحه    یبه رو   𝑥𝑘  یربا تصو

 𝑥𝑘+1 = 𝑃𝐻𝑘
(𝑥𝑘)   

 که  شودمی  یدهد سادگیهب

(6-4                     )                    𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝐹(𝑧𝑘)𝑇(𝑥𝑘−𝑧𝑘)

‖𝐹(𝑧𝑘)‖2
𝐹(𝑧𝑘). 𝑘 

ابرصفحه    یله استوار است که در هر تکرار به وس  واقعیت  اینبر    یر بر تصو  یمبتن  یهاروش   ایده   هندسی   دیدگاهاز  

𝐻𝑘   یفضا  𝑅𝑛   ن به دو  تقس  یمرا  ها  ها شامل همه از آن   یکیکه    گرددمی  یمفضا  )  یجواب  ( و 1-4دستگاه 

نقطه    یگری د تصو  این انتظار    بنابراین است،     𝑥𝑘شامل  با  که  رو   𝑥𝑘  یراست  مجموعه  ی م 𝐻𝑘  یبه  به  توان 



55 

  یر تصو  ی است که هر اندازه فضا  یهی . بد یافتجواب  ی برا  بهتری  تقریبو    گردیدتر  یک دستگاه نزد  یهاجواب 

 است. یشترب یمتر شویکها نزدبه جواب  یدر تکرار بعد  ینکهکوچکتر باشد احتمال ا

، بخصوص تعداد  محاسباتی  ینههز  یشترها، بمرتبط با آن  ی عدد  یج و نتا  یربر تصو  یمبتن  هایروش با توجه به ساختار  

، که خود وابسته به جهت انتخاب  باشدمی ابر صفحه جداکننده    یدمربوط به تول  هاروش   ینمحاسبات توابع، در ا

بنابرا(  4-4)صادق در   𝛼𝑘طول گام   یافتن   ی شده و چگونگ    یک انتخاب جهت مناسب و  استفاده از    ین است. 

  یار سب  تواندمی   یربر تصو  یمبتن  هایروش   ییکارا  یشو افزا   محاسباتی  هایهزینه مناسب در کاهش    جستجوخطی

  سازی ینه حل مسائل به  یها، مانند روش  𝛼𝑘کردن طول گام    یداپ  یبرا   ی علم  هایتلاش ها،  روش   ین موثر باشد. در ا

 است  یر صورت زآنها به  ین شده است که مهمتر نادقیق جستجوخطی هایروش  معرفیبه، منجر نامقید

گام   -1 ژو     𝛼𝑘طول  و  ژانگ  توسط  ا   [29]ارائه شده  در  گام    ین ،  طول  محاسبه   ی اگونهبه  𝛼𝑘روش  

 برقرار گردد یر که رابطه ز شودیم

(7-4           )                 −𝐹(𝑧𝑘)
𝑇𝑑𝑘 ≥ 𝜎𝛼𝑘‖𝑑𝑘‖

2,   0 < 𝜎 < 1 

 صورت را به  𝛼𝑘  توانمی 35عقب بازگشت به  یندفرآ  یکاساس در  ینبر ا

(8-4                                    )𝛼𝑘 = 𝑚𝑎𝑥{𝛽𝜌𝑖  ⃓ 𝑖 = 0,1,2, … } 

.  باشد می طول گام    یبرا   یهاول  یبتقر  یک 𝛽  جاییکه( برقرار باشد،  7-4که رابطه )  ایگونه بهکرد    تعیین

 انتخاب واضح است که  این که با   داریم توجه 

(9-4    )                         𝐹(𝑧𝑘)
𝑇(𝑥𝑘 − 𝑧𝑘) ≥ 𝜎𝛼𝑘

2‖𝑑𝑘‖
2 > 0 

 .نمایدمی یفارا ا  الگوریتم در  یریبکارگ یلازم برا   شرایط بنابراین و 

و   𝛼𝑘طول گام   -2 ا   ،[24]   اسوایتر ارائه شده توسط سولودو  محاسبه    ایگونهبه روش طول گام     یندر 

 برقرار گردد یر که رابطه ز شودمی

  (10-4          )                       −𝐹(𝑧𝑘)
𝑇𝑑𝑘 ≥ 𝜎𝛼𝑘‖𝐹(𝑧𝑘)‖‖𝑑𝑘‖

2 

  ( برقرار باشد. 10-4)  یرابطه که    ایگونه به  گرددمی( محاسبه  8-4صورت )به    𝛼𝑘بازگشت به عقب   شیوهبا  

رابطه     𝑑𝑘اگر  شودمی   یدهد  راحتیهب 𝐹(𝑧𝑘)در 
𝑇𝑑𝑘 < نامساو 0 آنگاه  کند،  برا10-4)  یصدق    ی( 

مانند گام    ی،بازگشت  یرابطه توسط    تواندمی    𝛼𝑘  ینکوچک برقرار است. بنابرا   یاندازه کافبه  𝛼𝑘 یهمه 

 (، بدست آمده باشد.  1-4) الگوریتم( 2)

 
35 Back tracking 
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. گیریممی ( را بکار 7-4) یخط  یجستجو یرداده شده در مقالات اخ عددی نتایج و با توجه به  نامهپایان  ینما در ا

  یان ب  یرصورت ز را به   غیرخطی  هایدستگاه حل    یبرا  یربر تصو   یمبتن  هایروش   یعموم   الگوریتم   توانمی اکنون  

 نمود. 

 ( یربر تصو  یمبتن  هایروش  الگوریتم ) 1-4الگوریتم 

𝑥0  اولیه تقریب: ورودی ∈ 𝑅𝑛 ی و پارامترها𝜌 ∈ (0,1), 𝛽 ∈ (0,1), 𝜎 > 0, 𝜖 > 0 . 

𝑘قرارده  : ( 0گام )  ≔ 0  . 

‖𝐹(𝑥𝑘)‖: اگر ( 1گام)  ≤ 𝜖 صورت، جهت   ینا یرتوقف کن. در غ𝑑𝑘  ( را تع3-4صادق در )کن.  یین 

 ی را از  رابطه   𝛼𝑘  یخط ی:  جستجو( 2گام) 

𝛼𝑘 = 𝑚𝑎𝑥{𝛽𝜌𝑖⃓𝑖 = 0,1,2,… }. 
 رابطه  کهای گونه به کن  تعیین

(11-4     )                                       −𝐹(𝑧𝑘)
𝑇𝑑𝑘 ≥ 𝜎𝛼𝑘‖𝑑𝑘‖

2, 

 برقرار باشد. 

𝑧𝑘  قرار ده: ( 3گام)  = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘. 

‖𝐹(𝑧𝑘)‖اگر (:  4گام)  ≤ 𝜖   ( محاسبه کن. 6-4را از رابطه )  جدید  تقریب،  غیراینصورتتوقف کن. در

𝑘قرارده   (:5گام)  = 𝑘 +  برو. 1به گام  و 1

ترین  های مبتنی بر تصویر پیداست، انتخاب جهت مناسب و محاسبه طول گام اساسی همانطور که از ساختار روش 

اند تنها از  های مبتنی بر تصویر که تا کنون معرفی شده های مبتنی بر تصویر هستند و ساختار روش مراحل روش 

 با هم متفاوتند.  𝛼𝑘و محاسبه طول گام   𝑑𝑘نظر نحوه انتخاب جهت  

(  و تعریف یک جهت مناسب یک الگوریتم موثر از نوع  5-3ی لیو و لی در )در بخش بعدی با استفاده از ایده 

سپس همگرایی این الگوریتم  گردد.  های مبتنی بر تصویر برای حل دستگاه معادلات غیرخطی یکنوا ارائه می روش 

 یرد.گمورد تحلیل قرار می 

  ی برا   ایجمله سه مزدوج    گرادیان جهت    یکاستفاده کننده از    یر بر تصو  مبتنی  الگوریتم   3-4

 یکنوا غیرخطیمعادلات  حل 

که در شرط کاهش کافی صدق نمایند   𝑑𝑘های مبتنی بر تصویر، استفاده از جهات  با توجه به ساختار الگوریتم 

در این بخش با استفاده تواند بررسی خواص همگرایی الگوریتم را تسهیل نماید.  یکی از معیارهایی است که می

( و ترکیب آن با روش تصویر ارائه شده توسط سولودو و اسوایتر  5-3از ساختار مشابه با روش گرادیان مزدوج )

  .[14]گردد های غیرخطی یکنوا ارائه میگاه ،الگوریتم موثر برای حل دست
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 کنیم می  یمعرف یر صورت زرا به  𝑑𝑘جهت  راستا   یندر ا 

 (4-12         )                   𝑑𝑘 = {
−𝐹𝑘 ,                                             𝑖𝑓 𝑘 = 0
−𝐹𝑘 + 𝛽𝑘𝑠𝑘−1 + 𝜃𝑘𝜔𝑘−1,          𝑘 ≥ 1  

 

 جاییکه 

𝑠𝑘−1 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1, 

𝜔𝑘−1 = 𝐹𝑘 − 𝐹𝑘−1 + 𝑟𝑠𝑘−1, 

 𝜃𝑘 = 𝑡
𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

, 

𝑟 که > 0  𝑡 ∈    یرز   صورت هب  𝛽𝑘اسکالر   و اسکالر دلخواه است  یک  و(0,1]

 (4-13                    )𝛽𝑘 =
1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

(𝜔𝑘−1 − 𝑠𝑘−1−𝑠𝑘−1
‖𝜔𝑘−1‖2

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

)𝑇𝐹𝑘, 

قضگرددی م  یفتعر تول  دهدمی نشان    یرز  یه.  جهت  )  یدکه  رابطه  توسط  با12-4شده   )                                                 

𝑐1 = (1 − (1 + 𝑡)2 4⁄  . کندمی صدق  ی کاهش کاف یطدر شرا ،  (

 داریم ( باشد آنگاه 12-4شده توسط رابطه ) تولید 𝑑𝑘  یجهت جستجو  کنیدفرض  : 1-3-4 قضیه

 (14-4                                           )   ∀𝑘 ≥ 0,          𝐹𝑘
𝑇𝑑𝑘 ≤ −𝑐‖𝐹𝑘‖

2 .          

 ( برقرار است.  14-4رابطه ) دهیمی م  ن: به استقرا نشااثبات

𝑘  برای یدتوجه کن =  یم ( دار12-4) یرابطه از   0

𝐹0
𝑇𝑑0 = −‖𝐹0‖

2 

 . کندمی ( را حفظ 14-4که شرط )

𝑘  برای ≥ 𝐹𝑘با استفاده از ضرب بردار   ،1
𝑇  (12-4در رابطه  ) داریم 

       𝐹𝑘
𝑇𝑑𝑘 = −‖𝐹𝑘‖

2 + 𝛽𝑘𝐹𝑘
𝑇𝑠𝑘−1 + 𝜃𝑘𝐹𝑘

𝑇𝜔𝑘−1 

                   = −‖𝐹𝑘‖
2 +

1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

(𝜔𝑘−1 − 𝑠𝑘−1 −
‖𝜔𝑘−1‖

2

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

𝑠𝑘−1)

𝑇

𝐹𝑘𝐹𝑘
𝑇𝑠𝑘−1 

                        +𝑡
𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1𝐹𝑘
𝑇𝜔𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

 

                   =
−‖𝐹𝑘‖

2(𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1)

2 + (1 + 𝑡)𝐹𝑘
𝑇𝑠𝑘−1𝑠𝑘−1

𝑇 𝜔𝑘−1𝐹𝑘
𝑇𝜔𝑘−1

(𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1)

2
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                        −
‖𝜔𝑘−1‖

2(𝐹𝑘
𝑇𝑠𝑘−1)

2 + (𝐹𝑘
𝑇𝑠𝑘−1)

2𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

(𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1)

2
 

2𝑎𝑇𝑏  یاکنون با استفاده از  نامساو  ≤ ‖𝑎‖2 + ‖𝑏‖2  با قرار دادن 

𝑎 =
1 + 𝑡

√2
(  𝑠𝑘−1

𝑇 𝜔𝑘−1)𝐹𝑘 , 𝑏 = √2(  𝐹𝑘
𝑇𝑠𝑘−1)𝜔𝑘−1. 

𝑐1با در نظر گرفتن  = (1 − (1 + 𝑡)2 4⁄  حال خواهیم داشت .(

𝐹𝑘
𝑇𝑑𝑘 ≤ −(1 −

(1 + 𝑡)2

4
)‖𝐹𝑘‖

2 −
(  𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1)
2

(  𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1)

≤ −(1 −
(1 + 𝑡)2

4
)‖𝐹𝑘‖

2 

 ∎اثبات کامل است.   بنابراین

 داریم ( 14-4صادق در ) 𝑑𝑘  ی( واضح است که برا 1-3-4) یه رابطه قض  برقراریبا توجه به 

𝐹𝑘
𝑇𝑑𝑘 < 0, 

𝑧𝑘 (12-4شده در ) تعریف 𝑑𝑘با استفاده از جهت  حال  = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘  داریم آن  برایاست که  ایگونهبه 

𝐹(𝑧𝑘)
𝑇(𝑥𝑘 − 𝑧𝑘) > 0, 

𝐹(�̅�)  یکهبطور �̅�هر   ی، برا𝐹  یکنوایی  خاصیتبا استفاده از  یاز طرف =  گرفت که   یجهتوان نتی باشد ، م 0

𝐹(𝑧𝑘)
𝑇(�̅�  − 𝑧𝑘) ≤ 0, 

 است که ابر صفحه   یمعن ینبد ین ا

𝐻𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛⃓𝐹(𝑧𝑘)
𝑇(𝑥 − 𝑧𝑘) = 0}, 

ابرصفحه، نقطه    یجادسازد. پس از ا   ی( جدا م 1-4معادله )  یکنوا  یرخطیغ  یستمرا از جواب س 𝑥𝑘  ی تکرار کنون

بعد  تصو تیم 𝑥𝑘+1  یتکرار  با  گردد،   𝑥𝑘  یرسازیواند  محاسبه  آن  ز  𝑥𝑘+1  یعنیدر  رابطه  دست ه ب  یرتوسط 

 . آیدیم

(4-15                                 )𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝐹(𝑧𝑘)𝑇(𝑥𝑘−𝑧𝑘)

‖𝐹(𝑧𝑘)‖2
𝐹(𝑧𝑘). 

 ر است یصورت زبه  یربر تصو یمبتن ایجمله سه مزدوج  گرادیان  یتم با توجه به مطالب گفته شده، الگور

 ( 𝑻𝑻𝑫𝑭𝑷)الگوریتم روش   2-4 الگوریتم 

𝑥0: نقطه شروع  ورودی ∈ 𝑅𝑛 یو پارامترها   𝑡 ∈ [0,1), 𝑟 > 0, 𝜖 > 0, 𝜎 > 0, 𝛽 ∈ (0,1] . 

𝑘: قرار ده  ( 0گام )  = 0 . 

‖𝐹𝑘‖اگر    (:1گام )  ≤ 𝜖 یصورت جهت جستجو ینا  یرتوقف کن. در غ  𝑑𝑘  محاسبه کن  یررا از رابطه ز 
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(4-16     )                𝑑𝑘 = {
−𝐹𝑘 ,                                             𝑖𝑓 𝑘 = 0
−𝐹𝑘 + 𝛽𝑘𝑠𝑘−1 + 𝜃𝑘𝜔𝑘−1,          𝑘 ≥ 1  

 

 که در آن  

𝑠𝑘−1 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1, 
𝜔𝑘−1 = 𝐹𝑘 − 𝐹𝑘−1 + 𝑟𝑠𝑘−1, 

 𝜃𝑘 = 𝑡
𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

, 

(4-17   )            𝛽𝑘 =
1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

(𝜔𝑘−1 − 𝑠𝑘−1−𝑠𝑘−1
‖𝜔𝑘−1‖2

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

)𝑇𝐹𝑘. 

 ی را از رابطه  𝛼𝑘  یخط جستجوی(: 2)  گام

 𝛼𝑘 = 𝑚𝑎𝑥{𝛽𝑖⃓𝑖 = 0,1,2,… },     
 ی رابطه  ایگونه به کن  تعیین

(4-18                          )                     −𝐹(𝑧𝑘)
𝑇𝑑𝑘 ≥ 𝜎𝛼𝑘‖𝑑𝑘‖

2, 

 برقرار باشد. 

𝑧𝑘  قرار ده (:3گام )  = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘 . 

‖𝐹(𝑧𝑘)‖اگر   (:4گام )  ≤ 𝜖 یتکرار بعد  ینصورتا  یرتوقف کن. در غ  𝑥𝑘+1 ( محاسبه کن.15-4از ) 

𝑘  یدقرار ده (:5گام )  = 𝑘 +  برو.  (1)، به گام   1

  یر به دو فرض ز  رمنظو  ینا  ی. براشودمی ( پرداخته  2-4)  الگوریتم   همگرایی  یتخاص  بررسیبه   یدر قسمت بعد 

 .دهیمی م یشنما  𝐹𝑘را با   𝐹(𝑥𝑘) در نوشتار   یراحت  یبخش  برا ین. در ادامه ا یمدار  یازن

 . 1-3-4فرض 

  (𝐻1)  مجموعه جواب𝐹(𝑥) =  است.  ناتهی، گرددمی  تعریف  ∗𝛺که توسط   0

(𝐻2)   تابع𝐹: 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛ثابت   یک یعنیاست.   یتزش یپل یوسته، پ𝐿 >  یکه وجود دارد بطور  0

                                  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛,          ‖𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑦)‖ ≤ 𝐿‖𝑥 − 𝑦‖.      

 ی سراسر  یی همگرا  4-3-1

مفید قضیه  چند لم در این بخش پس از ارائه  باشدمی( 2-4) یتمالگور  یسراسر ییاثبات همگرا بخش ینهدف ا 

 .گیریممی  نتیجهرا  سراسری همگرایی  اساسی در مورد

 . باشدمی برقرار  (1-3-4فرض )که  کنیممیهمواره فرض   یر،ز  هایلم در 

فرآیند جستجوی خطی  دهد که  علاوه برآن نشان می   کند.معرفی می  𝛼𝑘لم زیر یک کران پایین برای طول گام  

 خوش تعریف است. 
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 اند، آنگاه داریم تولید شده( 2-4) یتم توسط الگور  {𝑧𝑘}و {𝑥𝑘}  هایدنباله ید: فرض کن1-3-4لم 

                                                    𝛼𝑘 ≥ 𝑚𝑖𝑛 {1,
𝑐𝛽‖𝐹𝑘‖2

(𝐿+𝜎)‖𝑑𝑘‖2
}, 

فرآ   اثبات: اگر    دانیممی   ی،خط  ی جستجو  ینداز  𝛼𝑘که  ≠ آنگاه   1 شرایط    تواندینم 𝛽−1𝛼𝑘باشد،  در 

 یم دار ین. بنابراصدق نماید  یخطجستجوی 

                                        −𝐹(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝛽
−1𝑑𝑘)

𝑇𝑑𝑘 < 𝜎𝛼𝑘𝛽
−1‖𝑑𝑘‖

2, 

𝐹(𝑥𝑘و اضافه و کم کردن جمله  ( 1-3-4) قضیه از  + 𝛼𝑘𝛽
−1𝑑𝑘)

𝑇𝑑𝑘  داریم 

         𝑐‖𝐹𝑘‖
2 ≤ −𝐹(𝑥𝑘)

𝑇𝑑𝑘   
= (𝐹(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝛽

−1𝑑𝑘)
𝑇𝑑𝑘 − 𝐹(𝑥𝑘)

𝑇𝑑𝑘)  − 𝐹(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝛽
−1𝑑𝑘)

𝑇𝑑𝑘

≤ 𝐿𝛽−1𝛼𝑘‖𝑑𝑘‖
2 + 𝜎𝛽−1𝛼𝑘‖𝑑𝑘‖

2 

  توان نتیجه گرفتسادگی می شیتز نتیجه شده است. از رابطه اخیر بهرابطه آخر از شرط لیپ  که

𝛼𝑘 ≥
𝑐𝛽‖𝐹𝑘‖

2

(𝐿 + 𝜎)‖𝑑𝑘‖
2
. 

 ∎بنابراین اثبات کامل است. 

,𝑥  برای هر و باشدیکنوا  𝐹  فرض کنید تابع :2-3-4لم  𝑦 ∈ 𝑅𝑛 داشته باشیم  

𝐹(𝑦)𝑇(𝑥 − 𝑦) > 0, 

 قرار دهید گاه آن

𝑥+ = 𝑥 −
𝐹(𝑦)𝑇(𝑥 − 𝑦)

‖𝐹(𝑦)‖2
𝐹(𝑦) 

�̅� بنابراین برای هر  ∈ 𝑅𝑛 طوریکه  به𝐹(�̅�) =  باشد، خواهیم داشت   0

‖𝑥+ − �̅�‖2 ≤ ‖𝑥 − �̅�‖2 − ‖𝑥+ − 𝑥‖2. 

�̅�برای هر    𝐹با توجه به خاصیت یکنوایی   اثبات: ∈ 𝑅𝑛 طوریکه  به𝐹(�̅�) =  ، داریم  0

𝐹(𝑦)𝑇(�̅� − 𝑦) ≤ 0, 

 توان گفت که ابرصفحهاز این نتیجه می 

𝐻 ≔ {𝑠 ∈ 𝑅𝑛⃓𝐹(𝑦)𝑇(𝑠 − 𝑦) = 0}, 

 بروی نیم صفحه  𝑥تصویر   +𝑥توان نشان داد که  راحتی می کند. همچنین بهجدا می  �̅�را از   𝑥طور اکید  به
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{𝑠 ∈ 𝑅𝑛⃓𝐹(𝑦)𝑇(𝑠 − 𝑦) ≤ 0} 

 متعلق به این فضا است، از خصوصیات اساسی روش تصویر است که  �̅�است. از آنجا که  

(𝑥 − 𝑥+)𝑇(𝑥+ − �̅�) ≥ 0. 

 حال خواهیم داشت 

    ‖𝑥 − �̅�‖2 = ‖𝑥 − 𝑥+‖2 + ‖𝑥+ − �̅�‖2 + 2 < 𝑥 − 𝑥+, 𝑥+ − �̅� > 

                  ≥ ‖𝑥 − 𝑥+‖2 + ‖𝑥+ − �̅�‖2 = (
𝐹(𝑦)𝑇(𝑥 − 𝑦)

‖𝐹(𝑦)‖
)

2

+ ‖𝑥+ − �̅�‖2 

 ∎بنابراین اثبات کامل گردید. 

  �̅�اند. آنگاه برای هر  ( تولید شده2-4توسط الگوریتم )  {𝑧𝑘}و  {𝑥𝑘}های  فرض کنید که دنباله :3-3-4لم 

𝐹(�̅�)بطوریکه   =  باشد ، داریم    0

(20-4      )                  ‖𝑥𝑘+1 − �̅�‖2 ≤ ‖𝑥𝑘 − �̅�‖2 − ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖
2,        

 کراندار است و رابطه   {𝑥𝑘}همچنین دنباله 

(4-21       )                                             lim
𝑘→∞

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ = 0. 

 برقرار است.

�̅�فرض کنید که  اثبات:  ∈ 𝛺∗    و   (15-4و )  (9-4)روابط  باشد ، از    (2-4) رابطه  از    دلخواه جواب   یک

 بدست می آوریم  (2-3-4)لم 

(4-22           )‖𝑥𝑘+1 − �̅�‖2 ≤ ‖𝑥𝑘 − �̅�‖2 − ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖
2 ≤ ‖𝑥𝑘 − �̅�‖2,         

𝑥𝑘‖به این معنی است که دنباله }  − �̅�‖2}  همگرا می باشد. همچنین، یک دنباله کاهشی و بنابراین یک دنباله

 است. کراندار  {𝑥𝑘}توانیم نشان دهیم که دنباله  می

 داریم  (22-4) رابطهاز  

0 ≤ ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖
2 ≤ ‖𝑥𝑘 − �̅�‖2 − ‖𝑥𝑘+1 − �̅�‖2, 

 که نشان می دهد 

(4-19                                               )lim
𝑘→∞

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ = 0. 
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 ∎. استاثبات کامل بنابراین  

 ید آمیدست ه ب  یرز نتیجه( 18-4) ( و15-4) روابطاز   یبسادگ  :1-3-4تذکر 

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ =
|𝐹(𝑧𝑘)

𝑇(𝑥𝑘 − 𝑧𝑘)|

‖𝐹(𝑧𝑘)‖
2

‖𝐹(𝑧𝑘)‖ =
|𝛼𝑘𝐹(𝑧𝑘)

𝑇𝑑𝑘|

‖𝐹(𝑧𝑘)‖
≥ 𝑐𝛼𝑘

2‖𝑑𝑘‖
2 

 داشت  یم( خواه19-4از )

  (4-23                              )                      𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝛼𝑘‖𝑑𝑘‖ = 0. 

  𝑑𝑘  یجهت جستجوگاه  آن ،  ( تولیده شده است2-4الگوریتم )توسط   {𝑥𝑘}که دنباله   ید: فرض کن4-3-4لم  

𝑀ثابت  یک یعنیباشد،   یکراندار م >  که یوجود دارد بطور 0

                                                              ∀𝑘 ≥ 0,    ‖𝑑𝑘‖ ≤ 𝑀.  

 داریم شوارتز  – یکوش ی( و نامساو15-4) رابطهاز   اثبات:

 ‖𝑠𝑘−1‖ = ‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖ ≤
‖𝐹(𝑧𝑘−1)‖‖𝑥𝑘−1−𝑧𝑘−1‖

‖𝐹(𝑧𝑘−1)‖2
‖𝐹(𝑧𝑘−1)‖ 

               = ‖𝑥𝑘−1 − 𝑧𝑘−1‖ = 𝛼𝑘−1‖𝑑𝑘−1‖ 

 یم دار ( 𝐻2فرض )  و 𝜔𝑘−1  یفبا استفاده از تعر

 (4-24   )‖𝜔𝑘−1‖ ≤ ‖𝐹𝑘 − 𝐹𝑘−1‖ + 𝑟‖𝑠𝑘−1‖ ≤ (𝐿 + 𝑟)‖𝑠𝑘−1‖ ≤ (𝐿 + 𝑟)𝛼𝑘−1‖𝑑𝑘−1‖. 

𝜉(، ثابت 𝐻2و فرض )  {𝑥𝑘}دنباله  دار بودن با توجه به کران  ≥  که است بطوری وجودم 0

 (4-25   )                                 ∀𝑘 ≥ 0,     ‖𝐹𝑘‖ ≤ 𝜉,              

 میتوان نتیجه گرفت شوارتز  -یکوش ینامساوو ( 17-4) -(16-4)سوی دیگر استفاده از روابط از 

            ‖𝑑𝑘‖ ≤ ‖𝐹𝑘‖ + |𝛽𝑘|‖𝑠𝑘−1‖ + |𝜃𝑘|‖𝜔𝑘−1‖

≤ ‖𝐹𝑘‖ +
|𝐹𝑘

𝑇𝜔𝑘−1|

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

‖𝑠𝑘−1‖ +
|𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1|

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

‖𝑠𝑘−1‖         

                           +
|𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1|‖𝜔𝑘−1‖
2

(𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1)

2
‖𝑠𝑘−1‖ + 𝑡

|𝐹𝑘
𝑇𝑠𝑘−1|

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

‖𝜔𝑘−1‖ 

                       ≤ ‖𝐹𝑘‖ +
‖𝜔𝑘−1‖‖𝐹𝑘‖

𝑟‖𝑠𝑘−1‖
+

‖𝐹𝑘‖

𝑟
+

‖𝜔𝑘−1‖
2‖𝐹𝑘‖

𝑟2‖𝑠𝑘−1‖
2

+ 𝑡
‖𝐹𝑘‖‖𝜔𝑘−1‖

‖𝑠𝑘−1‖
 

                         ≤ ‖𝐹𝑘‖ +
(𝐿+𝑟)‖𝐹𝑘‖

𝑟
+

‖𝐹𝑘‖

𝑟
+

(𝐿+𝑟)2‖𝐹𝑘‖

𝑟2
+ 𝑡

(𝐿+𝑟)‖𝐹𝑘‖

𝑟
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                      ≤
((3 + 𝑡)𝑟2 + 𝐿2 + (3 + 𝑡)𝐿𝑟 + 𝑟)𝜉

𝑟2
≜ 𝑀. 

 ∎. شده است( استفاده 25-4)رابطه از   ینامساو ینآخربرای  ( و 24-4) رابطه  از ی نامساو ینچهارمجاییکه در 

𝐴 با تعریف :  2-3-4تذکر  =
(3+𝑡)𝑟2+𝐿2+(3+𝑡)𝐿𝑟+𝑟

𝑟2
 داریم ( 4-3-4)لم از  

‖𝑑𝑘‖ ≤ 𝐴‖𝐹𝑘‖ 

 گرددی م یرمنجر به رابطه ز  (1-3-4)لم در کنار ینامساو این 

(4-26                             )𝛼𝑘 ≥ 𝑚𝑖𝑛 {1,
𝑐𝛽

(𝐿+𝜎)𝐴2
} ≜ 𝐵 > 0.    

 گاه داریم ( تولید شده است، آن 2-4الگوریتم )توسط   {𝑥𝑘}که دنباله  یدفرض کن: 2-3-4 قضیه

(4-27                                  )                   .  𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

‖𝐹𝑘‖ = 0 

 داریم  شوارتز -یکوش ی( با استفاده از نامساو 1-3-4) قضیهاز   اثبات:

(4-28                                  )                       ‖𝑑𝑘‖ ≥ 𝑐‖𝐹𝑘‖. 

 داشت   خواهیم(  26-4( و )23-4با استفاده از روابط )

𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

‖𝑑𝑘‖ = 0. 

 ∎برقرار است. ( 27- 4که رابطه ) شودمی نتیجهو   کندمی  پیروی( 28-4که از )
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 فصل پنجم 

 ای طیفی برای حل معادلات غیرخطی یکنوا جمله یک روش بدون مشتق مبتنی بر تصویر سه 
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 مقدمه  5-1

های بدون مشتق برای حل  های مبتنی بر تصویر یک دسته مهم از روش همانطور که در فصل قبل گفته شد روش 

د. در این فصل یک روش مبتنی بر  نباشمی ویژه برای مسائل با ابعاد بزرگ  های معادلات غیرخطی یکنوا به دستگاه

گیرد.بررسی طرح و مورد بررسی قرار می کند مجدید که از یک جهت گرادیان مزدوج طیفی استفاده می   تصویر  

طور  . ابتدا در این بخش به های تصویر از سایر اهداف این فصل استخواص همگرایی و مقایسه آن با سایر روش 

 پردازیم.های گرادیان مزدوج طیفی می مختصر به بیان روش 

 طیفی  مزدوج گرادیان  هایروش  5-2

 سال   است.در (𝑆𝐶𝐺) طیفی  مزدوج  گرادیان  هایالگوریتم  مزدوج،  گرادیان  هایالگوریتم   از  مهم  خانواده  یک

  ارائه    39بروین  و 38برازیلیا  ایده  از  استفاده  با 37مارتینز  و 36برگین   توسط  مزدوج  گرادیان  خانواده  این  بار  نخستین  2001

 نمودند معرفی زیر   صورتبه  را جستجو  جهت 𝜃𝑘 مقیاس پارامتر یک کردن اضافه با  هاآن  ،[4]گردید

 (5-1)                                                    𝑑𝑘+1 = −𝜃𝑘𝑔𝑘+1 + 𝛽𝑘𝑠𝑘 , 

𝑑1  جاییکه = −𝜃1𝑔1 مقیاس پارامترهای و  𝜃𝑘 مزدوج پارامتر و  𝛽𝑘 گردندمی محاسبه زیر  صورتبه 

𝜃𝑘 =
𝑠𝑘

𝑇𝑠𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

     ,        𝛽𝑘 =
(𝜃𝑘𝑦𝑘 − 𝑠𝑘)

𝑇𝑔𝑘+1

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

. 

𝑠𝑘  آن  در = 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 و  𝑦𝑘 = 𝑔𝑘+1 − 𝑔𝑘.  گرددمی  ملاحظه  که  همانطور 𝜃𝑘 طول  همان  شده  استفاده 

 . [3]است بروین و برازیلیا گام

𝜃𝑘  اگر =  گردد. می تولید  𝛽𝑘  پارامتر مقدار  به باتوجه استاندارد مزدوج گرادیان هایالگوریتم  آنگاه ، 1

  مختلفی   هاینمونه   هاالگوریتم  این   از  است،   گرفته  قرار  محققان  توجه   مورد  اخیر هایسال   در   طیفی مزدوج  گرادیان

 پارامتر   عنوانبه   بروین  و  برازیلیا  توسط  شده  ائهار   گام  طول  از  بعدی  بخش  الگوریتم  در   اند.گرفته   قرار  بررسی  مورد

 است.  شده استفاده طیفی

   سازی نامقیدبرای حل مسائل بهینه  طیفی  ای جمله جهت گرادیان مزدوج سه  یک 5-3

ارائه   ایجمله با افزودن یک پارامتر طیفی به روش گرادیان مزدوج سه  [18]چوانجینگو تینگ یاپ 2018در سال 

 ارائه کردند صورت زیر را به  𝑑𝑘جهت جستجوی  شده توسط لیو و لی  

 
36 Birgin 
37 Martinez 
38 Barzilain 
39 Borwein 



66 

(2-5)                    {
𝑑0 = −𝑔0                                                    𝑖𝑓 𝑘 = 0,

  𝑑𝑘 = −𝜆𝑘−1𝑔𝑘 + 𝛽𝑘𝑠𝑘−1 + 𝜑𝑘−1�̅�𝑘−1     ∀𝑘 ≥ 1.
   

𝑔𝑘جاییکه   = 𝛻𝑓(𝑥𝑘) ،𝑠𝑘−1 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1   و با انتخاب𝑟 ∈  داریم   (0,1)

 �̅�𝑘−1 = 𝑔𝑘 − 𝑔𝑘−1 + 𝑟𝑠𝑘−1,  

 و داریم 

𝜑𝑘−1 = 𝜆𝑘−1𝜃𝑘−1, 

𝜆𝑘−1 گردد،که در ادامه معرفی می  باشدغیرصفر می  طیفی یک پارامتر 𝛽𝑘  وپارامتر مزدوج   𝜃𝑘 ثابت پارامتر 

 صورت زیر پیشنهاد شدندبه که  است

𝜃𝑘−1 =
𝑔𝑘

𝑇𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

, 

𝛽𝑘 =
1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

(𝜆𝑘−1�̅�𝑘−1 − 𝑠𝑘−1−𝜆𝑘−1𝑠𝑘−1

‖�̅�𝑘−1‖
2

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

)𝑇𝑔𝑘. 

 بازنویسی کرد توان به صورت زیر می را  (2-5) در معادله  𝑑𝑘جهت جستجوی  

𝑑𝑘 = −𝑁𝑘𝑔𝑘 

  شودمی به صورت زیر نوشته 𝑁𝑘   سماتری که در آن

𝑁𝑘 = 𝜆𝑘−1I − 𝜆𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1 + 𝑠𝑘−1�̅�𝑘−1

𝑇

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

+ (1 + 𝜆𝑘−1

‖�̅�𝑘−1‖
2

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

)2
𝑠𝑘−1

𝑇 𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

, 

   تواند در فرم زیر در نظر گرفته شودمی 𝑁𝑘ماتریس   وضوحبه

𝑁𝑘 = 𝜆𝑘−1𝐵𝑘, 

 جاییکه 

𝐵𝑘 = 𝐼 −
𝑠𝑘−1�̅�𝑘−1

𝑇 + �̅�𝑘−1𝑠𝑘−1
𝑇

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

+ (
1

𝜆𝑘−1
+

‖�̅�𝑘−1‖
2

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

)
𝑠𝑘−1𝑠𝑘−1

𝑇

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

, 

 صورت به  نتواکه می 

𝐵𝑘 = 𝐼 −
𝑠𝑘−1�̅�𝑘−1

𝑇

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

+ (
1

𝜆𝑘−1
+

‖�̅�𝑘−1‖
2

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

)
𝑠𝑘−1𝑠𝑘−1

𝑇

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

−
𝑠𝑘−1

𝑇 �̅�𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

, 

 ( و تعریف 17-3با استفاده از رابطه ) نوشت.



67 

𝑝 = −
𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

, , 𝑞 = �̅�𝑘−1 

𝑣 = 𝑠𝑘−1, 𝑢 = −
�̅�𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

+
1

𝜆𝑘−1

𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

+
‖�̅�𝑘−1‖

2𝑠𝑘−1

(𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1)

2
 , 

 توانیم نتیجه بگیریم می

det(𝐵𝑘) = (1 − �̅�𝑘−1
𝑇

𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

)(1 + 𝑠𝑘−1
𝑇 (−

�̅�𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

+
1

𝜆𝑘−1

𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

+
‖�̅�𝑘−1‖

2𝑠𝑘−1

(𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1)

2
)) 

                   −(−
𝑠𝑘−1
𝑇

�̅�𝑘−1
𝑇 𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1)(�̅�𝑘−1
𝑇 (−

�̅�𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

+
1

𝜆𝑘−1

𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

+
‖�̅�𝑘−1‖

2𝑠𝑘−1

(𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1)

2
)). 

 توان ملاحظه کرد ه مقدماتی می ببا یک محاس

det(𝐵𝑘) =
1

𝜆𝑘−1

‖𝑠𝑘−1‖
2

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

. 

 هردو ماتریس نامنفرد هستند. 𝑁𝑘و  بنابراین ماتریس تکراری   𝐵𝑘دهد که ماتریس  ی فوق نشان می رابطه 

ما بعدی   بخش  ساختار   در   شبه   (2-5)با  سکانت  مزدوج  معادله  شرط  و  ثابت  𝐷𝐿 نیوتن  اصلی  تابع  برای  را 

 صورت زیر نمودند یک پیشنهاد به   𝜆𝑘−1برای   تینگ و چوانجینگیپا .نماییممی

𝜆𝑘−1 =
(𝑠𝑘−1

𝑇 �̅�𝑘−1)

(‖𝑠𝑘−1‖
2)

, 

 توان در فرم زیر را می  𝑑𝑘با این پیشنهاد جهت  

(5-3              )𝑑𝑘 = −
𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

‖𝑠𝑘−1‖2 𝑔𝑘 + (
𝑔𝑘

𝑇�̅�𝑘−1

‖𝑠𝑘−1‖2 −
𝑔𝑘

𝑇𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

−
‖�̅�𝑘−1

‖
2
𝑔𝑘𝑠𝑘−1

𝑇

‖𝑠𝑘−1‖2�̅�𝑘−1𝑠𝑘−1
𝑇 ) 𝑠𝑘−1 +

𝑔𝑘
𝑇𝑠𝑘−1

‖𝑠𝑘−1‖2 �̅�𝑘−1 

 یا فرم تکراری 

𝑑𝑘 = −𝑁𝑘𝑔𝑘, 

 شودی زیر مشخص می از رابطه  𝑁𝑘نمایش داد که در آن  

𝑁𝑘 =
𝑠𝑘−1

𝑇 �̅�𝑘−1

‖𝑠𝑘−1‖2
I −

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

‖𝑠𝑘−1‖2

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1 + 𝑠𝑘−1�̅�𝑘−1

𝑇

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

+ (1 +
‖�̅�𝑘−1‖

2

‖𝑠𝑘−1‖2
)2

𝑠𝑘−1
𝑇 𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

. 

طیفی در نظر گرفته   حافظهدون  ب 𝐵𝐺𝐹𝑆را به عنوان یک ماتریس شبه نیوتن از نوع   𝑁𝑘توان  توجه کنید که می

 توان ملاحظه کرد شود. زیرا بسادگی می 
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𝑁𝑘�̅�𝑘−1 = (
𝑠𝑘−1

𝑇 �̅�𝑘−1

‖𝑠𝑘−1‖2
I −

𝑠𝑘−1�̅�𝑘−1
𝑇

‖𝑠𝑘−1‖2
+

𝑠𝑘−1𝑠𝑘−1
𝑇

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

+
𝑠𝑘−1

𝑇 𝑠𝑘−1‖�̅�𝑘−1‖
2

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1‖𝑠𝑘−1‖2

) �̅�𝑘−1 −
𝑠𝑘−1

𝑇 �̅�𝑘−1

‖𝑠𝑘−1‖2
�̅�𝑘−1 

                = 𝑠𝑘−1. 

 حافظه طیفی قرار داد. دون  های شبه نیوتن ب توان در رده روش بنابراین جهت فوق را می  

 توان نتیجه بگیریممی (3-5)از طرف دیگر با استفاده از رابطه  

𝑑𝑘�̅�𝑘−1 = −
𝑠𝑘−1

𝑇 �̅�𝑘−1

‖𝑠𝑘−1‖2
𝑔𝑘

𝑇�̅�𝑘−1 + (
𝑔𝑘

𝑇�̅�𝑘−1

‖𝑠𝑘−1‖2
−

𝑔𝑘
𝑇𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

−
‖�̅�𝑘−1‖

2𝑔𝑘𝑠𝑘−1
𝑇

‖𝑠𝑘−1‖2𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1

) 𝑠𝑘−1
𝑇 �̅�𝑘−1 

                        +
𝑔𝑘

𝑇𝑠𝑘−1

‖𝑠𝑘−1‖2
�̅�𝑘−1

𝑇 �̅�𝑘−1 = −𝑔𝑘
𝑇𝑠𝑘−1. 

𝜉با استفاده از    𝐷𝐿است که جهت فوق در شرط مزدوج  نشانگر این  = توان  سادگی می به   .کندنیز صدق می  1

 کند. نشان داد که جهت فوق در شرایط کاهش کافی مستقل از جستجوی خطی صدق می 

تعریف یک جهت  در بخش بعدی با استفاده از این ایده و  طبق نتایج بالا جهت ارائه شده خواص مطلوبی دارد که  

برای حل سیستم معادلات غیرخطی یکنوا تعمیم داده  های مبتنی بر تصویر  مناسب یک الگوریتم موثر از نوع روش 

 شود. می

  طیفی ای  جمله یک جهت گرادیان مزدوج سه   ز الگوریتم مبتنی بر تصویر استفاده کننده ا  5-4

 برای حل معادلات غیرخطی یکنوا 

که در شرط   𝑑𝑘های مبتنی بر تصویر، استفاده از جهات  با توجه به ساختار الگوریتم   همانطور که قبلا اشاره شد  

های مبتنی بر  تواند بررسی خواص همگرایی الگوریتم کاهش کافی صدق نمایند یکی از معیارهایی است که می 

نماید.  تصویر تسهیل  طر  را  می از  سه فی  مزدوج  گرادیان  جهات  از  برخی  مسائل  جمله دانیم  حل  برای  که  ای 

ارائه شده دارای خاصیت کاهش کافی میبهینه نامقید  قبل یک در  باشند،  سازی  جهت گرادیان مزدوج    بخش 

خواص جهت ارائه  با توجه به   [18]چوانجینگ  و  تینگ  اپ  .با خواص مناسب را مشاهده کردیم  طیفی  ایجمله سه

 نمودندصورت زیر تعریف به𝑑𝑘  شده توسط برازیلیا و بروین جهت  

 (4-5               )                    𝑑𝑘 = −𝜆𝑘−1𝐹𝑘 + 𝛽𝑘𝑠𝑘−1 + 𝜑𝑘−1𝜔𝑘−1,  

 داریم  که در آن

𝜑𝑘−1 = 𝜆𝑘−1𝜃𝑘−1,   𝑠𝑘−1 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1,  
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    𝜔𝑘−1 = 𝐹𝑘 − 𝐹𝑘−1 + 𝑟𝑠𝑘−1, 

𝑟جاییکه   ∈  گردند صورت زیر معرفی می به  𝛽𝑘و  𝜃𝑘−1  ، 𝜆𝑘−1پارامترهای   (0,1)

𝜃𝑘−1 = 𝑡
𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

, 

  𝜆𝑘−1 =
(𝜔𝑘−1𝑠𝑘−1

𝑇 )

(‖𝑠𝑘−1‖
2)

, 

𝛽𝑘 = 𝜆𝑘−1

𝜔𝑘−1
𝑇 𝐹𝑘

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

− (1+𝜆𝑘−1

‖𝜔𝑘−1‖
2

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

)𝑇
𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

. 

𝑡  که در آن ∈  گردد. تعریف می  ،یک اسکالر دلخواه است (0,1]

 ( برقرار است.1-3-4کنیم که فرضیات )های زیر فرض می ها و قضیهمشابه فصل قبل در لم 

 آنگاه داریم ( تولید شده است، خواهیم 1-5توسط الگوریتم )  {𝑥𝑘}فرض کنید که  دنباله ی   :1-4-5لم 

∀𝑘 ≥ 1,    𝑟‖𝑠𝑘−1‖
2 ≤ 𝑠𝑘−1

𝑇 𝜔𝑘−1 ≤ (𝐿 + 𝑟)‖𝑠𝑘−1‖
2. 

𝑠𝑘−1به دلیل اینکه  اثبات: = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1  و𝜔𝑘−1 = 𝐹𝑘 − 𝐹𝑘−1 + 𝑟𝑠𝑘−1  خواهیم داشت ، 

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1 = (𝐹𝑘 − 𝐹𝑘−1)

𝑇(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1) + 𝑟‖𝑠𝑘−1‖
2 

 ، داریم   𝐹با توجه به یکنوایی  

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1 ≥ 𝑟‖𝑠𝑘−1‖

2 > 0, 

 خواهیم داشت (𝐻2)همچنین با فرض  

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1 = (𝐹𝑘 − 𝐹𝑘−1)

𝑇(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1) + 𝑟‖𝑠𝑘−1‖
2 

≤ 𝐿‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖
2 + 𝑟‖𝑠𝑘−1‖

2 

                                             = (𝐿 + 𝑟)‖𝑠𝑘−1‖
2. 

 ∎بنابراین اثبات کامل است. 

نشان می  زیر  رابطه )قضیه  تولید شده توسط  با  4-5دهد که جهت   )𝑐1 = (1 − (1 + 𝑡)2 4⁄ )𝑟   برای هر

𝑡 ∈  کند. در شرط کاهش کافی صدق می  𝑟𝜖(0,1)و    (0,1]

 گاه داریم ( تولید شده است، آن 4-5توسط رابطه )  𝑑𝑘جهت جستجوی  فرض کنید : 1-4-5قضیه 

(5-5                                                       )𝐹𝑘
𝑇𝑑𝑘 ≤ −𝑐1‖𝐹𝑘‖

2 
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 ( برقرار است.  5-5دهیم رابطه )می  نبه استقرا نشا اثبات:

𝑘توجه کنید برای   =  ( داریم 4-5ی )رابطه از   0

𝐹0
𝑇𝑑0 = −‖𝐹0‖

2, 

 کند. می  ایجاب( را  5-5که شرط )

𝑘برای   ≥ 𝐹𝑘، با استفاده از ضرب بردار  1
𝑇  (4-5در رابطه)   

 𝐹𝑘
𝑇𝑑𝑘 = 𝐹𝑘

𝑇(−𝜆𝑘−1𝐹𝑘 + 𝛽𝑘𝑠𝑘−1 + 𝜑𝑘−1𝜔𝑘−1)   

             = −𝜆𝑘−1‖𝐹𝑘‖
2 + (1 + 𝑡)𝜆𝑘−1

  𝐹𝑘
𝑇𝜔𝑘−1  𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1

  𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

   

                  −𝜆𝑘−1

‖𝜔𝑘−1‖
2(  𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1)
2

(  𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1)

2
−

(  𝐹𝑘
𝑇𝑠𝑘−1)

2

  𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

 

              = −𝜆𝑘−1 (
(  𝑠𝑘−1

𝑇 𝜔𝑘−1)
2‖𝐹𝑘‖

2 − (1 + 𝑡)  𝐹𝑘
𝑇𝜔𝑘−1  𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1  𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

(  𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1)

2
) 

                   −𝜆𝑘−1

‖𝜔𝑘−1‖
2(  𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1)
2

(  𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1)

2
−

(  𝐹𝑘
𝑇𝑠𝑘−1)

2

  𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

 

2𝑎𝑇𝑏اکنون با استفاده از نامساوی  ≤ ‖𝑎‖2 + ‖𝑏‖2  و تعریف 

𝑎 =
1 + 𝑡

√2
(  𝑠𝑘−1

𝑇 𝜔𝑘−1)𝐹𝑘 , 𝑏 = √2(  𝐹𝑘
𝑇𝑠𝑘−1)𝜔𝑘−1 

 توان نتیجه گرفتاز روابط بالا می 

(  𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1)

2‖𝐹𝑘‖
2 − (1 + 𝑡)  𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1  𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1  𝐹𝑘

𝑇𝜔𝑘−1+‖𝜔𝑘−1‖
2(  𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1)
2 ≥ 𝑐‖𝐹𝑘‖

2 

 بنابراین خواهیم داشت 

            𝐹𝑘
𝑇𝑑𝑘 ≤ −𝜆𝑘−1 (1 −

(1 + 𝑡)2

4
)‖𝐹𝑘‖

2 −
(  𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1)
2

  𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

 

≤ −𝜆𝑘−1 (1 −
(1 + 𝑡)2

4
)‖𝐹𝑘‖

2, 

𝜆𝑘−1داریم  ( 1-4-5طبق لم )که  ≥
(𝑟‖𝑠𝑘−1‖2)

(‖𝑠𝑘−1‖2)
= 𝑟 >  . بنابراین خواهیم داشت   0

−𝜆𝑘−1 (1 −
(1 + 𝑡)2

4
)‖𝐹𝑘‖

2 ≤ −(1 −
(1 + 𝑡)2

4
) 𝑟‖𝐹𝑘‖

2. 
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 ∎اثبات کامل گردید. 

 ( داریم 4-5تعریف شده توسط ) 𝑑𝑘( واضح است که برای  1-4-5از قضیه )

𝐹𝑘
𝑇𝑑𝑘 < 0, 

باشد، در نتیجه با استفاده از جهت  های مبتنی بر تصویر قابل استفاده می شود که این جهت در فرآیند روش نتیجه می

𝑑𝑘 ( کنار یک فرآیند جستجوی خطی برای یافتن  4-5تعریف شده در )𝛼𝑘  طوریکه در شرط به 

𝐹(𝑧𝑘)
𝑇(𝑥𝑘 − 𝑧𝑘) > 0 

باشد دهید    ،صادق  𝛼𝑘قرار  = 𝜌𝑚   اینجا در   ،𝜌 ∈ و   (0,1) است  ثابت  صحیح  𝑚یک  عدد  کوچکترین 

 طوریکه در نامنفی می باشد به 

(6-5                          )−𝐹(𝑧𝑘)
𝑇𝑑𝑘 ≥ 𝜎𝛼𝑘‖𝑑𝑘‖

2,   0 < 𝜎 < 1 

 صدق کند. سپس داریم 

                                           𝐹(𝑧𝑘)
𝑇(𝑥𝑘 − 𝑧𝑘) ≥ 𝜎𝛼𝑘

2‖𝑑𝑘‖
2 > 0. 

𝐹(�̅�)بطوریکه   �̅�، برای هر  𝐹یکنوایی    خاصیتاز طرفی با استفاده از  =  باشد ، می توان نتیجه گرفت که   0

𝐹(𝑧𝑘)
𝑇(�̅� − 𝑧𝑘) ≤ 0, 

 این بدین معنی است که ابر صفحه زیر  

𝐻𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛|𝐹(𝑧𝑘)
𝑇(𝑥 − 𝑧𝑘) = 0} 

 𝑥𝑘+1کند. پس از ایجاد ابرصفحه، نقطه تکرار بعدی   را از مجموعه جوابهای مسئله جدا می  𝑥𝑘تکرار کنونی  

 آیددست می توسط رابطه زیر به  𝑥𝑘+1در آن محاسبه گردد، یعنی   𝑥𝑘تواند با تصویر سازی  می

(5-7   )                                    𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝐹(𝑧𝑘)𝑇(𝑥𝑘−𝑧𝑘)

‖𝐹(𝑧𝑘)‖2
𝐹(𝑧𝑘). 

 مبتنی بر تصویر جدید زیر را برای حل مسائل غیرخطی یکنوا ارائه نمود.با توجه به مطالب گفته شده، الگوریتم 

 1-5الگوریتم 

𝑥0: نقطه شروع  ورودی ∈ 𝑅𝑛  و پارامترهای𝜖 > 0 𝜎 ∈ 𝑡  و (0,1) ∈ [0,1), 𝑟 ∈ (0,1), 𝜌 ∈ (0,1) . 

𝑘: قرار ده  ( 0گام )  = 0 . 

‖𝐹𝑘‖اگر    (:1گام )  ≤ 𝜖 ( برو. 2به گام ) توقف کن. در غیر این صورت 

 را از رابطه زیر محاسبه کن  𝑑𝑘جهت جستجوی   (:2گام ) 

(5-8                 )𝑑𝑘 = {
−𝐹𝑘 ,                                                         𝑖𝑓 𝑘 = 0

−𝜆𝑘−1𝐹𝑘 + 𝛽𝑘𝑠𝑘−1 + 𝜑𝑘−1𝜔𝑘−1                  𝑘 ≥ 1  
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 که در آن 

𝑠𝑘−1 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1, 𝜔𝑘−1 = 𝐹𝑘 − 𝐹𝑘−1 + 𝑟𝑠𝑘−1, 
𝜑𝑘−1 = 𝜆𝑘−1𝜃𝑘−1, 

𝑡𝑘−1 = 𝑡
𝐹𝑘

𝑇𝑠𝑘−1

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

,                 𝜆𝑘−1 =
(𝜔𝑘−1𝑠𝑘−1

𝑇 )

(‖𝑠𝑘−1‖
2)

, 

 و 

𝛽𝑘 = 𝜆𝑘−1

𝜔𝑘−1
𝑇 𝐹𝑘

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

− (1+𝜆𝑘−1

‖𝜔𝑘−1‖
2

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

)𝑇
𝑠𝑘−1

𝑇 𝐹𝑘

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

. 

 (: 3)  گام

مقدار الف(   خطی  جستجوی  فرآیند  یک  𝛼𝑘  از  = 𝜌𝑚  که  بگونه بیابید  صحیح   𝑚ای  عدد  کوچکترین 

 ( است.6-5نامنفی صادق در معادله )

 قرارده  ب( 

𝑧𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘 . 
𝑧𝑘اگر   (:4گام )  ∈ 𝛺∗   پس ،𝑥𝑘+1 = 𝑧𝑘    .حل را متوقف کن ، 

 ( محاسبه کن.7-5توسط معادله ) 𝑥𝑘+1در غیر اینصورت تکرار بعدی 

𝑘قرار دهید   (:5گام )  = 𝑘 +  ( برو. 1، به گام ) 1

 دهیم. مورد بررسی قرار می را ( 1-5در بخش بعدی خواص همگرایی الگوریتم )

 سراسری  همگرایی   5-4-1

مفید قضیه  چند لم در این بخش پس از ارائه  .باشدمی (1-5) یتمالگور  یسراسر  ییاثبات همگرا  بخش  ینهدف ا

 .دهیمارائه می را    سراسری همگرایی  اساسی،

 شوارتز، خواهیم داشت-( با نامساوی کشی1-4-5: با در نظر گرفتن قضیه ) 1-4-5تذکر 

‖𝐹𝑘‖‖𝑑𝑘‖ ≥ |𝐹𝑘
𝑇𝑑𝑘| ≥ 𝑐1‖𝐹𝑘‖

2, 

 که نشان می دهد  

(5-9                                                 )‖𝑑𝑘‖ ≥ 𝑐1‖𝐹𝑘‖. 

فرآیند جستجوی خطی  دهد که  علاوه برآن نشان می   کند.معرفی می  𝛼𝑘لم زیر یک کران پایین برای طول گام  

 خوش تعریف است. 

 گاه داریم اند. آن ( تولید شده1-5توسط الگوریتم ) {𝑧𝑘}و   {𝑥𝑘}فرض کنید دنباله های   :2-4-5لم 

(5-10                                   )𝛼𝑘 ≥ 𝑚𝑖𝑛 {𝜌,
𝑐1𝜌‖𝐹𝑘‖2

(𝐿+𝜎)‖𝑑𝑘‖2
} 
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می   اثبات: خطی،  جستجوی  فرآیند  اگر از  که  𝛼𝑘دانیم  ≠ 𝜌   آنگاه  ، 𝛼𝑘𝜌باشد 
شرایط نمی 1− در  تواند 

 جستجوی خطی صدق نماید. بنابراین خواهیم داشت 

                                             −𝐹(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝜌
−1𝑑𝑘)

𝑇𝑑𝑘 < 𝜎𝛼𝑘𝜌
−1‖𝑑𝑘‖

2, 

𝐹(𝑥𝑘( و اضافه و کم کردن جمله  1-4-5از قضیه ) + 𝛼𝑘𝜌
−1𝑑𝑘)

𝑇𝑑𝑘 شیتز و فرض و بکار بردن شرط لیپ

(𝐻2) گیریمنتیجه می 

           ‖𝐹𝑘‖
2 ≤ −𝐹(𝑥𝑘)

𝑇𝑑𝑘   
= (𝐹(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝜌

−1𝑑𝑘)
𝑇𝑑𝑘 − 𝐹(𝑥𝑘)

𝑇𝑑𝑘) − 𝐹(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝜌
−1𝑑𝑘)

𝑇𝑑𝑘

≤ 𝐿𝜌−1𝛼𝑘‖𝑑𝑘‖
2 + 𝜎𝜌−1𝛼𝑘‖𝑑𝑘‖

2 

 ی فوق این است که  یک نتیجه برای رابطه 

𝛼𝑘 ≥
𝑐1𝜌‖𝐹𝑘‖

2

(𝐿 + 𝜎)‖𝑑𝑘‖
2
, 

 ∎بنابراین اثبات کامل است. 

های مبتنی بر تصویر است و مستقل  باشد که در واقع خاصیت مشترک تمام الگوریتم ( می 3-3-4لم زیر تکرار لم )

ها از  تولیدی توسط این الگوریتم متوالی  های  دهد که فاصله تقریباز نحوه تولید ابرصفحه جدا کننده، نشان می 

 مجموعه جواب دستگاه معادلات خطی کاهشی است. 

 گاه خواهیم داشت اند، آن ( تولید شده1-5توسط الگوریتم ) {𝑧𝑘}و  {𝑥𝑘}فرض کنید دنباله های   :3-4-5لم 

(5-11      )‖𝑥𝑘+1 − 𝑥∗‖2 ≤ ‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖2 − ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖
2,   ∀𝑥∗ ∈ 𝛺∗ 

 کراندار است و حاصل می شود {𝑥𝑘}علاوه بر این ، دنباله  

(5-12                          )                         𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ = 0. 

 داریم ( 3- 4-5)از لم  :2-4-5تذکر 

(5-13)                                                       𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝛼𝑘‖𝑑𝑘‖ = 0,    

 نتیجه گرفت، بسادگی می توان 𝐹  تابع پیوستگی توجه بهدر واقع با

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ =
|𝐹(𝑧𝑘)

𝑇(𝑥𝑘 − 𝑧𝑘)|

‖𝐹(𝑧𝑘)‖
2

‖𝐹(𝑧𝑘)‖ =
|𝛼𝑘𝐹(𝑧𝑘)

𝑇𝑑𝑘|

‖𝐹(𝑧𝑘)‖
≥ 𝑐𝛼𝑘

2‖𝑑𝑘‖
2, 

𝑐  و  جاییکه = 𝜎 ∕ 𝑀 𝑀 = 𝑠𝑢𝑝𝑘≥1‖𝐹(𝑧𝑘)‖ . 

 شت اند. بنابراین خواهیم دا( تولید شده1-5توسط الگوریتم ) {𝑧𝑘}و  {𝑥𝑘}فرض کنید دنباله های   :4-4-5لم 
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(5-14                             )                                ‖𝑑𝑘‖ ≤ 𝐴‖𝐹𝑘‖, 

 از سوی دیگر  

(5-15                           )              𝛼𝑘 ≥ 𝑚𝑖𝑛 {𝜌,
𝑐1𝜌

(𝐿+𝜎)𝐴2
} ≜ 𝐵, 

𝐴در اینجا  = (2 + 𝑡)(𝐿 + 𝑟) + (𝐿 + 𝑟)2 𝑟⁄ + 1 𝑟⁄. 

 شوارتز ، داریم -( و نامساوی کشی7-5) رابطهاز   اثبات:

(5-16                                                                            )‖𝑠𝑘−1‖ = ‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖     

          ≤
‖𝐹(𝑧𝑘−1)‖‖𝑥𝑘−1 − 𝑧𝑘−1‖

‖𝐹(𝑧𝑘−1)‖
2

‖𝐹(𝑧𝑘−1)‖ 

= ‖𝑥𝑘−1 − 𝑧𝑘−1‖ = 𝛼𝑘−1‖𝑑𝑘−1‖. 

 ( داریم 1-4-5( و لم )16-5) رابطهاز  

(5-17                        )‖𝜔𝑘−1‖ ≤ (𝐿 + 𝑟)‖𝑠𝑘−1‖ ≤ (𝐿 + 𝑟)𝛼𝑘−1‖𝑑𝑘−1‖, 

 ( ، خواهیم داشت 17-5( و )4-5) روابط بنابراین از  

(5-18            )                                ‖𝑑𝑘‖ ≤
‖𝑠𝑘−1‖‖𝜔𝑘−1‖

‖𝑠𝑘−1‖2
‖𝐹𝑘‖ +

‖𝜔𝑘−1‖‖𝑠𝑘−1‖

‖𝑠𝑘−1‖2
‖𝐹𝑘‖           

                        +
‖𝑠𝑘−1‖

2

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

‖𝐹𝑘‖ +
‖𝜔𝑘−1‖

2

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

‖𝐹𝑘‖ + 𝑡
‖𝜔𝑘−1‖

‖𝑠𝑘−1‖
‖𝐹𝑘‖ 

                    = (2 + 𝑡)
‖𝜔𝑘−1‖

‖𝑠𝑘−1‖
‖𝐹𝑘‖ + (

‖𝑠𝑘−1‖
2 + ‖𝜔𝑘−1‖

2

𝑠𝑘−1
𝑇 𝜔𝑘−1

)‖𝐹𝑘‖ 

                    ≤ (2 + 𝑡)
(𝐿 + 𝑟)‖𝑠𝑘−1‖

‖𝑠𝑘−1‖
‖𝐹𝑘‖ 

                        +(
‖𝑠𝑘−1‖

2 + (𝐿 + 𝑟)2‖𝑠𝑘−1‖
2

𝑟‖𝑠𝑘−1‖
2

)‖𝐹𝑘‖ 

                    = ((2 + 𝑡)(𝐿 + 𝑟) + (
1

𝑟
+

(𝐿 + 𝑟)2

𝑟
))‖𝐹𝑘‖ 

 ( داریم 2-4-5( و لم )18-5) رابطهاز  

𝛼𝑘 ≥ 𝑚𝑖𝑛 {𝜌,
𝑐1𝜌

(𝐿 + 𝜎)𝐴2
} ≜ 𝐵, 



75 

𝐴در اینجا  = (2 + 𝑡)(𝐿 + 𝑟) +
1

𝑟
+

(𝐿+𝑟)2

𝑟
 ∎اثبات کامل می گردد.  

 باشد.کراندار می  𝑑𝑘( ، دنباله 4-4-5های لم )بنابر فرضیه  :3-4-5تذکر 

و   (𝐻1)فرض    اثبات:  گیریم  می  نظر  در  از   ∗𝑥را  جواب  یک  عنوان  به  می  𝐹را  یعنیقرار             دهیم، 

𝐹(𝑥∗) =  داریم  (𝐻2). با در نظرگرفتن فرض  0

‖𝐹𝑘‖ = ‖𝐹(𝑥𝑘)‖ = ‖𝐹(𝑥𝑘) − 𝐹(𝑥∗)‖ ≤ 𝐿‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖ ≤ 𝐿‖𝑥𝑘‖ + 𝐿‖𝑥∗‖, 

 ، کران دار می باشد.{𝑥𝑘}به دلیل کراندار بودن   {‖𝐹𝑘‖}که نشان می دهد دنباله ی  

 ∎کراندار است. {𝑑𝑘}کنیم که دنباله ( نیز مشاهده می 4-4-5لم ) رابطهاز  

 ( تولید شده است بنابراین خواهیم داشت 1-5توسط الگوریتم ) {𝑥𝑘}فرض کنید دنباله  :2-4-5قضیه 

𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

‖𝐹𝑘‖ = 0. 

𝜖فرض خلف: فرض کنید یک ثابت  اثبات:  >  طوریکه  وجود دارد ، به  0

 
∀𝑘 ≥ 0, ‖𝐹𝑘‖ ≥ 𝜖,   

 (، داریم 9-5) رابطهبا ترکیب 

∀𝑘 ≥ 0,          ‖𝑑𝑘‖ ≥ 𝑐1‖𝐹𝑘‖ ≥ 𝑐1𝜖, 

 (، خواهیم داشت13-5) رابطهاز  

𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝛼𝑘 = 0, 

 ( در تناقض است ، بنابراین فرض خلف باطل و داریم 4-4-5) لمکه با 

𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

‖𝐹𝑘‖ = 0. 

 ∎گردد. اثبات تکمیل می 
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 مقدمه  6-1

ا  معادلات    یهادستگاه م در حل  پنج   چهارم و  فصل  پیشنهادی  یتم الگور  یعدد  ییکارا  تحلیلفصل    ینهدف 

 .  باشدی م  یرخطیغ

  یک   یرو    𝑀𝐴𝑇𝐿𝐴𝐵 2020  یافزار نرم  یطموردنظر در مح   هاییتم الگور   سازیپیاده   یبرا  یوتریبرنامه کامپ

𝐼𝑛𝑡𝑒𝑙(𝑅) 𝐶𝑜𝑟𝑒(𝑇𝑀)𝑖7با    𝑃𝐶پردازشگر   − 4702𝑀𝑄 𝐶𝑃𝑈 @ 2.20 𝐺𝐻𝑧   گرد   یده اجرا 

 است.

از مسائل آزمون  شده    فصل چهارم روی پنج مسئله شناختهمطرح شده در  الگوریتم فصل پنجم را در کنار الگوریتم  

ادامه م . مسائل  دهیممی آزمون قرار  مورد  مطرح شده    [14,18]  منابعکه در   برای    .گردند  طرح میآزمون در 

متناظر   دهیم، جاییکه نقاط اولیه  شکل زیر مورد سنجش قرار می اولیه متفاوت به  اطمقایسه بهتر، هر الگوریتم را با نق

 بصورت زیر در نظر گرفته شده است.    [14] منبع با 

                    𝑥1 = (1,−1,1,−1,… )𝑇                                     𝑥2 = (1,1,1,1,… )𝑇 

                    𝑥3 = (10,−10,10,−10,… )𝑇                         𝑥4 = (10,10,10,10,… )𝑇 

                    𝑥5 = (
1

𝑛
,
2

𝑛
,
3

𝑛
,
4

𝑛
, … )

𝑇
                                 𝑥6 = (0.1,0.1,0.1,0.1, … )𝑇              

 برقراری شرط در فرآیند حل مسئله شرط توقف تکرارها 

‖𝐹𝑘‖ ≤ 10−4, 

را خاتمه داده و    یندفرآ  ،داشته باشیمتکرار    10000از    یش بنیاز به  مسئله،    یکحل    فرآینداگر در    ضمناد.  باشمی

   .نشان داده شده است Fail  عبارت  ، که چنین حالتی در جداول زیر باگذاریمفرض را بر شکست الگوریتم می

با    5-1در جداول   را  با  kتعداد تکرارها  را  تابع هدف  فراخوانی  تعداد   ،NF    با را  نمایش    CPUو زمان اجرا 

 دهیم.می

 عددی  نتایج  بررسی  6-2

ارائه شده در    یتمرا با الگور  یفیط  یاجمله مزدوج سه  یانگراد  یرتصو  مبتنی بر  بدون مشتق  یتمبخش، الگور  ینادر  

( چهارم  مقا  (TTDFPفصل  بیان  .  دهیممی قرار    یسهمورد  آزمون  مسئله  ابتدا  نتایج عددی  بیان  برای  ادامه  در 

 کنیم. گردد و سپس نتایج حاصل از اجرای دو الگوریتم روی مسئله را گزارش می می

 است یرصورت ز به  الگوریتماستفاده شده در   ی پارامترها مقادیر

𝜖 = 10−4, 𝜌 =
2

5
, 𝜎 = 10−4, 𝑟 = 0.01, 𝑡 = 0.5. 
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 زیر هستند  صورتی مسائل به همه 

𝐹(𝑥) = 0     𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 

:𝐹که در آن   𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 ،گردد. های آن معرفی می که در ابتدای هر مسئله قبل از ارائه نتایج عددی مولفه 

 .  [18]گردندصورت زیر تعریف می های بردار  به در این مسئله مولفه . 1مسئله 

𝑓𝑖(𝑥) = 𝑒𝑥𝑝𝑥𝑖 − 1 ,       𝑖 = 1,2,3,… , 𝑛. 

 . گرددمی مشاهده  یر در جدول ز  یکمسئله  یرو  الگوریتمدو   یحاصل از اجرا   یعدد نتایج 

نتایج محاسباتی هر دو الگوریتم برای مسئله یک. .1جدول   

Initial points              Dim                                                                  k/CPU /NF  

                                                                      )TTDFP ( ) 2-4الگوریتم )                           (5-1) تم  یالگور   

𝑥1                              2000                                  18/0.067/73                                    18/0.060/90 

                                  5000                                  18/0.084/73                                    18/0.090/90 

                                  20/000                               19/0.133/77                                    19/0.138/95  

                                  30/000                               19/0.151/77                                    19/0.163/95 

𝑥2                              2000                                  16/0.114/65                                    15/0.100/75     

                                  5000                                  17/0.161/69                                    16/0.160/80 

                                  20/000                               17/0.191/69                                    16/0.182/80 

                                  30/000                               18/0.216/73                                    17/0.196/85 

𝑥3                              2000                                  25/0.076/109                                  31/0.076/178 

                                  5000                                  25/0.102/109                                  31/0.121/178 

                                  20/000                               26/0.173/113                                  32/0.208/183  

                                  30/000                               26/0.214/113                                  32/0.261/183  

𝑥4                              2000                                  19/0.103/87                                    18/0.108/114 

                                  5000                                  20/0.136/91                                    18/0.130/114 

                                  20/000                               20/0.241/91                                    19/0.219/119 

                                  30/000                               21/0.221/95                                    19/0.230/119 

𝑥5                              2000                                  16/0.102/65                                    15/0.097/75 

                                  5000                                  16/0.111/65                                    16/0.100/80 

                                  20/000                               17/0.146/69                                    17/0.144/85 

                                  30/000                               17/0.177/69                                    17/0.176/85 
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𝑥6                              2000                                  14/0.084/57                                    14/0.084/70 

                                  5000                                  14/0.105/57                                    14/0.098/70 

                                  20/000                               15/0.142/61                                    15/0.196/75 

                                  30/000                               15/0.166/61                                    15/0.173/75 

  

                        . [18]گردندصورت زیر تعریف می های بردار  به در این مسئله مولفه . 2مسئله 

𝑓𝑖(𝑥) = 2𝑥𝑖 − 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑖 ,         𝑖 = 1,2,3,… , 𝑛. 

 . گرددروی مسئله دو در جدول زیر مشاهده می  نتایج عددی حاصل از اجرای دو الگوریتم

نتایج محاسباتی هر دو الگوریتم برای مسئله دو. .2جدول   

Initial points              Dim                                                                    k/CPU /NF  

                                                                      )TTDFP ( ) 2-4الگوریتم )                           (5-1)  الگوریتم   

𝑥1                              2000                                  16/0.083/65                                  16/0.064/80 

                                  5000                                  17/0.078/69                                  17/0.081/85 

                                  20/000                               18/0.121/73                                  17/0.0129/85 

                                  30/000                               18/0.128/73                                  18/0.135/90 

𝑥2                              2000                                  16/0.088/65                                  16/0.103/80 

                                  5000                                  17/0.110/69                                  17/0.115/85 

                                  20/000                               18/0.164/73                                  17/0.152/85 

                                  30/000                               18/0.161/73                                  18/0.197/90 

𝑥3                              2000                                  18/0.065/73                                  16/0.062/80 

                                  5000                                  19/0.090/77                                  16/0.096/80 

                                  20/000                               19/0.123/77                                  17/0.108/85   

                                  30/000                               20/0.154/81                                  17/0.131/85 

𝑥4                              2000                                  18/0.100/73                                  16/0.094/80 

                                  5000                                  19/0.116/77                                  16/0.110/80 

                                  20/000                               19/0.164/77                                  17/0.155/85 

                                  30/000                               20/0.182/81                                  17/0.163/85 

𝑥5                              2000                                  16/0.095/65                                  16/0.069/80 

                                  5000                                  16/0.102/65                                  16/0.108/80  
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                                  20/000                               17/0.128/69                                  17/0.111/85       

                                  30/000                               17/0.145/69                                  17/0.148/85                 

𝑥6                              2000                                  14/0.087/57                                  14/0.080/70 

                                  5000                                  14/0.107/57                                  14/0.104/70 

                                  20/000                               15/0.139/61                                  15/0.141/75 

                                  30/000                               15/0.143/61                                  15/0.166/75 

 

                             . [18]گردندزیر تعریف می  صورت های بردار  به در این مسئله مولفه . 3مسئله 

{

𝑓1(𝑥) = 2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑒𝑥𝑝𝑥1 − 1,                                                           

𝑓𝑖(𝑥) = −𝑥𝑖−1 + 2𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1 + 𝑒𝑥𝑝𝑥𝑖 − 1,      𝑖 = 2,3,… , 𝑛 − 1,

𝑓𝑛(𝑥) = 2𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 + 𝑒𝑥𝑝𝑥𝑛 − 1.                                                     

 

 .گرددنتایج عددی حاصل از اجرای دو الگوریتم روی مسئله سه در جدول زیر مشاهده می 

نتایج محاسباتی هر دو الگوریتم برای مسئله سه. .3جدول    

Initial points              Dim                                                                    k/CPU/NF 

                                                                      )TTDFP ( ) 2-4الگوریتم )                           (5-1) تم  یالگور   

𝑥1                              2000                                  38/0.239/174                               28/0.0255/199 

                                  5000                                  36/0.503/169                               28/0.528/194 

                                  20/000                               40/2.088/184                               35/2.067/238 

                                  30/000                               40/2.824/182                               32/2.764/217 

𝑥2                              2000                                  35/0.259/161                               37/0.317/239 

                                  5000                                  48/0.689/222                               42/0.753/276 

                                  20/000                               48/2.476/225                               52/2.940/339 

                                  30/000                               45/3.576/221                               50/4.729/335 

𝑥3                              2000                                  53/0.451/387                               44/0.410/394 

                                  5000                                  60/1.484/561                              51/1.230/461 

                                  20/000                               82/11.988/1173                          73/11.363/1252 

                                  30/000                               42/6.098/403                              62/11.943/918  

𝑥4                              2000                                  49/0.386/286                              55/0.510/397 

                                  5000                                  51/0.925/307                             55/1.373/489 

                                  20/000                               54/3.649/353                             69/6.295/704 
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                                  30/000                               62/6.701/445                             52/5.824/453 

𝑥5                              2000                                  40/0.273/183                             35/0.294/226   

                                  5000                                  45/0.650/208                             44/0.777/291 

                                  20/000                               42/2.115/198                             40/2.540/271 

                                  30/000                               46/3.261/217                             43/4.063/304 

𝑥6                              2000                                  32/0.321/145                             28/0.256/174 

                                  5000                                  32/0.600/147                             30/0.531/190 

                                  20/000                               32/1.565/144                             34/1.934/215 

                                  30/000                               29/2.062/131                             35/2.870/223 

 

 . [18]گردندصورت زیر تعریف می های بردار  به در این مسئله مولفه .  4مسئله 

                                         𝑓𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖 − 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑖 ,        𝑖 = 1,2,3,… , 𝑛. 

 . گرددنتایج عددی حاصل از اجرای دو الگوریتم روی مسئله چهار در جدول زیر مشاهده می 

نتایج محاسباتی هر دو الگوریتم برای مسئله چهار. .4جدول   

Initial points              Dim                                                               k/CPU /NF  

                                                                    )TTDFP ( ) 2-4الگوریتم )                         (5-1)  الگوریتم   

𝑥1                              2000                                 64/0.095/193                             65/0.097/260     

                                  5000                                 83/0.148/250                             84/0.208/336     

                                  20/000                             125/0.397/376                           126/0.337/504      

                                  30/000                             142/0.465/427                           143/0.512/572   

𝑥2                              2000                                64/0.108/193                              65/0.141/260 

                                  5000                                83/0.188/250                              84/0.173/336 

                                  20/000                            125/0.375/376                            126/0.442/504 

                                  30/000                            142/0.508/427                            143/0.538/572 

𝑥3                              2000                                65/0.086/198                              65/0.081/262     

                                  5000                                85/0.164/250                              84/0.144/338     

                                  20/000                            127/0.240/384                            127/0.347/510    

                                  30/000                            144/0. 494/435                          143/0.490/574   

𝑥4                              2000                                65/0.105/198                              65/0.102/262 



82 

                                  5000                               85/0.189/258                              84/0.216/338 

                                  20/000                            127/0.413/384                           127/0.409/510 

                                  30/000                            144/0.516/435                           143/0.541/574 

𝑥5                              2000                               72/0.108/217                             140/0.150/560      

                                  5000                               95/0.208/286                             328/0.403/1312     

                                  20/000                            138/0.387/412                          772/1.600/3088      

                                  30/000                            152/0.534/457                          1122/2.690/4488       

𝑥6                              2000                               55/0.109/166                             55/0.095/220        

                                  5000      74/0.162/223                             74/0.141/296 

                                  20/000                           116/0.344/349                           117/0.365/468                                   

                                 30/000                            133/0.480/400                           134/0.493/536            

   

                                  . [14]گردندزیر تعریف می  صورت های بردار  به در این مسئله مولفه . 5مسئله 

{

𝑓1(𝑥) = 2𝑥1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥1 − 1,                                                       

  𝑓𝑖(𝑥) = −2𝑥𝑖−1 + 2𝑥𝑖 + 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑖 − 1,      𝑖 = 2,3,… , 𝑛 − 1,

 𝑓𝑛(𝑥) = 2𝑥𝑛 + 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑛 − 1.                                                        

 

 

 . گرددنتایج عددی حاصل از اجرای دو الگوریتم روی مسئله پنج در جدول زیر مشاهده می   

نتایج محاسباتی هر دو الگوریتم برای مسئله پنج. .5جدول   

Initial points              Dim                                                                k/ NF/CPU   

                                                                      )TTDFP ( ) 2-4الگوریتم )                         (5-1)  الگوریتم   

𝑥1                              500                              1248/1.646/4999                           1065/1.628/6235 

                                  1000                            2855/6.058/13003                         2560/5.673/14929 

                                  1500                            5041/12.178/23764                       4444/11.908/26126 

                                  2000                            5267/14.261/24765                       5920/12.232/34798 

𝑥2                              500                              1634/2.489/7327                           1421/2.137/8450 

                                 1000                             2836/4.922/12780                         1748/3.933/10098 

                                  1500                            4184/12.239/19488                       3823/11.318/22469 

                                  2000                            6246/14.534/29680                       5139/12.853/30257 

𝑥3                              500                              1101/1.587/4594                           1088/1.616/6310 
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                                  1000                            2921/5.979/13176                         2642/6.687/15450 

                                  1500                            4109/11.952/19013                       4797/10.527/28145 

                                  2000                            5609/19.554/26470                       5523/19.143/32676 

𝑥4                              500                                         fail                                               fail 

                                  1000                                       fail                                               fail 

                                  1500                                       fail                                               fail 

                                  2000                                       fail                                               fail 

𝑥5                              500                               1039/1.286/4310                           964/1.452/5583 

                                  1000                             2890/6.745/13175                        2679/6.522/15720 

                                  1500                             4063/9.448/18752                        3893/9.586/22771 

                                  2000                             5424/18.602/25471                      5695/18.568/33724 

𝑥6                              500                               1136/1.470/4867                          1434/1.994/5883 

                                  1000     3009/6.314/13902                       2620/5.059/15267 

                                  1500                             4757/14.192/22329                      3761/9.301/22091 

                                  2000                              5413/14.806/25464                      5880/17.884/34815        

 

 حل  یندآفر  در    که  کرد  ملاحظه  وانتمی  بسادگی  فوق  جداول  در  شده  درج  نتایج   در  ساده  کاوش  و  بررسی  یک  با

 . کنندمی  رفتار مشابه انسبت هاالگوریتم  شده مشخص آزمون مسائل
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Abstract 

     Solving of a nonlinear system of equations is one of the most important 

problems in appliead mathematics.  some methods have been proposed to 

solve this problem.  Among these methods Newton method, Quasi-Newton 

methods are very famiuse while many modified versions of those is 

introduced.  In the most these methods, we need to calculate the Jacobi 

matrix in each iteration and solve the corresponding linear equation system 

while this is the most disadvantage of these methods specially for large scale 

problems. In special cases where the system of equations has an espeicial 

class and some additional properties, some special algorithms can be used.  

The montone nonlinear equations are one of important classes. The purpose 

of this thesis is introducing two new families of derivative-free that is based 

on projection methods while use some three-term conjugate gradient 

directions. It is showed that these directions satisfy in the sufficient descent 

condition. The global convergance of the new methods are investigated on 

some mild conditions while the numerical expermintes show these methods 

are efficient. 

 

       key words: 

 Nonlinear monotone system of equations, Projection methods, Derivative-

free algorithms, Conjugate gradient methods, Global convergence. 
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