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(X,M, T ) و اکید صعودی و پوشا تابع یک ϕ(t) : [۰,+∞) → [۰,+∞) کنیم فرض .۵.۴.۴ لم

برای صورت این در می کند. صدق (۱.۲.۱) شرط در T آن در که باشد ML−فازی متریک فضای یک

داریم n ∈ {۱, ۲, · · · } و λ ∈ L \ {۰L, ۱L} ،x, y ∈ X هر

inf {ϕn(t) > ۰ : M(x, y, t) >L N (λ)}

≤ϕn (inf {t > ۰ : M(x, y, t) >L N (λ)})

لذا و ϕn(t) > ۰ صورت این در .M(x, y, t) >L N (λ) که باشد t ∈ [۰,∞) کنیم فرض اثبات.

ϕn(t) ≥ inf {ϕn(s) > ۰ : M(x, y, s) >L N (λ)} .

می گیریم نتیجه است صعودی اکیداً و پوشا ϕn چون اکنون،

t ≥ (ϕn)−۱ (inf {ϕn(s) > ۰ : M(x, y, s) >L N (λ)}) .

داریم بنابراین

inf {t > ۰ : M(x, y, t) >L N (λ)}

≥ (ϕn)−۱ (inf {ϕn(s) > ۰ : M(x, y, s) >L N (λ)})

لذا و

inf {ϕn(t) > ۰ : M(x, y, t) >L N (λ)}

≤ ϕn (inf {t > ۰ : M(x, y, t) >L N (λ)}) .

است. تمام اثبات بنابراین

(۱.۲.۱) شرط در T آن در که باشد ML−فازی متریک فضای یک (X,M, T ) کنیم فرض .۵.۴.۵ لم

باشیم داشته t > ۰ هر برای که طوری به باشد X در دنباله یک {un} که کنیم فرض می کند. صدق

M (un, un+۱, ϕ
n(t)) ≥L M (u۰, u۱, t)

۱



صدق نیز (Φ) شرط در که است صعودی اکیداً و پوشا ϕ : [۰,+∞) → [۰,+∞) تابع آن در که

کنیم فرض هم چنین می کند.

EM (u۰, u۱) = sup {Eγ,M (u۰, u۱) : γ ∈ (۰, ۱)} <∞.

است. کوشی۱ دنباله یک {un} صورت این در

داریم λ ∈ L \ {۰L, ۱L} هر برای ،۵.۴.۴ از استفاده با اثبات.

Eλ,M (un, un+۱) = inf {ϕn(t) > ۰ : M (un, un+۱, ϕ
n(t)) >L N (λ)}

≤ inf {ϕn(t) > ۰ : M (u۰, u۱, t) >L N (λ)}

≤ ϕn (inf {t > ۰ : M (u۰, u۱, t) >L N (λ)})

= ϕn (Eλ,M (u۰, u۱)) .

که طوری به دارد وجود γ ∈ L \ {۰L, ۱L} ،µ ∈ L \ {۰L, ۱L} هر برای

Eµ,M (un, um) ≤ Eγ,M (um−۱, um) + Eγ,M (um−۲, um−۱) + · · ·+ Eγ,M (un, un+۱)

≤
∞∑
j=n

ϕj (EM (u۰, u۱)) → ۰

است. تمام اثبات لذا و است کوشی دنباله یک {un} بنابراین .n→ ∞ چون

،µ ∈ L \ {۰L, ۱L} هر برای که طوری به باشد L مشبکه روی پیوسته t−نرم یک T کنیم فرض

هر برای که طوری به باشد) n به وابسته است ممکن (که باشد داشته وجود λ ∈ L \ {۰L, ۱L}

داریم n ∈ {۱, ۲, · · · }

T n−۱(N (λ), · · · ,N (λ)) >L N (µ). (۵ .۴ .۱)

است. برقرار (۵ .۴ .۱) می کنیم فرض نوشته، این بقیه در شود. مراجعه [۱۳۳] به بیشتر اطلاعات برای

1Cauchy
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EM (u۰, u۱) شرط> به آن گاه بگیریم نظر در را (۵ .۴ .۱) شرط اگر ،۵.۴.۴ در که داریم توجه .۵.۴.۶ تذکر

n به (که دارد وجود λ ∈ L \ {۰L, ۱L} ،µ ∈ L \ {۰L, ۱L} هر برای زیرا بود. نخواهد نیازی ∞

داریم n ∈ {۱, ۲, · · · } هر برای که طوری به نیست) وابسته

T n−۱(N (λ), · · · ,N (λ)) >L N (µ). (۵ .۴ .۲)

در [۴] در (۵ .۴ .۲) رابطه اکنون نیست. وابسته n به ۵.۴.۱ لم از (a) قسمت در λ حالت، این در

کنار را L−فازی متری فضاهای تعریف ناخواسته طور به [۴] در که داریم (توجه است شده گرفته نظر

می توان را (۵ .۴ .۲) شرط با [۴] نتایج (۵.۴.۴ ایده  های از استفاده (با که کنید توجه هم چنین گذاشته ایم).

EM (u۰, u۱) <∞) تضمین برای اضافی شرط یک وضوح به (زیرا نمود (۵ .۴ .۱) شرط جایگزین

می آوریم). دست به

ML−فازی متریک فضای یک (X,M, T ) کنیم فرض L−فازی). ثابت نقطه (قضیه ۴.۵.۷ قضیه

شرط در t > ۰ و x, y ∈ X هر برای که باشد نگاشت یک A : X → X کنیم فرض باشد. کامل

M(A(x), A(y), ϕ(t)) ≥L M(x, y, t)

صدق (Φ) شرط در و است صعودی اکیداً و پوشا ϕ : [۰,∞) → [۰,∞) تابع آن در که کند صدق

داریم: صورت این در می کند.

که طوری به باشد داشته وجود x ∈ X و باشد برقرار (۵ .۴ .۱) اگر .۱

EM(x,Ax) = sup {Eγ,M(x,Ax) : γ ∈]۰, ۱[ } <∞

است. ثابت نقطه دارای A آن گاه

است. ثابت نقطه دارای A آن گاه باشد، برقرار (۵ .۴ .۲) اگر .۲

،n ≥ ۱ هر برای گیریم و EM(x,Ax) < ∞ که باشد گونه ای به  x ∈ X کنیم فرض اثبات.

داریم صورت این در .xn = An(x)

M (xn, xn+۱, ϕ
n(t)) = M

(
An(x), An+۱(x), ϕn(t)

)
۳



≥L M
(
An−۱(x), An(x), ϕn−۱(t)

)
≥L M

(
An−۲(x), An−۱(x), ϕn−۲(t)

)
≥L

≥L M(x,A(x), t)

= M (x, x۱, t) .

وجود y ∈ X است، کامل X چون است. کوشی دنباله یک {xn} که می دهد نتیجه ۵.۴.۵ بنابراین

.limn→∞ xn = y که طوری به دارد

داریم است. A نگاشت از ثابت نقطه یک y که می کنیم ادعا حال

M(A(y), y, ۲ϕ(t)) ≥L T (M (A(y), A (xn) , ϕ(t)) ,M (xn+۱, y, ϕ(t)))

≥L T (M (y, xn, t) ,M (xn+۱, y, t))

−→ T (۱L, ۱L) = ۱L.

.A(y) = y لذا و t′ = ۲ϕ(t) آن در که M (A(y), y, t′) = ۱L داریم بنابراین .n −→ ∞ چون

در .A(z) = z که باشد داشته وجود z ∈ X کنیم فرض ،A از y ثابت نقطه یکتایی دادن نشان برای

صورت این

M (z, y, ϕn(t)) = M (A(z), A(y), ϕn(t))

≥L M
(
z, y, ϕn−۱(t)

)
= M

(
A(z), A(y), ϕn−۱(t)

)
≥L M

(
z, y, ϕn−۲(t)

)
≥L · · ·

≥L M(z, y, t).

۴



داریم دیگر طرف از

M (z, y, ϕn(t)) ≤L M
(
z, y, ϕn−۱(t)

)
≤L · · · ≤L M(z, y, t).

داریم بنابراین

M(z, y, t) = M(z, y, ϕ(t)) = · · · = M (z, y, ϕn(t)) .

.y = z می گیریم نتیجه ۵.۴.۲ لم از لذا و M(x, y, t) = C ،t > ۰ هر برای پس

۵.۴.۶ تذکر از حالت این در این که جز به است (۱) قسمت مشابه نیز قسمت این استدلال .۲

است. تمام اثبات بنابراین کرد. خواهیم استفاده

T t−نرم آن در که باشد کامل ML−فازی متریک فضای یک (X,M, T ) کنیم فرض .۵.۴.۸ نتیجه

شرط در در که باشد نگاشت یک A : X −→ X کنیم فرض است. هادزیک۲ نوع از

M(A(x), A(y), ϕ(t)) ≥L M(x, y, t)

صدق (Φ) شرط در و است صعودی اکیداً و پوشا ϕ : [۰,∞) → [۰,∞) تابع آن در که کند صدق

است. یکتا ثابت نقطه یک دارای A صورت این در می کند.

است. برقرار (۵ .۴ .۲) حالت این در که داریم توجه اثبات.

پیوسته، H−نوع یکt−نرم یعنی مخصوص، پیوسته یکt−نرم از استفاده با نویسندگان ،[۱۲۵] در

کردند. ثابت غیرخطی حالت برای مشترک ثابت نقطه قضیه یک

ML−فازی کامل متریک فضای یک از Ai نگاشت های از دنباله یک {An} کنیم فرض .۵.۴.۹ قضیه

x, y ∈ X, t > ۰ هر برای ،Aj و Ai نگاشت دو هر برای که طوری به باشد خودش به (X,M, T )

باشیم داشته m یک برای و

M
(
Am

i (x), A
m
j (y), ϕi,j(t)

)
≥L M(x, y, t)

2Hadžic
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داریم t > ۰ و i, j = ۱, ۲, · · · برای که است تابع یک ϕi,j : [۰,+∞) → [۰,+∞) آن در که

شرط در که است صعودی اکیداً و پوشا ϕ : [۰,+∞) → [۰,+∞) تابع هم چنین .ϕi,j(t) ≤ ϕ(t)

داریم: را زیر موارد صورت این در می کند. صدق (Φ)

که طوری به باشد داشته وجود x۰ ∈ X و باشد برقرار (۵ .۴ .۱) اگر .۱

EM (x۰, A
m
۱ x۰) = sup {Eγ,M (x۰, A

m
۱ x۰) : γ ∈] ۰, ۱[ } <∞

است. X در یکتا مشترک ثابت نقطه یک دارای {An} دنباله آن گاه

است. یکتا ثابت نقطه یک دارای {An} آن گاه باشد، برقرار (۵ .۴ .۲) اگر .۲

را X در {xn} دنباله .EM (x۰, A
m
۱ x۰) <∞ که باشد گونه ای به x۰ ∈ X کنیم فرض .۱ اثبات.

صورت به

x۱ = Am
۱ (x۰) , x۲ = Am

۲ (x۱) , · · · , xn = Am
۲ (xn−۱) , · · · .

داریم صورت این در می کنیم. تعریف

M (x۱, x۲, ϕ(t)) ≥L M (x۱, x۲, ϕ۱,۲(t))

= M (Am
۱ (x۰) , A

m
۲ (x۱) , ϕ۱,۲(t))

≥L M (x۰, x۱, t)

و

M
(
x۲, x۳, ϕ

۲(t)
)
≥L M (x۲, x۳, ϕ۲,۳(ϕ(t)))

= M (Am
۲ (x۱) , A

m
۳ (x۲) , ϕ۲,۳(ϕ(t)))

≥L M (x۱, x۲, ϕ(t))

≥L M (x۰, x۱, t)

۶



داریم استقرا از استفاده با داد. ادامه می توان شکل همین به و

M (xn, xn+۱, ϕ
n(t)) ≥L M (x۰, x۱, t) .

وجود x ∈ X است، کامل X چون است. کوشی دنباله یک {xn} که می دهد نتیجه ۵.۴.۵ بنابراین

.limn→∞ xn = x که طوری به دارد

که داریم توجه .Am
i (x) = x داریم i ∈ {۱, ۲, · · · } هر برای که می دهیم نشان اکنون

M (x,Am
i (x), t)

≥ T ۲ (M (x, xn, t− ϕ(t)) ,M (xn, A
m
i (x), ϕ(t)))

= T ۲ (M (x, xn, t− ϕ(t)) ,M (Am
n (xn−۱) , A

m
i (x), ϕ(t)))

≥ LT ۲ (M (x, xn, t− ϕ(t)) ,M (Am
n (xn−۱) , A

m
i (x), ϕn,i(t)))

≥ LT ۲ (M (x, xn, t− ϕ(t)) ,M (xn−۱, x, t))

→ T ۲ (۱L, ۱L)

= ۱L

.Am
i (x) = x می گیریم نتیجه و M (x,Am

i (x), t) = ۱L بنابراین .n→ ∞ چون

که باشد دیگری ثابت نقطه y ̸= x می کنیم فرض یکتاست، x ثابت نقطه دهیم نشان که این برای

داریم صورت این در .Am
i (y) = y ،i ∈ {۱, ۲, · · · } هر برای طوری به

M (x, y, ϕn(t)) ≥L M
(
x, y, ϕi,j

(
ϕn−۱(t)

))
= M

(
Am

i (x), A
m
i (y), ϕi,j

(
ϕn−۱(t)

))
≥L M

(
x, y, ϕn−۱(t)

)
≥L M

(
x, y, ϕi,j

(
ϕn−۲(t)

))
= M

(
Am

i (x), A
m
i (y), ϕi,j

(
ϕn−۲(t)

))
۷



≥L M
(
x, y, ϕn−۲(t)

)
≥L · · ·

≥L M(x, y, t).

داریم ،ϕn(t) < t و بوده نزولی غیر M(x, y, ·) چون دیگر، سوی از

M(x, y, ϕn(t)) ≤L M(x, y, t).

هم چنین .x = y که می گیریم نتیجه ۵ .۴ .۲ لم از و M(x, y, t) = C داریم t > ۰ هر برای رو، این از

داریم

Ai(x) = Ai(A
m
i (x)) = Am

i (Ai(x)).

نگاشت های یکتای مشترک ثابت نقطه x ،n ≥ ۱ هر برای دیگر، عبارت به ،x = Ai(x) داریم نتیجه در

می باشد. An

استفاده ۵.۴.۶ از این جا در این که جز به می باشد یکسان (۱) قسمت با قسمت این استدلال .۲

می کنیم.

کامل ML−فازی متریک فضای به Ai نگاشت های از دنباله ای {An} کنیم فرض .۵.۴.۱۰ نتیجه

Aj و Ai نگاشت دو هر برای که طوری به باشد هازدیک۳ نوع T t−نرم آن در که باشد (X,M, T )

باشیم داشته ،m یک برای و x, y ∈ X, t > ۰ هر برای و

M(Am
i (x), A

m
j (y), ϕi,j(t)) ≥L M(x, y, t)

داریم ،t > ۰ و i, j = ۱, ۲, · · · هر برای که است تابعی ϕi,j : [۰,+∞) → [۰,+∞) آن در که

شرط در که بوده اکید صعودی و پوشا ϕ : [۰,+∞) → [۰,+∞) تابع هم چنین .ϕi,j(t) ≤ ϕ(t)

دارد. یکتا مشترک ثابت نقطه یک X در {An} دنباله صورت این در می کند. صدق (Φ)

3Hazdic
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متریک فضاهای در باناخ۴ انقباض اصل از تعمیم یک می باشد، ([۸۴]) Jungck قضیه که زیر قضیه

است.

و باشد خودش به (X, d) کامل متریک فضای از پیوسته نگاشت یک f کنیم فرض .۵.۴.۱۱ قضیه

کند. صدق زیر شرایط در که باشد نگاشت یک g : X → X

.g(X) ⊆ f(X) (a)

شود. جابه جا f با g (b)

d(g(x), g(y)) ≤ باشیم داشته x, y ∈ X هر برای که طوری به باشد داشته وجود ۰ < k < ۱ (c)

.kd(f(x), f(y))

دارند. یکتا مشترک ثابت نقطه یک g و f صورت این در

می کنیم. اثبات غیرخطی انقباض های برای را بالا قضیه L−فازی نوع بعد، قضیه در

f, g : X → X و ML−فازی متریک فضای یک (X,M, T ) کنیم فرض .۵.۴.۱۲ قضیه

می کنند. صدق زیر شرایط در که باشند نگاشت هایی

.g(X) ⊆ f(X) (a)

باشد. پیوسته f (b)

،x, y ∈ X هر برای (c)

M(g(x), g(y), ϕ(t)) ≥L M(f(x), f(y), t)

صدق (Φ) شرط در که است اکید صعودی و پوشا ϕ : [۰,+∞) → [۰,+∞) تابع آن در که

می کند.
4Banach
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داریم صورت این در

که طوری به باشد داشته وجود x۰ ∈ X و باشد برقرار (۵ .۴ .۱) اگر .۱

EM(f(x۰), g(x۰)) = sup{Eγ,M(f(x۰), g(x۰)) : γ ∈]۰, ۱[} <∞

شوند. جابه جا g و f که صورتی در دارند یکتا مشترک ثابت نقطه یک g و f آن گاه

دارند. یکتا ثابت نقطه یک g و f آن گاه باشد، برقرار (۵ .۴ .۲) اگر .۲

می توانیم ،(a) طبق .EM(f(x۰), g(x۰)) <∞ که باشد گونه ای به x۰ ∈ X کنیم فرض .۱ اثبات.

گونه ای به را X در {xn}n دنباله می توانیم استقراء با .f(x۱) = g(x۰) که طوری به بیابیم را x۱ عضو

برای استقراء از استفاده با مجددا .f(xn) = g(xn−۱) باشیم داشته n ≥ ۱ هر برای که کنیم تعریف

داریم n ≥ ۱ هر

M(f(xn), f(xn+۱), ϕ
n(t))) = M(g(xn−۱), g(xn), ϕ

n(t))

≥L M(f(xn−۱), f(xn), ϕ
n−۱(t))

≥L · · ·

≥L M(f(x۰), f(x۱), t).

y ∈ X است کامل X چون است. کوشی دنباله یک {f(xn)} که می دهد نتیجه ۵.۴.۵ لم بنابراین

می کند. میل y سمت به g(xn−۱) = f(xn) نتیجه در .limn→∞ f(xn) = y که بهطوری دارد وجود

می رسیم نتیجه این به پس می دهد. نتیجه را g پیوستگی ،f پیوستگی که می شویم متوجه (c) قسمت از

فرض طبق چون ،g(f(xn)) = f(g(xn)) داریم حال این با همگراست. g(y) به {g(f(xn))}n که

هستند فرد به منحصر حدها چون حال همگراست. f(y) به f(g(xn)) لذا می شوند. جابه جا g و f

و f(f(y)) = f(g(y)) که داریم توجه .f(y) = g(y) داریم پس

M(g(y), g(g(y)), ϕn(t)) ≥L M(f(y), f(g(y)), ϕn−۱(t))

= M(g(y), g(g(y)), ϕn−۱(t))
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≥L · · ·

≥L M(g(y), g(g(y)), t).

داریم دیگر طرف از

M(g(y), g(g(y)), ϕn(t)) ≤L M(g(y), g(g(y)), t)

یا C = ۱L که می گیریم نتیجه این از که M(g(y), g(g(y)), t) = C داریم t > ۰ هر برای لذا و

نقطه یک g(y) لذا و g(y) = g(g(y)) = f(g(y)) نتیجه در .g(y) = g(g(y)) دیگر عبارت به

است. g و f مشترک ثابت

در باشند. g و f از مشترک ثابت نقطه دو z و y کنیم فرض ثابت، نقطه این یکتایی اثبات برای

داریم نتیجه

M(y, z, ϕn(t)) = M(g(y), g(z), ϕn(t))

≥L M(f(y), f(z), ϕn−۱(t))

= M(y, z, ϕn−۱(t))

≥L · · ·

≥L M(y, z, t).

داریم دیگر طرف از

M(y, z, ϕn(t)) ≤L M(y, z, t)

.y = z می گیریم نتیجه ۵ .۴ .۲ لم از پس .M(y, z, t) = C داریم t > ۰ هر برای لذا و

استفاده ۵.۴.۶ تذکر از این جا در این که جز به می باشد یکسان (۱) قسمت با قسمت این استدلال .۲

است. تمام اثبات بنابراین می کنیم.
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t−نرم آن در که باشد کامل ML−فازی متریک فضای یک (X,M, T ) کنیم فرض .۵.۴.۱۳ نتیجه

صدق زیر شرایط در که هستند نگاشت هایی f, g : X → X کنیم فرض می باشد. هازدیک نوع از T

می کنند.

.g(X) ⊆ f(X) (a)

است. پیوسته f (b)

داریم x, y ∈ X هر برای (c)

M(g(x), g(y), ϕ(t)) ≥L M(f(x), f(y), t)

صدق (Φ) شرط در که است اکید صعودی و پوشا ϕ : [۰,+∞) → [۰,+∞) تابع آن در که

می کند.

دارند. یکتا مشترک ثابت نقطه یک g و f آن گاه شوند، جابه جا g و f اگر صورت این در

L−فازی ابر متریک فضاهای ۵ .۵

این در را ثابت نقطه قضیه چند و پرداخت خواهیم کامل L−فازی ابر متریک فضاهای به بخش این در

می رسانیم. اثبات به فضاها

مجموعه یک X اگر می نامیم L−فازی متریک فضای یک را (X,M, T ) سه تایی .۵.۵.۱ تعریف

باشد X۲ × (۰,∞) روی L−فازی مجموعه یک M و L روی پیوسته t−نرم یک T دلخواه، غیرتهی

می کند. صدق زیر شرایط در t, s ∈ (۰,+∞) و x, y, z ∈ X هر برای که

.M(x, y, t) >L ۰L (LFM1)

.x = y اگر تنها و اگر M(x, y, t) = ۱L ،t > ۰ هر برای (LFM2)

.M(x, y, t) = M(y, x, t) (LFM3)

.T (M(x, y, t),M(y, z, s)) ≤L M(x, z, t+ s) (LFM4)
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است. پیوسته M(x, y, .) : (۰,+∞) → L (LFM5)

در (X,M, T ) L−فازی متریک فضای اگر می شود. نامیده L−فازی متریک یک M حالت، این در

شرط

lim
t→∞

M(x, y, t) = ۱L (Ω)

−ML متریک فضای اختصار به یا منگر۵ L−فازی متریک فضای یک (X,M, T ) آن گاه کند، صدق

می شود. نامیده فازی

نامساوی جایگزین (LFM4) نامساوی اگر

،r, t, s ≥ ۰ و z ̸= w که x, y ∈ X, z, w ∈ X هر برای (H)

M(x, y, r + t+ s) ≥L T ۲(M(z, w, t),M(w, y, s)).

−HL متریک فضای اختصار (به L−فازی ابر متریک فضای یک (X,M, T ) سه تایی آن گاه شود،

می شود. نامیده فازی)

بعد مثال در اما است. HL−فازی متریک فضای یک L−فازی، متریک فضای هر که است واضح

نمی باشد. L−فازی متریک فضای که داده ایم ارائه را HL−فازی متریک فضای یک

کنیم فرض ،x, y ∈ [۰, ۱] هر برای باشد. {a, b, c, e} مجموعه X کنیم فرض .۵.۵.۲ مثال

می کنیم: تعریف زیر صورت به را M نگاشت ،t ∈ (۰,∞) هر برای .T (x, y) = min{x, y}

M(a, b, t) =
t

t+ ۳
,

M(a, c, t) = M(b, c, t) =
t

t+ ۱
,

M(a, e, t) = M(b, e, t) = M(c, e, t) =
t

t+ ۲
,

M(k, k, t) = ۱,
5Menger
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یک اما می باشد. HL−فازی متریک فضای یک (X,M, T ) که است واضح .k ∈ X هر برای

کنیم فرض a, b, c ∈ X هر برای نمی باشد: مثلثی خاصیت دارای زیرا نیست، L−فازی متریک فضای

M(a, b, ۲t) < min{M(a, c, t),M(b, c, t)}.

باز گوی t ∈ (۰,+∞) هر برای باشد. HL−فازی متریک فضای یک (X,M, T ) کنیم فرض

می کنیم: تعریف زیر صورت به را r ∈ L \ {۰L, ۱L} شعاع و x ∈ X مرکز با B(x, r, t)

B(x, r, t) = {y ∈ X : M(x, y, t) >L N (r)}.

r ∈ L \ {۰L, ۱L} و t > ۰ ،x ∈ A هر برای که صورتی در می شود نامیده باز A ⊆ X زیرمجموعه

زیر تمام خانواده دهنده نشان τM کنیم فرض .B(x, r, t) ⊆ A که طوری به باشند داشته وجود

M HL−فازی متریک وسیله به شده القا توپولوژی τM صورت این در باشد. X باز مجموعه های

می شود. نامیده

x, y ∈ هر برای صورت این در باشد. HL−فازی متریک فضای (X,M, T ) کنیم فرض .۵.۵.۳ لم

است. نزولی غیر می باشد، t به نسبت M(x, y, t) ،X

کوشی دنباله یک (X,M, T ) HL−فازی متریک فضای در {xn} دنباله .۱ .۵.۵.۴ تعریف

باشد داشته وجود n۰ ∈ N ،t > ۰ و ε ∈ L \ {۰L} هر برای که صورتی در می شود نامیده

باشیم داشته m ≥ n ≥ n۰(n ≥ m ≥ n۰) هر برای که طوری به

M(xm, xn, t) >L N (ε).

(و همگراست x نقطه به (X,M, T ) HL−فازی متریک فضای در {xn}n∈N دنباله گوییم .۲

اگر می شود) داده نشان xn
M−→ x با

M(xn, x, t) = M(x, xn, t) → ۱L

.n→ +∞ که زمانی ،t > ۰ هر برای
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نقطه ای به کوشی دنباله هر اگر می شود، نامیده کامل (X,M, T ) HL−فازی متریک فضای .۳

باشد. همگرا X در

متریک فضای اختصار (به HL−فازی منگر متریک فضای یک (X,M, T ) کنیم فرض .۵.۵.۵ لم

Eλ,M : X۲ −→ R+∪{۰} نگاشت می کند. صدق (۲.۲.۱) در T آن در که باشد MHL−فازی)

می کنیم تعریف زیر صورت به x, y ∈ X و λ ∈ L \ {۰L, ۱L} هر برای را

Eλ,M(x, y) = inf{t > ۰ : M(x, y, t) >L N (λ)}.

داریم صورت این در

x, y ∈ X هر برای که طوری به دارد وجود λ ∈ L\{۰L, ۱L} ،µ ∈ L\{۰L, ۱L} هر برای .۱

داریم است y و x با متمایز که z ̸= w با z, w ∈ X و

Eµ,M(x, y) ≤ Eλ,M(x, z) + Eλ,M(z, w) + Eλ,M(w, y).

Eλ,M(xn, x) → اگر تنها و اگر است متریکMHL−فازیMهمگرا فضای به نسبت {xn} دنباله .۲

.۰

اگر تنها و اگر است کوشی دنباله یک M MHL−فازی متریک فضای به نسبت {xn} دنباله .۳

باشد. کوشی دنباله یک Eλ,M به نسبت

.[۴] می باشد L−فازی متریک فضاهای برهان های همانند لم این برهان های اثبات.

نگاشت Aیک : X −→ X و HL−فازی متریک فضای ، (X,M, T ) کنیم فرض .۵.۵.۶ تعریف

کنیم: فرض x ∈ X هر برای باشد.

O(x,∞) = {x,Ax,A۲x,A۳x, · · · , Anx, · · · }.

شامل x ∈ X یک برای که کوشی دنباله هر اگر می شود نامیده مداری −A کامل فضای یک X فضای

باشد. همگرا X در باشد O(x,∞)
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MHL−فازی متریک فضاهای در باناخ ثابت نقطه قضیه ۵ .۵ .۱

می رسانیم. اثبات به را MHL−فازی متریک فضاهای در را باناخ ثابت نقطه قضیه بخش این در اکنون

(۲.۲.۱) در T که باشد MHL−فازی متریک فضای یک (X,M, T ) کنیم فرض .۵.۵.۷ قضیه

و x, y ∈ X هر برای که نگاشتی باشد B : X → X کنیم فرض .α ∈ (۰, ۱] و می کند صدق

می سازد: برآورده را زیر شرط t > ۰

M(Bx,By, t) ≥L M(x, y,
t

α
). (۵ .۵ .۱)

که باشد گونه ای به x ∈ X کنیم فرض هم چنین

Ex <∞ (۵ .۵ .۲)

که

Ex = max{EB(x), EB۲(x)},

EB(x) = sup{Eλ,M(x,Bx) : λ ∈ L \ {۰L, ۱L}},

EB۲(x) = sup{Eλ,M(x,B۲(x)) : λ ∈ L \ {۰L, ۱L}}.

داشت: خواهیم را زیر عبارات صورت این در

.limn→∞Bnx = a که طوری به دارد وجود a ∈ X نقطه .۱

.e = a باشیم داشته Be = e که e ∈ X هر برای و Ba = a .۲

در را {Bnx} دنباله است. برقرار (۵ .۵ .۲) پس می گیریم. نظر در ثابت عضو یک را x ∈ X اثبات.

،v ∈ N یک برای ،Bvx = x اگر واقع در نیست. B تناوبی نقطه x که می کنیم فرض بگیرید. نظر

داریم λ ∈ L \ {۰L, ۱L} هر برای آن گاه

Eλ,M(x,Bx) = Eλ,M(Bvx,Bv+۱x) ≤ αvEλ,M(x,Bx)
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داریم t > ۰ هر برای می دهد نتیجه که Eλ,M(x,Bx) = ۰ نتیجه در و

M(x,Bx, t) = ۱L.

است نزولی غیر M چون آن گاه بگیریم نظر در ثابت را t > ۰ اگر که کنید توجه معادله این اثبات (برای

داریم λ ∈ L \ {۰L, ۱L} هر برای

M(x,Bx, t) >L N (λ).

داریم آن گاه λ→ ۰L کنیم فرض اگر بنابراین

M(x,Bx, t) ≥L ۱L.

.x = Bx یعنی، داشت)، خواهیم را فوق نامساوی نیز t > ۰ هر برای لذا و

m,n ∈ N ∪ {۰} متمایز عضو دو هر برای که کنیم فرض می توانیم برهان این با دیگر، سوی از

.Bnx ̸= Bmx داریم

طوری به دارد وجود λi ∈ L \ {۰L, ۱L} ،µ ∈ L \ {۰L, ۱L} هر برای که می دهیم نشان اکنون

طوری به i ∈ {۰, · · · , ۲k} هر برای δi ∈ L \ {۰L, ۱L} و i ∈ {۰, · · · , ۲k − ۲} هر برای که

که
Eµ,M(x,B۲kx)

≤
۲k−۳∑
i=۰

αiEλi,M(x,Bx) + α۲k−۲Eλ۲k−۲,M(x,B۲x)
(۵ .۵ .۳)

و k ≥ ۲ هر برای

Eµ,M(x,B۲k+۱x) ≤
۲k∑
i=۰

αiEδi,M(x,Bx) (۵ .۵ .۴)

.k ≥ ۰ هر برای

صورت این در µ ∈ L \ {۰L, ۱L} کنیم فرض می کنیم. اثبات k = ۲ برای را (۵ .۵ .۳) ابتدا

که طوری به دارد وجود λ ∈ L \ {۰L, ۱L} ،۵.۵.۵ لم طبق

Eµ,M(x,B۴x)
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≤Eλ,M(x,Bx) + Eλ,M(Bx,B۲x) + Eλ,M(B۲x,B۴x)

≤Eλ,M(x,Bx) + αEλ,M(x,Bx) + α۲Eλ,M(x,B۲x)

است. برقرار k = ۲ برای (۵ .۵ .۳) لذا و

صورت این در µ ∈ L \ {۰L, ۱L} کنیم فرض می کنیم. ثابت k = ۳ برای را (۵ .۵ .۳) اکنون

که طوری به دارد وجود δ ∈ L \ {۰L, ۱L} و λ ∈ L \ {۰L, ۱L} ،۵.۵.۵ لم طبق

Eµ,M(x,B۶x)

≤Eλ,M(x,Bx) + Eλ,M(Bx,B۲x) + Eλ,M(B۲x,B۶x)

≤Eλ,M(x,Bx) + αEλ,M(x,Bx)

+ Eδ,M(B۲x,B۳x) + Eδ,M(B۳x,B۴x) + Eδ,M(B۴x,B۶x)

≤Eλ,M(x,Bx) + αEλ,M(x,Bx) + α۲Eδ,M(x,Bx)

+ α۳Eδ,M(x,Bx) + α۴Eδ,M(x,B۲x)

است. برقرار k = ۳ برای (۵ .۵ .۳) نتیجه در و

می رساند. اثبات به را (۵ .۵ .۴) مشابه، استدلالی می آوریم. دست به را (۵ .۵ .۳) روند، این ادامه با

باشد) Z+ عضو زیر، دوم فرمول در است مجاز k) n, k ∈ N هر برای (۵ .۵ .۴) و (۵ .۵ .۳) از نتیجه در

داریم

Eµ,M(Bnx,Bn+۲kx) ≤ αnEµ,M(x,B۲kx)

≤ αn

۲k−۲∑
i=۰

αi max{EB(x), EB۲(x)}

≤ αn

۱ − α
Ex

و

Eµ,M(Bnx,Bn+۲k+۱x) ≤ αnEµ,M(x,B۲k+۱x)
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≤ αn

۲k∑
i=۰

αi max{EB(x), EB۲(x)}

≤ αn

۱ − α
Ex.

داریم n,m ∈ N هر برای یعنی

Eµ,M(Bnx,Bn+mx) ≤ αn

۱ − α
Ex. (۵ .۵ .۵)

دنباله یک بوده کامل MHL−فازی متریک فضای یک که (X,M, T ) در {Bnx}n می دهد نتیجه که

ثابت نقطه a نتیجه در .a = limn→∞Bnx که طوری به دارد وجود a ∈ X نقطه لذا و است کوشی

داریم n→ ∞ که زمانی λ ∈ (۰, ۱) هر برای لذا و می باشد B

Eλ,M(Bn+۱x,Ba) ≤ αEλ,M(Bnx, a) → ۰

لذا و

a = lim
n→∞

Bnx = Ba.

داریم آن گاه ،Be = e باشیم داشته اگر علاوه به

Eλ,M(a, e) = Eλ,M(Ba,Be) ≤ αEλ,M(a, e)

بنابراین .a = e می گیریم نتیجه این از که Eλ,M(a, e) = ۰ نتیجه در .λ ∈ L \ {۰L, ۱L} هر برای

است. کامل برهان و هستند برقرار (۲) و (۱)

در را ثابت نقطه وجود شروط، سایر با (۵ .۵ .۲) شرط کردن جایگزین که داد نشان می توان .۵.۵.۸ تذکر

که باشد صورت این به x ∈ X کنیم فرض مثال، برای کند. تضمین ۵.۵.۷ قضیه

Eλ,B(x) = sup{Eλ,M(x,Bpx), p ∈ N} <∞

برای زیرا می باشد چپ کوشی دنباله یک {Bnx} دنباله صورت این در .λ ∈ L \ {۰L, ۱L} هر برای

داریم n,m ∈ N هر برای و λ ∈ L \ {۰L, ۱L} هر

Eλ,M(Bn+mx,Bnx) ≤ αnEλ,M(Bmx, x) ≤ αnEλ,B(x).

۱۹



MHL−فازی متریک فضاهای در کانان ثابت نقطه قضیه ۵ .۵ .۲

می دهیم. ارائه را MHL−فازی متریک فضاهای در کانان۶ ثابت نقطه قضایای فازی نسخه اکنون

در T آن در که است MHL−فازی متریک فضای یک (X,M, T ) کنیم فرض .۵.۵.۹ قضیه

زیر شرط در که نگاشتی باشد A : X → X کنیم فرض باشد. s−نرم یک S و می کند صدق (۲.۲.۱)

می کند: صدق

M(Ax,Ay, t) ≥L S(x,Ax, t
β
),M(y, Ay,

t

β
)) (۵ .۵ .۶)

باشد زیر صورت به x ∈ X که کنیم فرض هم چنین .۰ < β < ۱
۲ که x, y ∈ X هر برای

EA(x) = sup{Eλ,M(x,Ax) : λ ∈ L \ {۰L, ۱L}} <∞.

کنیم: فرض علاوه، به

.n ∈ N هر برای Anx ̸= Au و Anx ̸= u که u ∈ X هر برای EA(u) <∞ (a)

هر برای Apu ̸= Aru و n ∈ N هر برای Anx ̸= u که u ∈ X هر برای EA(u) < ∞ (b)

.p ̸= r که p, r ∈ N

است. یکتا ثابت نقطه دارای X در A آن گاه باشد، کامل A−مداری ،X اگر

داشت: خواهیم را زیر عبارت های (۵ .۵ .۶) اساس بر می باشد. x ∈ X کنیم فرض اثبات.

Eλ,M(Ax,Ay)

= inf{t > ۰ : M(Ax,Ay, t) >L N (λ)}

≤ inf{t > ۰ : S

(
M

(
x,Ax,

t

β

)
,M

(
y, Ay,

t

β

))
>L N (λ)}
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≤ inf{t > ۰ : ∧

(
M

(
x,Ax,

t

β

)
,M

(
y, Ay,

t

β

))
>L N (λ)}

≤ inf{t > ۰ : M

(
x,Ax,

t

β

)
>L N (λ)}

+ inf{t > ۰ : M

(
y, Ay,

t

β

)
>L N (λ)}

=β[Eλ,M(x,Ax) + Eλ,M(y, Ay)]

داریم اکنون

Eλ,M(Ax,A۲x) ≤ β[Eλ,M(x,Ax) + Eλ,M(Ax,A۲x)]

می دهد نتیجه این که

Eλ,M(Ax,A۲x) ≤ β

۱ − β
Eλ,M(x,Ax).

داشت خواهیم مجدداً،

Eλ,M(A۲x,A۳x) ≤ β[Eλ,M(Ax,A۲x) + Eλ,M(A۲x,A۳x)]

می دهد نتیجه که

Eλ,M(A۲x,A۳x) ≤ β

۱ − β
Eλ,M(Ax,A۲x) ≤

( β

۱ − β

)۲
Eλ,M(x,Ax).

داشت خواهیم n ∈ N هر برای کلی طور به پس

Eλ,M(Anx,An+۱x) ≤
( β

۱ − β

)n
Eλ,M(x,Ax) = rnEλ,M(x,Ax) (۵ .۵ .۷)

.۰ < r < ۱ می گیریم نتیجه ،۰ < β < ۱
۲ چون اما .r = β

۱−β
که

می کنیم: تقسیم زیر حالت دو به را برهان EA(x) <∞ که باشد گونه ای به x ∈ X می کنیم فرض

کنیم فرض ابتدا .I حالت

Amx ̸= Anx (۵ .۵ .۸)

۲۱



داریم (۵ .۵ .۷) طبق .m ̸= n که m,n ∈ N هر برای

Eλ,M(Anx,An+۱x) ≤ rnEλ,M(x,Ax) ≤ rn

۱ − r
Eλ,M(x,Ax). (۵ .۵ .۹)

چون هم چنین

M(Anx,An+۲x, t)

≥LS

(
M

(
An−۱x,Anx,

t

β

)
,M

(
An+۱x,An+۲x,

t

β

))

داریم

Eλ,M(Anx,An+۲x)

≤β[Eλ,M(An−۱x,Anx) + Eλ,M(An+۱x,An+۲x)]

≤β
[( β

۱ − β

)n−۱
Eλ,M(x,Ax) +

( β

۱ − β

)n+۱
Eλ,M(x,Ax)

]
≤
[( β

۱ − β

)n
+
( β

۱ − β

)n+۲]
Eλ,M(x,Ax)

می دهد نتیجه که

Eλ,M(Anx,An+۲x) ≤ rn

۱ − r
Eλ,M(x,Ax). (۵ .۵ .۱۰)

۵.۵.۵ لم از استفاده با و m = ۲k + ۱, k ≥ ۱ می دهیم قرار آن گاه باشد، فرد m > ۲ اگر اکنون

λi ∈ L \ {۰L, ۱L} ،µ ∈ L \ {۰L, ۱L} هر برای که می رسیم نتیجه این به (۵ .۵ .۹) رابطه و

که طوری به دارد وجود (i ∈ {۱, · · · , ۲k + ۱})

Eµ,M(Anx,An+mx) ≤Eλ۱,M(A
nx,An+۱x) + Eλ۲,M(A

n+۱x,An+۲x)

+ · · ·+ Eλ۲k+۱,M(A
n+۲kx,An+۲k+۱x)

≤EA(x)

۱ − r
(rn + rn+۱ + · · ·+ rn+۲k)

≤ rn

(۱ − r)۲EA(x)

۲۲



،۵.۵.۵ لم از استفاده با و m = ۲k, k ≥ ۱ می دهیم قرار آن گاه باشد زوج m > ۲ اگر مجدداً،

λ′i ∈ ،µ ∈ L \ {۰L, ۱L} هر برای که می رسیم نتیجه این به (۵ .۵ .۱۰) رابطه و (۵ .۵ .۹) رابطه

که طوری به دارد وجود L \ {۰L, ۱L}(i ∈ {۱, · · · , ۲k + ۱})

Eµ,M(Anx,An+mx) ≤Eλ′
۱,M(A

nx,An+۲x) + Eλ′
۲,M(A

n+۲x,An+۳x)

+ · · ·+ Eλ′
۲k−۱,M(A

n+۲k−۱x,An+۲kx)

≤EA(x)

۱ − r
(rn + rn+۱ + · · ·+ rn+۲k−۱)

≤ rn

(۱ − r)۲EA(x).

داریم موارد تمام ترکیب با بنابراین

Eµ,M(Anx,An+mx) ≤ rn

(۱ − r)۲EA(x). (۵ .۵ .۱۱)

چون است. چپ کوشی {Anx} دنباله لذا و rn → ۰ داریم n → ∞ که زمانی و ۰ < r < ۱ چون

که طوری به دارد وجود u ∈ X می باشد، کامل A−مداری فضای یک X

lim
n→∞

Anx = u. (۵ .۵ .۱۲)

فرض نخست می کنیم. تقسیم قسمت دو به را برهان این می باشد. Au = u که می دهیم نشان حال

لم از λ ∈ L \ {۰L, ۱L} هر برای صورت این در .n ∈ N هر برای Anx ̸= u,Au که می کنیم

۵.۵.۷ قضیه برهان ابتدای (به که طوری به دارد وجود µ ∈ L \ {۰L, ۱L} که می گیریم نتیجه ۵.۵.۵

کنید) مراجعه (۵ .۵ .۱۱) رابطه و

Eλ,M(u,Au)

≤Eµ,M(u,Anx) + Eµ,M(Anx,An+۱x) + Eµ,M(An+۱x,Au)

≤Eµ,M(u,Anx) + Eµ,M(Anx,An+۱x)

+ β[Eµ,M(u,Au) + Eµ,M(Anx,An+۱x)]

۲۳



≤Eµ,M(u,Anx) +
(۱ + β)rn

۱ − r
EA(x) + βEµ,M(u,Au)

ببینید) را (۵ .۵ .۱۲) (رابطه می آوریم دست به ،n→ ∞ این که فرض با فوق نامساوی در

Eλ,M(u,Au) ≤ βEλ,M(u,Au) ≤ βEA(u)

نتیجه در و

Eλ,M(u,Au) ≤ βEA(u)

هر برای بنابراین .EA(u) ≤ βEA(u) که می دهد نتیجه این .λ ∈ L \ {۰L, ۱L} هر برای

داشت خواهیم نتیجه در .Eδ,M(u,Au) = ۰ لذا و EA(u) = ۰ داشت خواهیم δ ∈ L \ {۰L}

می شود. اثبات حکم حالت این در و u = Au

که دید می توان آسانی به .k ∈ N یک برای Akx = Au یا Akx = u که می کنیم فرض اکنون

است. زیر ویژگی های با دنباله یک {Anu}

.limn→∞Anu = u (a)

.n ∈ N هر برای Anu ̸= u (b)

p ̸= r که p, r ∈ N هر برای Apu ̸= Aru (c)

داریم ،(۵ .۵ .۱۲) طبق واقع، در می شود. نتیجه سادگی به (a) که داریم توجه

lim
n→∞

Anu = lim
n→∞

An+kx = u

و Akx = u که شرطی به

lim
n→∞

Anu = lim
n→∞

A(n−۱)+kx = u

می آیند. دست به (۵ .۵ .۸) از (c) و (b) هم چنین .Akx = Au که شرطی به

۲۴



(۵ .۵ .۱۱) که داریم توجه و می شود جایگزین u با x آن در (که فوق استدلال مشابه استدلالی اساساً

.u = Au می آوریم دست به (a)­(c) ویژگی های از استفاده با می ماند) برقرار u با x جایگزینی با

کنیم فرض .II حالت

Amx = Anx (۵ .۵ .۱۳)

این که فرض با .m ̸= n که m,n ∈ N هر برای

Am−n(Anx) = صورت این در .m > n می کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون و هستند ثابت

نتیجه (۵ .۵ .۷) از λ ∈ (۰, ۱) هر برای .Anx = y و k = mn که Aky = y دیگر عبارت به Anx

می گیریم

Eλ,M(y, Ay) = Eλ,M(Aky, Ak+۱y) ≤

(
β

۱ − β

)k

Eλ,M(y, Ay).

.y = Ay نتیجه در و Eλ,M(y, Ay) = ۰ یعنی این و

است. تمام اثبات بنابراین می آید. دست به (۵ .۵ .۶) از آسانی به A ثابت نقطه یکتایی

فازی شبه−متریک فضاهای در ثابت نقطه قضایای کاربردهای ۵ .۶
شهودی

که دهیم نشان تا می کنیم استفاده ثابت نقطه قضایای از برخی فازی شبه−متریک  نسخه از بخش، این در

دارد. وجود سریع مرتب سازی الگوریتم تحلیل به مربوط بازگشتی معادلات برای جواب هایی

طوری به باشند [۰, ۱] (∞+,X×X×[۰به از فازی M,Nمجموعه هایی کنیم فرض .۵.۶.۱ تعریف

یک (X,MM,N , T ) سه تایی .M(x, y, t) +N(x, y, t) ≤ ۱ ،t > ۰ و x, y ∈ X هر برای که

t−نرم یک T (غیرتهی)، دلخواه مجموعه یک X اگر می شود نامیده شهودی۷ فازی شبه−متریک فضای

x, y, z ∈ X هر برای که باشد X ×X × [۰,∞) → L∗ نگاشت MM,N و پیوسته نمایش قابل

صدق کند. را زیر شرایط در t, s > ۰ و
7intuitionistic fuzzy quasi­metric space
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.MM,N(x, y, ۰) = ۰L∗ (IFQM1)

.x = y اگر تنها و اگر MM,N(x, y, t) = MM,N(y, x, t) = ۱L∗ (IFQM2)

.MM,N(x, y, t+ s) ≥L∗ T (MM,N(x, z, t),MM,N(z, y, s))) (IFQM3)

باشد. چپ پیوسته MM,N(x, y, .) : [۰,∞) → L∗ (IFQM4)

که می شود نامیده شهودی فازی شبه−متریک یک MM,N حالت، این در

MM,N(x, y, t) = (MM,N(x, y, t),NM,N(x, y, t)).

می کند، صدق تقارن اصل در (X,MM,N , T ) شهودی فازی شبه−متریک فضای که داریم توجه

.t > ۰ و x, y ∈ X هر برای یعنی

MM,N(x, y, t) = MM,N(y, x, t)

شهودی فازی شبه−متریک فضای که صورتی در می باشد. شهودی فازی شبه−متریک فضای یک

شرط در (X,MM,N , T )

lim
t→∞

MM,N(x, y, t) = ۱L∗

اگر می شود. نامیده منگر شهودی فازی شبه−متریک فضای (X,MM,N , T ) آن گاه کند، صدق

شبه− فضای نیز (X,M−۱
M,N , T ) آن گاه باشد، شهودی فازی شبه−متریک فضای (X,MM,N , T )

که است شهودی فازی متریک

M−۱
M,N(x, y, t) = MM,N(x, y, t).

صورت به که دهیم نشان را X ×X × [۰,∞) در فازی مجموعه ،Mi
M,N نماد با اگر علاوه، به

Mi
M,N(x, y, t) = T (MM,N(x, y, t),M−۱

M,N(x, y, t))

می باشد. شهودی فازی شبه−متریک فضای یک (X,Mi
M,N , T ) آن گاه می شود، تعریف

۲۶



گوی ،t > ۰ هر برای باشد. شهودی فازی شبه−متریک فضای یک (X,MM,N , T ) کنیم فرض

می کنیم تعریف صورت به ۰ < r < ۱ شعاع و x ∈ X مرکز با را B(x, r, t) باز

B(x, r, t) = {y ∈ X : MM,N(x, y, t) >L∗ (Ns(r), r) = Ns(r)}.

داشته وجود ۰ < r < ۱ و t > ۰ ،x ∈ A هر برای اگر می شود گفته باز A ⊆ X زیرمجموعه به

باز مجموعه های زیر تمام خانواده دهنده نشان τMM,N
کنیم فرض .B(x, r, t) ⊆ A که طوری به باشد

می شود. نامیده شهودی فازی شبه−متریک توسط شده القا توپولوژی τMM,N
صورت این در باشد. X

شهودی باشد. فازی شبه−متریک فضای یک (X,MM,N , T ) کنیم فرض .۵.۶.۲ تعریف

نشان xn
MM,N→ x صورت به و همگراست x ∈ X نقطه به X در {xn} دنباله می شود گفته .۱

باشیم داشته t > ۰ هر برای اگر می شود، داده

MM,N(xn, x, t) → ۱L∗

.n→ ∞ که زمانی

n۰ ∈ N ،t > ۰ و ε > ۰ هر برای که شرطی به می شود نامیده کوشی Xدنباله در {xn} دنباله .۲

باشیم داشته n,m ≥ n۰ هر برای که طوری به باشد داشته وجود

MM,N(xn, xm, t) >L∗ Ns(ε)

Xهمگرا در کوشی دنباله هر که صورتی در می شود نامیده کامل شهودی، فازی متریک فضای یک .۳

کنید). مراجعه [۱۱۹] (به باشد

،p ∈ N و t > ۰ هر برای اگر می شود نامیده G−کوشی دنباله یک X در {xn} دنباله .۴

lim
n→∞

MM,N(xn, xn+p, t) = ۱L∗ .

۲۷



کوشی دنباله هر اگر می شود نامیده G−کامل (X,MM,N , T ) شهودی فازی متریک فضای .۵

باشد. همگرا X در G−کامل

G−کوشی دنباله (X,MM,N , T ) شهودی فازی شبه−متریک فضای در {xn} دنباله .۵.۶.۳ تعریف

باشد. G−کامل دنباله ای (X,Mi
M,N , T ) شهودی فازی متریک فضای در اگر می شود نامیده

می شود نامیده G−دوکامل فضای (X,MM,N , T ) شهودی فازی شبه−متریک فضای .۵.۶.۴ تعریف

یک MM,N گوییم حالت این در باشد. G−کامل ،(X,Mi
M,N , T ) شهودی فازی متریک فضای اگر

می باشد. X در G−کامل شهودی فازی شبه−متریک فضای

صورت این در باشد. شهودی فازی شبه−متریک فضای یک (X,MM,N , T ) کنیم فرض .۵.۶.۵ لم

است. نزولی غیر ،X در x, y هر برای t به نسبت MM,N(x, y, t)

می باشد. شهودی متریک فضاهای برهان مشابه اثبات.

X۲ × در فازی مجموعه های M,N و بوده شبه−متریک فضای یک (X, d) کنیم فرض .۵.۶.۶ مثال

می شوند تعریف صورت این به که باشند (۰,∞)

Md
M,N(x, y, t) = (M(x, y, t), N(x, y, t)) = (

t

t+ d(x, y)
,

d(x, y)

t+ d(x, y)
).

می باشد. شهودی فازی شبه−متریک فضای یک (X,Md
M,N ,∧) صورت این در

فازی شبه−متریک فضاهای در باناخ ثابت نقطه قضیه ۵ .۶ .۱

X روی IB−انقباض یک شهودی باشد. فازی شبه−متریک فضای یک (X,MM,N , T ) کنیم فرض

و x, y ∈ X هر برای که باشد داشته وجود k ∈ (۰, ۱) ثابت که طوری به است f مانند خود−نگاشتی

کند. صدق زیر شرط در t > ۰

Mi
M,N(f(x), f(y), kt) ≥L∗ Mi

M,N(x, y, t).

.[۶] است دیگران و آلاکا۸ نتیجه بسط زیر قضیه
8Alaca
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G−دوکامل منگر شهودی فازی شبه−متریک فضای یک (X,MM,N , T ) کنیم فرض .۵.۶.۷ قضیه

می باشد. یکتا ثابت نقطه دارای X روی IB−انقباض هر صورت این در باشد.

ارشمیدسی غیر شهودی فازی شبه−متریک فضاهای در بودن G−کامل ۵ .۶ .۲

(IFQM3) مثلثی نامساوی ،(X,MM,N , T شهودی( فازی شبه−متریک فضای در اگر .۵.۶.۸ تعریف

جایگزین t > ۰ و x, y ∈ X هر برای ۵.۶.۱ در

Mi
M,N(f(x), f(y), kt) ≥L∗ Mi

M,N(x, y, t)

می شود. نامیده ارشمیدسی غیر شهودی شبه−متریک فضا، این آن گاه شود

نشان می توان بلافاصله صورت این در باشد. شبه−متریک فضای یک (X, d) کنیم فرض .۵.۶.۹ مثال

(X,Md
M,N ,∧) اگر تنها و اگر است ارشمیدسی غیر شهودی شبه−متریک فضای یک (X, d) که داد

باشد. ارشمیدسی غیر فازی شبه−متریک فضای یک

(X,MM,N , T ) ارشمیدسی غیر شهودی شبه−متریک فضای در G−کامل کوشی دنباله هر .۵.۶.۱۰ قضیه

است. کوشی دنباله یک می باشد، هازدیک نوع از T که

δ ∈ (۰, ۱) ،ε ∈ (۰, ۱) هر برای می باشد، هازدیک نوع از ε ∈ (۰, ۱) هر برای T چون اثبات.

داریم m ∈ N هر برای که طوری به دارد وجود

T m(Ns(δ), · · · ,Ns(δ)) >L∗ Ns(ε).

ارشمیدسی غیر شهودی فازی شبه−متریک فضای در G−کامل کوشی دنباله یک {xn} کنیم فرض

که باشد به گونه ای n۰ مثبت صحیح عدد و ε ∈ (۰, ۱), t > ۰ کنیم فرض باشد. (X,MM,N , T )

n ≥ n۰ هر برای

Mi
M,N(xn, xn+۱, t) >L∗ Ns(ε).
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داریم j > ۰ و n ≥ n۰ هر برای صورت این در

Mi
M,N(xn, xn+j, t)

≥L∗T j−۱(Mi
M,N(xn, xn+۱, t), · · · ,Mi

M,N(xn+j−۱, xn+j, t))

≥L∗T j−۱(Ns(δ), · · · ,Ns(δ))

≥L∗Ns(ε).

ارشمیدسی غیر شهودی فازی شبه−متریک فضای در کوشی دنباله یک {xn} که می دهد نشان این

می شود. کامل برهان نتیجه در می باشد. (X,MM,N , T )

(X,MM,N , T ) G−دوکامل ارشمیدسی غیر شهودی فازی شبه−متریک فضای هر .۵.۶.۱۱ قضیه

است. G−کامل باشد، هازدیک نوع از T که

ارشمیدسی غیر شهودی فازی شبه−متریک فضای در G−کوشی دنباله یک {xn} کنیم فرض اثبات.

(X,MM,N , T ) در کوشی دنباله یک {xn} ،۵.۶.۱۰ از استفاده با باشد. (X,MM,N , T )

داریم t > ۰ هر برای که طوری به دارد وجود x ∈ X نتیجه در می باشد.

lim
n→∞

Mi
M,N(x, xn, t) = ۱L∗ .

G−دوکامل دنباله یک (X,MM,N , T ) یعنی است G−کامل دنباله یک (X,Mi
M,N , T ) بنابراین

می باشد.

کلمات دامنه در کاربرد هایی ۵ .۶ .۳

روی نامتناهی و متناهی (”کلمات”) دنباله های همه مجموعه
∑∞ و غیرتهی الفبای یک

∑
کنیم فرض

می باشد.
∑∞ از عضوی ∅ تهی دنباله که می کنیم انتخاب را قراردادی باشد.

∑
دیگر عبارت به می دهیم نشان ⊑ صورت به

∑∞ در را پیشوند ترتیب

x ⊑ y ⇐⇒ باشد y پیشوند x
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آن گاه ،l(∅) = ۰ و x ̸= ∅ که زمانی نتیجه در می دهیم. نشان l(x) با را x طول x ∈
∑∞ هر برای

این در باشد. y و x مشترک پیشوند x ⊓ y می کنیم فرض x, y ∈
∑∞ هر برای .l(x) ∈ [۱, ۰)

صورت به که
∑∞ ×

∑∞ روی d⊑ تابع صورت

d⊑(x, y) =

{
۰, x ⊑ y اگر
۲−l(x⊓y), اینصورت غیر در

بیشتر جزئیات (برای ۲−∞ = ۰ می کنیم قرارداد است.
∑∞ روی شبه−متریک یک می کنیم تعریف

باشد: شده تعریف زیر صورت به Md⊑۱
M,N(x, y, t) کنیم فرض .([۱۳۰] به کنید رجوع

.x, y ∈
∑∞ هر برای Md⊑۱

M,N(x, y, ۰) = ۰L∗ •

.t > ۰ و باشد y پیشوند x اگر Md⊑۱
M,N(x, y, t) = ۱L∗ •

.t ∈ (۰, ۱] و نباشد y پیشوند x اگر Md⊑۱
M,N(x, y, t) = Ns(۲−l(x⊓y)) •

.t > ۰ و نباشد y پیشوند x اگر Md⊑۱
M,N(x, y, t) = ۱L∗ •

G−کامل ارشمیدسی غیر شهودی فازی شبه−متریک فضای یک (
∑∞,Md⊑۱

M,N ,∧) .۵.۶.۱۲ قضیه

است.

ببینید. را [۱۳۰] مرجع اثبات.

صورت به Md⊑
M,N(x, y, t) کنیم فرض

Md⊑
M,N(x, y, t) =


۰L∗ x, y ∈

∑∞ هر برای و t = ۰ )اگر
t

t+۲−l(x⊓y) ,
۲−l(x⊓y)

t+۲−l(x⊓y)

)
نباشد y پیشوند x و t > ۰ اگر

۱L∗ باشد y پیشوند x و t > ۰ اگر

شود. تعریف

کامل ارشمیدسی غیر شهودی فازی شبه−متریک فضای یک (
∑∞,Md⊑۱

M,N ,∧) .۵.۶.۱۳ قضیه

است. G−کامل
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معادله می کنیم. بررسی را سریع مرتب ساز الگوریتم های پیچیدگی ،۵.۶.۷ از استفاده با اکنون،

بازگشتی

(Φ(x))۱ = T (۱). (Φ(x))n =
۲(n− ۱)

n
+
n+ ۱
n

xn−۱

دست به مرتب ساز الگوریتم های میانگین حالت بررسی در می دهیم. نمایش T با را n ≥ ۱ هر برای

کنید). رجوع [۱۳۰ [؟، (به می آید

تابع .
∑

= [۰,∞) دیگر عبارت به باشد غیرمنفی حقیقی اعداد مجموعه
∑

الفبای کنیم فرض

صورت به n ≥ ۲ هر برای که Φ :
∑∞ −→

∑∞

(Φ(x))۱ = T (۱). (Φ(x))n =
۲(n− ۱)

n
+
n+ ۱
n

xn−۱

می نویسیم باشد، n < ∞ طول دارای x ∈
∑∞ اگر ) می دهیم نمایش T نماد با را شده تعریف

.(x := x۱x۲ · · · می نویسیم: باشد، نامتناهی کلمه یک x اگر و x := x۱x۲ · · ·xn

غیر شهودی فازی شبه−متریک فضای روی IB−انقباضی نگاشت یک Φ که می دهیم نشان حال

می باشد. ۱/۲ انقباض ثابت با (
∑∞,Md⊑

M,N ,∧) G−کامل ارشمیدسی

زمانی l(Φ(x)) = ∞ ویژه (به .l(Φ(x)) = l(x) + ۱ داریم x, y ∈
∑∞ هر برای کار این با

هر برای نتیجه در .x ⊑ y اگر تنها و اگر Φ(x) ⊑ Φ(y) که است واضح علاوه به (l(x) = ∞ که

داریم x, y ∈
∑∞

Φ(x ⊓ y) ⊑ Φ(x) ⊓ Φ(y).

داریم x, y ∈
∑∞ هر برای بنابراین

l(Φ(x ⊓ y)) ⊆ l(Φ(x) ⊓ Φ(y)).

داریم t > ۰ هر برای آن گاه باشد، y پیشوند x اگر که می گیریم نتیجه قبلی، نتایج به توجه با پس

Md⊑
M,N(Φ(x),Φ(y), t/۲) = Md⊑

M,N(x, y, t) = ۱L∗
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داشت خواهیم t > ۰ هر برای آن گاه نباشد، y پیشوند x اگر و

Md⊑
M,N(Φ(x),Φ(y), t/۲)

=

(
t/۲

(t/۲) + ۲−l(Φ(x)⊓Φ(y))
,

۲−l(Φ(x)⊓Φ(y))

(t/۲) + ۲−l(Φ(x)⊓Φ(y))

)

≥L∗

(
t/۲

(t/۲) + ۲−l(Φ(x⊓y)) ,
۲−l(Φ(x⊓y))

(t/۲) + ۲−l(Φ(x⊓y))

)

=

(
t/۲

(t/۲) + ۲−(l(x⊓y)+۱) ,
۲−(l(x⊓y)+۱)

(t/۲) + ۲−(l(x⊓y)+۱)

)

=

(
t

t+ ۲−(l(x⊓y)) ,
۲−(l(x⊓y))

t+ ۲−(l(x⊓y))

)
=Md⊑

M,N(x, y, t).

داریم مشابه طور به

Md⊑
M,N(Φ(y),Φ(x), t/۲) ≥L∗ Md⊑

M,N(y, x, t)

،۵.۶.۷ طبق می باشد. ۱/۲ انقباض ثابت با
∑∞,Md⊑

M,N ,∧ روی IB−انقباض یک Φ بنابراین،

می باشد T بازگشتی معادله فرد به منحصر جواب که می باشد z = z۱z۲ · · · یکتای ثابت نقطه دارای Φ

داریم n ≥ ۲ هر برای دیگر عبارت به

z۱ = ۰, zn =
۲(n− ۱)

n
+
n+ ۱
n

zn−۱.

است.

ثابت نقطه قضایای و پیمانه ای توابع ۵ .۷

برای را جدید ثابت نقطه قضیه چند و کرده بررسی را φ پیمانه ای توابع از جدیدی نوع بخش، این در

.[۸۲] می رسانیم اثبات به H نوع t−نرم نرم با فازی متریک فضاهای در فازی φ−انقباض های

،t > ۰ هر برای آن ها در که φ : (۰,∞) → (۰,∞) صورت به توابع تمام خانواده Φw نماد با

می دهیم. نشان را limn→∞ φn(r) = ۰ که طوری به باشد داشته وجود r ≥ t
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نوع ∗ t−نرم با کامل منگر فازی متریک فضای (X,M, ∗) کنیم فرض .([۶۹ ،۶۹]) .۵.۷.۱ قضیه

در t > ۰ و x, y ∈ X هر برای یعنی باشد، فازی انقباض −φ یک T : X → X اگر باشد. H

شرط

M(Tx, Ty, φ(t)) ≥M(x, y, t) (۵ .۷ .۱)

هر برای {T n(x۰)} دنباله و بوده x∗ ∈ X یکتا ثابت نقطه دارای T آن گاه ،φ ∈ Φw که کند صدق

همگراست. x∗ به x۰ ∈ X

r > t ،t > ۰ هر برای که طوری به باشد φ : R+ → R+ توابع تمام خانواده Φk کنیم فرض

که طوری به موجود باشد

۰ ≤ lim
n→∞

φn(r) < t < r.

داریم t > ۰ هر برای صورت این در باشد. φ ∈ Φk که می کنیم فرض

Lt =
{
r > t : ۰ ≤ lim

n→∞
φn(r) < t < r

}
̸= ∅.

اگر می باشد. تابع یک Φk کنیم فرض .۵.۷.۲ لم

۰ < xi+۱ = lim
n→∞

φn(x(i)۰ ) < xi < x(i)۰

داریم آن گاه ،i ≥ ۱ هر برای x(i)۰ ∈ Lxi
و x۱ > ۰ هر برای

inf
{tm}∈T

{
t۰ : lim

m→∞
tm = t۰

}
= ۰

.T =
{
{xm} : xi+۱ = limn→∞ φn(x(m)

۰ ), x(i)۰ ∈ Lxi

}
که

و است نزولی دنباله یک {tm} ،{tm} ∈ T هر برای که داد نشان می توان آسانی به اثبات.

inf
{tm}∈T

{t۰ : lim
m→∞

tm = t۰} ≥ ۰.
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{tm} ∈ T هر برای که است واضح .inf{tm}∈T{t۰ : limm→∞ tm = t۰} = t′ > ۰ کنیم فرض

یعنی، .tm > t′ داریم m ∈ {۱, ۲, ۳, · · · } و

lim
n→∞

φn(x) > t′ (۵ .۷ .۲)

وجود t′۰ > t′ ،φ ∈ Φk چون .m ∈ {۱, ۲, ۳, · · · } هر برای x ∈ Ltm و {tm} ∈ T هر برای

که طوری به دارد

۰ ≤ lim
n→∞

φn(t′۰) < t′ (۵ .۷ .۳)

که طوری به دارد وجود {ym} ∈ T اینفیمم، تعریف طبق ،ε۰ =
t′۰−t′

۲ برای

y = lim
m→∞

ym < t′ + ε۰ =
t′۰ + t′

۲
< t′۰.

داریم m ≥ N هر برای که طوری به دارد وجود N ∈ N بنابراین

ym < t′۰, lim
n→∞

φn(t′۰) < ym

داریم (۵ .۷ .۲) از استفاده با و {ym} ∈ T چون .t′۰ ∈ Lym ،m ∈ N هر برای می دهد نتیجه این که

می شود. نتیجه حکم لذا و است متناقض (۵ .۷ .۳) با این که limn→∞ φn(t′۰) > t′

به دارد وجود Nr ∈ N ،r ∈ Lt و t > ۰ هر برای باشد. تابع یک φ ∈ Φk کنیم فرض .۵.۷.۳ لم

.n ≥ Nr هر برای ،φn(r) < t و φNr(r) < t ≤ φNr−۱(r) که طوری

به دارد وجود N ∈ N لذا و limn→∞ φn(r) < t داریم φ ∈ Φk ،r ∈ lt هر برای چون اثبات.

داریم n ≥ N هر برای که طوری

φn(r) < t.

مجموعه نتیجه در .φ۰(r) = r > t زیرا ،N ≥ ۱ که داد نشان می توان راحتی به

{N ∈ N : φn(r) < t, ∀n ≥ N}
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که طوری به دارد وجود Nr = infN∈N{φN(r) < t} یعنی، است. پایین کران یک دارای

φNr(r) < t ≤ φNr−۱(r)

می کند. کامل را برهان این و

دنباله یک {xn} و ∗ کمینه t−نرم با منگر فازی متریک فضای یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۷.۴ لم

که طوری به باشد داشته وجود φ ∈ Φk تابع اگر باشد. (X,M, ∗) در

.t > ۰ هر برای ،φ(t) > ۰ (a)

.t > ۱ و n,m ≥ ۱ هر برای ،M(xn, xm, φ(t)) ≥M(xn−۱, xm−۱, t) (b)

می باشد. X در کوشی دنباله یک {xn} آن گاه

.φn(t) > ۰ ،t > ۰ و n ∈ N هر برای که می دهد نتیجه (a) شرط که است واضح اثبات.

داریم t > ۰ هر برای که می کنیم اثبات اکنون،

lim
n→∞

M(xn, xn+۱, t) = ۱. (۵ .۷ .۴)

داریم t > ۰ و n ∈ N هر برای ،(b) شرط طبق

M(xn, xn+۱, φ(t)) ≥M(xn−۱, xn, t). (۵ .۷ .۵)

،(t→ ∞ که (زمانی M(x۰, x۱, t) → ۱ داریم ε ∈ (۰, ۱] هر برای که این از داریم توجه

که طوری به دارد وجود t۱ > ۰ می گیریم نتیجه

M(x۰, x۱, t۱) > ۱ − ε.

داریم ε ∈ (۰, ۱] هر برای Lt۱ پس ،φ ∈ Φk چون

lim
n→∞

φn(x(۱)۰ ) ≥ ۰.
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در .limn→∞ φn(t(۱)۰ ) = ۰ که طوری به باشد داشته وجود t(۱)۰ ∈ Lt۱ که کنیم فرض .۱ حالت

طبق .φn(t(۱)۰ ) < t ،n ≥ n۱ هر برای که طوری به دارد وجود n۱ ∈ N ،t > ۰ هر برای نتیجه

داریم: n ≥ n۰ هر برای است نزولی غیر فازی، متریک چون ،(۵ .۷ .۵)

۱ − ε < M(x۰, x۱, t۱)

≤M(x۰, x۱, t
(۱)
۰ )

≤M(x۱, x۲, φ(t
(۱)
۰ ))

≤ · · ·

≤M(xn, xn+۱, φ
n(t(۱)۰ ))

≤M(xn, xn+۱, t).

است. برقرار (۵ .۷ .۴) نتیجه در

i ∈ و tj > ۰, j ∈ {۱, ۲, · · · , i} که دارد وجود t(j)۰ ∈ Ltj کنیم فرض .۲ حالت

j ∈ {۱, ۲, · · · , i−۱} هر برای ،tj+۱ = limn→∞ φn(t(j)۰ ) > ۰ که طوری به ،{۲, ۳, ۴, · · · }

n ≥ nj هر برای که طوری به دارد وجود nj ∈ N فرض، طبق ti+۱ = limn→∞ φn(t(i)۰ ) = ۰ و

،t > ۰ هر برای که می گیریم نتیجه tj+۱ = limn→∞ φn(t(i)۰ ) = ۰ چون .φn(t(j)۰ ) < tj۰ داریم

نزولی غیر فازی متریک چون .φn(t(i)۰ ) < t داریم n ≥ ni هر برای که طوری به دارد وجود ni ∈ N

داریم n ∈ N و n ≥
∑i

k=۱ nk هر برای ،(۵ .۷ .۵) به بنا است،

۱ − ε < M(x۰, x۱, t۱)

≤M(x۰, x۱, t
(۱)
۰ )

≤M(x۱, x۲, φ(t
(۱)
۰ ))

≤ · · ·

≤M(xn۱ , xn۱+۱, φ
n۱(t(۱)۰ ))

۳۷



≤M(xn۱ , xn۱+۱, t
(۲)
۰ )

≤M(xn۱ , xn۱+۲, φ(t
(۲)
۰ ))

≤ · · ·

≤M(xn۱+n۲ , xn۱+n۲+۱, φ
n۲(t(۲)۰ ))

≤ · · ·

≤M(xn۱+···+ni−۱, xn۱+···+ni−۱+۱, φ
ni−۱(t(i−۱)

۰ ))

≤M(xn۱+···+ni
, xn۱+···+ni+۱, t

(i)
۰ )

≤ · · ·

≤M(xn۱+···+ni−۱, xn۱+···+ni−۱+۲, φ(t
(i)
۰ ))

≤ · · ·

≤M(xn۱+···+ni
, xn۱+···+ni+۱, φ

ni(t(i)۰ ))

≤M(xn, xn+۱, t).

ti+۱ = باشیم داشته i ∈ {۱, ۲, ۳, · · · } و t(i)۰ ∈ Lti هر برای کنیم فرض .۳ حالت

.inf{tm}∈T{t۰ : limm→∞ tm = t۰} = ۰ داریم ۵.۷.۲ طبق .limn→∞ φn(t(i)۰ ) > ۰

وجود k ∈ N بنابراین .limm→∞ tm = t۰ < t که طوری به دارد وجود {tm} ،t > ۰ هر برای پس

nm ∈ N ،limn→∞ φn(t(m)
۰ ) = tm+۱ چون اما .tm < t ،m ≥ k هر برای که طوری به دارد

غیر فازی، متریک چون .φn(t(m)
۰ ) < t داریم n ≥ nm و m ≥ k هر برای که طوری به دارد وجود

داریم: ،h ∈ N و m ≥ k که n = h+
∑m

i=۱ ni هر برای ،(۵ .۷ .۴) طبق می باشد، نزولی

۱ − ε < M(x۰, x۱, t۱)

≤M(x۰, x۱, t
(۱)
۰ )

≤M(x۱, x۲, φ(t
(۱)
۰ ))
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≤ · · ·

≤M(xn۱ , xn۱+۱, φ
n۱(t(۱)۰ ))

≤M(xn۱ , xn۱+۱, t
(۲)
۰ )

≤M(xn۱+۱, xn۱+۲, φ(t
(۲)
۰ ))

≤ · · ·M(xn۱+n۲ , xn۱+n۲+۱, φ
n۲(t(۲)۰ ))

≤ · · ·

≤M(xn۱+···+nm−۱ , x۱+n۱+···+nm−۱ , φ
nm−۱(t(m−۱)

۰ ))

≤M(xn۱+···+nm−۱ , x۱+n۱+···+nm−۱ , (t
(m)
۰ )

≤M(xn۱+···+nm−۱+۱, xn۱+···+nm−۱+۲, φ(t
(m)
۰ ))

≤ · · ·

≤M(xn۱+···+nm , xn۱+···+nm+۱ , φ
nm(t(m)

۰ ))

≤ · · ·

≤M(xn۱+···+nm+h, xn۱+···+nm+h+۱, φ
nm+h(t(m)

۰ ))

≤M(xn۱+···+nm+h, xn۱+···+nm+h+۱, t)

=M(xn, xn+۱, t)

وجود Nr ∈ N ،۵.۷.۳ به بنا پس .limn→∞M(xn, xn+۱, t) = ۱ داریم t > ۰ هر برای نتیجه در

و k ∈ N هر برای صورت این در باشد. شده داده n ∈ N کنیم فرض .φNr(r) < t که طوری به دارد

۳۹



داریم: r ∈ Lt

M(xn+۱, xn+k+۱, t)

=M(xn+۱, xn+k+۱, t− φNr(r) + φNr(r))

≥M(xn, xn+۱, t− φNr(r)) ∗M(xn+۱, xn+k+۱, φ
Nr(r))

≥M(xn, xn+۱, t− φNr(r)) ∗M(xn, xn+k, φ
Nr−۱(r))

≥M(xn, xn+۱, t− φNr(r)) ∗M(xn, xn+k, t)

≥M(xn, xn+۱, t− φNr(r)) ∗ · · · ∗M(xn, xn+۱, t− φNr(r))

(۵ .۷ .۶)

است. تمام اثبات پس است. کوشی دنباله یک {xn} که دهیم نشان می توانیم سادگی به بنابراین

φ ∈ Φk تابع اگر .x, y ∈ X و باشد منگر فازی متریک فضای (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۷.۵ لم

باشیم داشته t > ۰ هر برای که طوری به (φ(t) > ۰ آن در (که باشد داشته وجود

M(x, y, φ(t)) ≥M(x, y, t) (۵ .۷ .۷)

.x = y آن گاه

.t > ۰ هر برای M(x, y, t) = ۱ که دهیم نشان باید فقط ،x = y این که اثبات برای اثبات.

t۱ > ۰ ،ε ∈ (۰, ۱] هر برای که می شود نتیجه ،t → ∞ که زمانی M(x, y, t) → ۱ از

که دارد وجود Lt۱ می گیریم نتیجه φ ∈ Φk از .M (x, y, t۱) > ۱ − ε که طوری به دارد وجود

.x(۱)۰ ∈ Lt۱ هر برای limn→∞ φn
(
x(۱)۰
)
≥ ۰

بنابراین، .limn→∞ φn
(
t(۱)۰
)
= ۰ که طوری به دارد وجود t(۱)۰ ∈ Lt۱ کنیم فرض .۱ حالت

متریک چون .n ≥ n۱ هر برای φn
(
t(۱)۰
)
< t که طوری به دارد وجود n۱ ∈ N ،t > ۰ هر برای
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داریم ،(۵ .۷ .۷) از نیست، نزولی فازی،

۱ − ε < M (x, y, t۱)

≤M
(
x, y, φ

(
t(۱)۰
))

≤ · · ·

≤M
(
x, y, φn

(
t(۱)۰
))

≤M(x, y, t).

.x = y بنابراین .n ≥ n۱ هر برای

i ∈ و tj > ۰, j ∈ {۱, ۲, · · · , i} آن در که باشد داشته وجود t(j)۰ ∈ Ltj کنیم فرض .۲ حالت

j ∈ {۱, ۲, · · · , i−۱} هر برای tj+۱ = limn→∞ φn
(
t(j)۰
)
> ۰ که طوری به ،{۲, ۳, ۴, · · · }

φn
(
t(j)۰
)
< t(j)۰ که طوری به دارد وجود nj ∈ N فرض، طبق .ti+۱ = limn→∞ φn

(
t(i)۰
)
= ۰ و

،t > ۰ هر برای که می شود نتیجه ،ti+۱ = limn→∞ φn
(
t(i)۰
)
= ۰ چون .n ≥ nj هر برای

نیست، نزولی فازی، متریک چون .n ≥ ni هر برای φn
(
t(i)۰
)
< t که طوری به دارد وجود ni ∈ N

می آوریم دست به n ≥ ni هر برای ،(۵ .۷ .۷) از

۱ − ε < M (x, y, t۱)

≤M
(
x, y, t(۱)۰

)
≤M

(
x, y, φ

(
t(۱)۰
))

≤ · · ·

≤M
(
x, y, φn۱

(
t(۱)۰
))

≤M
(
x, y, t(۲)۰

)
≤M

(
x, y, φ

(
t(۲)۰
))

≤ · · ·

≤M
(
x, y, φn۲

(
t(۲)۰
))
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≤ · · ·

≤M
(
x, y, φni−۱

(
t(i−۱)
۰

))
≤M

(
x, y, t(i)۰

)
≤ · · ·

≤M
(
x, y, φ

(
t(i)۰
))

≤ . . .

≤M
(
x, y, φni

(
t(i)۰
))

≤M
(
x, y, φn

(
t(i)۰
))

≤M(x, y, t)

.x = y یعنی t؛ > ۰ هر برای M(x, y, t) = ۱ می دهد نتیجه که

i ∈ و t(i)۰ ∈ Lti هر برای ti+۱ = limn→∞ φn
(
t(i)۰
)
> ۰ کنیم فرض .۳ حالت

برای صورت، این در .inf{tm}∈T {t۰ : limm→∞ tm = t۰} = ۰ ،۵.۷.۲ طبق .{۱, ۲, ۳, · · · }

به دارد وجود k ∈ N بنابراین و limm→∞ tm = t۰ < t که طوری به دارد وجود {tm} ،t > ۰ هر

دارد وجود nm ∈ N ،limn→∞ φn
(
t(m)
۰
)
= tm+۱ چون اما .m ≥ k هر برای tm < t که طوری

از نیست، نزولی فازی، متریک چون .m ≥ k و n ≥ nm هر برای φnm
(
t(m)
۰
)
< t که طوری به

می آوریم دست به n = j + nm هر برای ،(۵ .۷ .۷)

۱ − ε < M (x, y, t۱)

≤M
(
x, y, t(۱)۰

)
≤M

(
x, y, φ

(
t(۱)۰
))

≤ · · ·

≤M
(
x, y, φn۱

(
t(۱)۰
))
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≤M
(
x, y, t(۲)۰

)
≤M

(
x, y, φ

(
t(۲)۰
))

≤ · · ·

≤M
(
x, y, φn۲

(
t(۲)۰
))

≤ · · ·

≤M
(
x, y, φnm−۱ (t(m−۱)

۰
))

≤M
(
x, y, t(m)

۰
)

≤ · · ·

≤M
(
x, y, φ

(
t(m)
۰
))

≤ · · ·

≤M
(
x, y, φnm

(
t(m)
۰
))

≤ · · ·

≤M
(
x, y, φnm+j

(
t(m)
۰
))

≤M
(
x, y, φn

(
t(m)
۰
))

≤M(x, y, t)

.x = y یعنی ،t > ۰ هر برای M(x, y, t) = ۱ می گیریم نتیجه پس .j ∈ N و m ≥ k آن در که

می کند. کامل را اثبات این

اگر باشد. کمینه t−نرم با منگر کامل فازی متریک فضای یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۷.۶ قضیه

و φ ∈ Φk که صدق کند، (۵ .۵ .۷) شرط در یعنی، باشد؛ فازی φ−انقباض یک T : X → X

و است x∗ ∈ X فرد به منحصر ثابت نقطه یک دارای T صورت این در .t > ۰ هر برای φ(t) > ۰

است. همگرا x۰ ∈ X هر برای x∗ ∈ X به {T n (x۰)} دنباله علاوه، به

۴۳



داریم ،(۵ .۵ .۷) طبق .n ∈ N هر برای xn = Txn−۱ و x۰ ∈ X کنیم فرض اثبات.

M (xn, xm, φ(t)) =M (Txn−۱, Txm−۱, φ(t))

≥M (xn−۱, xm−۱, t) .

کوشی دنباله یک {xn} که می گیریم نتیجه ۵.۷.۴ طبق .t > ۰ و m,n ∈ {۲, ۳, · · · } هر برای

.xn → x∗ ∈ X که می کنیم فرض است، کامل X چون است. (X,M, ∗)

داریم است. T ثابت نقطه یک x∗ که می کنیم ثابت اکنون،

M (x∗, Tx∗, t) ≥M

(
x∗, xn+۱,

t

۲

)
∗M

(
Txn, Tx∗,

t

۲

)
≥ ∗an ∗ an (۵ .۷ .۸)

که زمانی an → ۱ که داریم توجه .an = M
(
x∗, xn+۱,

t
۲

)
∗ M

(
Txn, Tx∗,

t
۲

)
آن در که

.M (x∗, Tx∗, t) = ۱ داریم t > ۰ هر برای ،(۵ .۷ .۸) در n → ∞ کردن فرض با .n → ∞

.Tx∗ = x∗ بنابراین

از دیگری ثابت نقطه y∗ کنیم فرض می دهیم. نشان را x∗ ثابت نقطه بودن منحصربه فرد سرانجام،

داریم ،(۵ .۵ .۷) طبق .Ty∗ = y∗ یعنی، است، T

M (x∗, y∗, φ(t)) =M (Tx∗, T y∗, φ(t)) ≥M (x∗, y∗, t) .

می کند. کامل را اثبات این و x∗ = y∗ که می گیریم نتیجه ۵.۷.۵ قضیه از .t > ۰ هر برای

از استفاده با فازی متریک فضاهای در مشترک نقطه قضایای ۵ .۸
CLRg−خاصیت

به همیشه (E.A) خاصیت مفاهیم که دادند نشان [۱۴۴] در کومام۱۰ و سینتوناراوات۹ ،۲۰۱۱ سال در

آن ها رو این از دارند. نیاز مشترک ثابت نقطه وجود برای زیرین زیرفضاهای بودن) بسته (یا بودن کامل

بسته (یا بودن کامل به نیاز که (CLR خلاصه، طور (به محدوده۱۲ خاصیت در را مشترک۱۱ حد ایده
9Sintunaravat
10Kumam
11common limit
12range property
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مفهوم این طریق از را ثابت نقطه نتایج از برخی هم چنین آن ها می کند. برطرف را زیرین زیرفضای بودن)

کردند. ثابت فازی متریک فضاهای در

و دادند گسترش دوتایی حالت در را (CLR) خاصیت مفهوم همکاران، و جین۱۳ ،[۸۱] در اخیراً

خاصیت با همراه سازگار ضعیف نگاشت جفت یک برای را دوتایی ثابت نقطه قضایای برخی هم چنین

کردند. ثابت فازی متریک فضاهای در (CLR)

سازگار ضعیف نگاشت های برای جدید مشترک ثابت نقطه قضایای برخی بررسی بخش، این از هدف

در مشترک حد از استفاده با کنترلی توابع از برخی تحت را یافته تعمیم انقباضی شرایط از برخی که است

می کند. صدق فازی متریک فضاهای در محدوده خاصیت

نظریه در نتایج از بسیاری با مقایسه در که کنیم، فرض را فضا بودن کامل نیست لازم شرایط این در

و [۸۱] در سایرین و جین اخیر نتایج از برخی بخش این در اصلی نتایج مهمی است. مزیت ثابت، نقطه

برخی خود، اصلی نتیجه بسط عنوان به می دهند. گسترش و تعمیم را دیگر منابع در بسیاری نتایج هم چنین

دوتایی/سه تایی/چهارتایی مشترک ثابت نقطه نتایج عنوان به را بعدی چند مشترک ثابت نقاط نتایج از

زیر مقدمات از برخی می دهیم. ارائه خود اصلی نتایج دادن نشان برای مثال چند هم چنین، می کنیم. بیان

یافت. [۱۲۹] در می توان نیز را

و تهی غیر مجموعه یک نشان دهنده X پس، این از باشد. مثبت صحیح عدد یک N کنیم فرض

n بخش، این سراسر در هم چنین، است.
N︷ ︸︸ ︷

X ×X × · · · ×X ضرب حاصل فضای نشان دهنده XN

i, j ∈ {۱, ۲, · · · , N} است، مثبت حقیقی عدد یک t هستند، مثبت صحیح اعداد دهنده نشان m و

باشند. نگاشت سه f, g : X → X و F : XN → X می کنیم فرض ادامه، در .I := [۰, ۱] و

می شود. داده نشان gx با g(x) اختصار، برای

نقطه که می گوییم صورت این در باشند. نگاشت دو f, g : X → X کنیم فرض .۵.۸.۱ تعریف

:x ∈ X

.fx = x اگر است f ثابت نقطه یک .۱
13Jain
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.fx = gx اگر است g و f تلاقی نقطه یک .۲

.fx = gx = x اگر است g و f مشترک ثابت نقطه یک .۳

این در باشند. نگاشت دو g : X → X و F : X۲ → X کنیم فرض ([۲۷]) .۵.۸.۲ تعریف

:(x, y) ∈ X۲ نقطه که می گوییم صورت

.F (y, x) = y و F (x, y) = x اگر است F دوتایی ثابت نقطه یک .۱

اگر است g و F دوتایی تلاقی نقطه یک .۲

F (x, y) = gx, F (y, x) = gy.

اگر است g و F دوتایی مشترک ثابت نقطه یک .۳

F (x, y) = gx = x, F (y, x) = gy = y.

این در باشند. نگاشت دو g : X → X و F : X۳ → X کنیم فرض ([۲۸ ،۲۳]) .۵.۸.۳ تعریف

:(x, y, z) ∈ X۳ نقطه می گوییم صورت

اگر است F سه تایی ثابت نقطه یک .۱

F (x, y, z) = x, F (y, x, y) = y, F (z, y, x) = z.

اگر است g و F سه تایی تلاقی نقطه .۲

F (x, y, z) = gx, F (y, x, y) = gy, F (z, y, x) = gz.

اگر است g و F سه تایی مشترک ثابت نقطه یک .۳

F (x, y, z) = gx = x, F (y, x, y) = gy = y, F (z, y, x) = gz = z.

این در باشند. نگاشت دو g : X → X و F : X۴ → X کنیم فرض ([۸۹ ،۹۱]) .۵.۸.۴ تعریف

:(x, y, z, t) ∈ X۴ نقطه که می گوییم صورت
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اگر است F چهارتایی ثابت نقطه یک .۱

F (x, y, z, t) = x, F (y, z, t, x) = y,

F (z, t, x, y) = z, F (t, x, y, z) = t.

اگر است g و F چهارتایی تلاقی نقطه یک .۲

F (x, y, z, t) = gx, F (y, z, t, x) = gy,

F (z, t, x, y) = gz, F (t, x, y, z) = gt.

اگر است g و F چهارتایی مشترک ثابت نقطه یک .۳

F (x, y, z, t) = gx = x, F (y, z, t, x) = gy = y,

F (z, t, x, y) = gz = z, F (t, x, y, z) = gt = t.

فضاهای در را بعدی چند ثابت/تلاقی/مشترک نقاط مفاهیم [۱۲۹ ،۱۲۸] در همکاران و رولدان۱۴

از نقاط، این بودن فرد به منحصر و وجود تضمین برای کردند. معرفی متریک فضاهای و فازی متریک

می کنیم: استفاده زیر نمادهای و خاصیت ها

(یا هستند ضعیف سازگار که می شود گفته f, g : X → X نگاشت های .۱ .([۲]) ۵.۸.۵ تعریف

است) w−سازگار ،(f, g) جفت

fgx = gfx

F : XN → X نگاشت های ،N ∈ {۲, ۳, ۴} هر برای .۲ .fx = gx که طوری به x ∈ X هر برای

اگر است) ۰w−سازگار ،(F, g) جفت (یا هستند ضعیف سازگار که می شود گفته g : X → X و

می دهد نتیجه F (y, x) = gy و F (x, y) = gx آن گاه ،N = ۲ اگر (الف)

gF (x, y) = F (gx, gy), gF (y, x) = F (gy, gx).

دارد دلالت F (z, y, x) = gz و F (x, y, z) = gx, F (y, x, y) = gy آن گاه ،N = ۳ اگر (ب)

gF (x, y, z) = F (gx, gy, gz)

gF (y, x, y) = F (gy, gx, gy)

gF (z, y, x) = F (gz, gy, gx)

14Roldán
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آن گاه ،N = ۴ اگر (ⅽ)

F (x, y, z, t) = gx, F (y, z, t, x) = gy

F (z, t, x, y) = gz, F (t, x, y, z) = gt

می دهد نتیجه
gF (x, y, z, t) = F (gx, gy, gz, gt)

gF (y, z, t, x) = F (gy, gz, gt, gx)

gF (z, t, x, y) = F (gz, gt, gx, gy)

gF (t, x, y, z) = F (gt, gx, gy, gz)

طور (به g محدوده در را مشترک حد از جدیدی مفهوم کومام و سینتوناراوات ،[۱۴۴] در اخیراً،

فضاهای به را کار این همکاران و جین ،[۸۱] در و فازی متریک فضاهای در CLRg−خاصیت) خلاصه،

حالت از استفاده با ( GV­MFMS خلاصه، طور (به ویرامانی۱۶ و جورج۱۵ تعریف به فازی متریک

دادند. گسترش زیر صورت به دوتایی

نگاشت دو که می گوییم باشد. GV­MFMS یک (X,M, ∗) کنیم فرض ([۸۱]) .۵.۸.۶ تعریف

{xn} دنباله های اگر می کنند صدق CLRg−خاصیت در g : X → X و F : X × X → X

،g(p) به {gxn} و {F (xn, yn)} که طوری به باشند داشته وجود p, q ∈ X و {yn} ⊆ X و

شوند. M−همگرا ،g(q) به {gyn} و {F (yn, xn)} و شوند M−همگرا

زیر خاصیت های در که دهیم نشان را ϕ : (۰,∞) → (۰,∞) توابع همه خانواده Φ با کنیم فرض

می کند: صدق

است. نزولی غیر ϕ (Φ۱)

است. راست سمت از بالایی نیم−پیوسته ϕ (Φ۲)

k ∈ N هر برای ϕk+۱(t) = ϕ
(
ϕk(t)

)
آن در که ،t > ۰ هر برای

∑∞
k=۱
t>۰

ϕk(t) <∞ (Φ۳)

.t > ۰ و
15George
16Veeramani
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این از استفاده با .ϕ ∈ Φ و t > ۰ هر برای ϕ(t) < t که می شود نتیجه ،(Φ۳) از خاص، طور به

کردند. ثابت را زیر نتیجه [۸۱] در همکاران و جین ،Φ خانواده

نوع از پیوسته t−نرم یک ∗ و باشد GV­MFMS یک (X,M, ∗) کنیم فرض .([۸۱]) ۵.۸.۷ قضیه

ϕ ∈ Φ که کنیم فرض و باشند نگاشت دو g : X → X و F : X×X → X کنیم فرض باشد. H

می کند صدق زیر شرط در که دارد وجود

M(F (x, y), F (u, v), ϕ(t)) ≥M(gx, gu, t) ∗M(gy, gv, t)

زیر: شرایط با t > ۰ و x, y, u, v ∈ X هر برای

است. ضعیف سازگار (F, g) جفت (الف)

می کند. صدق CLRg−خاصیت در (F, g) جفت (ب)

فرد به منحصر نقطه یک این، بر علاوه دارند. X در دوتایی تلاقی نقطه یک g و F صورت این در

.x = F (x, x) = gx که طوری به دارد وجود x ∈ X

کمکی نتایج ۵ .۸ .۱

ابتدا می دهیم. نشان داریم، نیاز آن به بخش این اصلی قضایای در که را اساسی نتایج از برخی اکنون،

(X,M, ∗) که کنیم فرض اینجا، در می کنیم. معرفی XN ضرب حاصل فضای در را فازی ساختار چند

و کراموسیل فازی متریک فضای یک یا میشالک۱۸ و کراموسیل۱۷ تعریف به فازی متریک فضای یک

باشد. (KM­FMS خلاصه طور (به میشالک

ضرب حاصل فضای .N ∈ N کنیم فرض و باشد KM­FMS یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۸.۸ لم

نگاشت بگیرید. نظر در را X یکسان نسخه های
N︷ ︸︸ ︷

X ×X × · · · ×X

MNXN ×XN × [۰,∞) → I
17Kramosil
18Michálek
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کنید تعریف زیر صورت به را

MN(A,B, t) =
N∗
i=۱
M (ai, bi, t) (۵ .۸ .۱)

صورت این در .t ≥ ۰ و A = (a۱, a۲, · · · , aN) , B = (b۱, b۲, · · · , bN) ∈ XN هر برای

هستند: برقرار زیر خواص

است. فازی متریک فضای یک نیز
(
XN ,MN , ∗

)
.۱

می شود تعریف زیر صورت به n ≥ ۱ هر برای که باشد XN در دنباله یک {An} کنیم فرض .۲

An =
(
a۱
n, a

۲
n, · · · , aNn

)
داریم صورت این در .A = (a۱, a۲, · · · , aN) ∈ XN کنیم فرض و

An
MN

−→ A⇐⇒ ain
M−→ ai

.i ∈ {۱, ۲, · · · , N} هر برای

دنباله یک {An} آن گاه است، شده تعریف (۲) قسمت در که باشد XN در دنباله ای {An} اگر .۳

باشد. i ∈ {۱, ۲, · · · , N} هر برای M−کوشی دنباله یک {ain} اگر تنها و اگر است MN−کوشی

باشد. کامل
(
XN ,MN , ∗

)
اگر تنها و اگر است کامل (X,M, ∗) فازی متریک فضای یک .۴

.۲ هستند. بدیهی خاصیت ها همه است، پیوسته نگاشت یک ∗ این که گرفتن نظر در با .۱ اثبات

،j ∈ {۱, ۲, · · · , N} و n ∈ N هر برای که داریم توجه

MN (An, A, t) = ∗Ni=۱M
(
ain, ai, t

)
≤ ۱ ∗ ۱ ∗ · · · ∗ ۱ ∗M

(
ajn, aj, t

)
∗ ۱ ∗ · · · ∗ ۱

=M
(
ajn, aj, t

)
≤ ۱.

.j ∈ {۱, ۲, · · · , N} هر برای ajn
M−→ aj آن گاه ،An

MN

−→ A اگر بنابراین،
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پیوسته نگاشت یک ∗ چون .i ∈ {۱, ۲, · · · , N} هر برای ain
M−→ ai کنیم فرض برعکس،

داریم t > ۰ هر برای پس است،

lim
n→∞

MN (An, A, t) = lim
n→∞

(
N∗
i=۱
M
(
ain, ai, t

))
=

N∗
i=۱

(
lim
n→∞

M
(
ain, ai, t

))
= ∗N۱

= ۱,

.An
MN

−→ A یعنی این که

t > ۰ و j ∈ {۱, ۲, · · · , N} ،n, k ∈ N هر برای که کرد ثابت می توان مشابه، طور به .۳

داریم

MN (An, Ak, t) ≤M
(
ajn, a

j
k, t
)
≤ ۱.

هر برای M−کوشی دنباله یک است {ajn} آن گاه باشد، MN−کوشی دنباله یک {An} اگر بنابراین،

است. مشابه برعکس اثبات .j ∈ {۱, ۲, · · · , N}

می شود. کامل اثبات بنابراین می شود. حاصل (۳) و (۲) از نتیجه .۴

اگرچه زیرا نیست، صادق ویرامانی و جورج تعریف با فازی متریک فضاهای برای قبلی نتیجه

نمی شود. تضمین اول اصل بنابراین .a ∗ b > ۰ که نمی گیریم نتیجه لزوماً ولی a, b ∈ (۰, ۱]

(
XN ,MN , ∗

)
آن گاه باشد، مثبت t−نرم یک ∗ و GV­MFMS یک (X,M, ∗) اگر .۵.۸.۹ لم

لم در (۴)−(۱) شرایط و است GV­MFMS یک نیز t > ۰ هر برای ،(۵ .۸ .۱) توسط شده تعریف

هستند. برقرار نیز ۵.۸.۸

می باشد، GV­MFMS یک بودن
(
XN ,MN , ∗

)
از اطمینان برای کافی شرط t−نرم، بودن مثبت

که این دادن نشان برای می کنیم استفاده GV­MFMS نماد از پس نیست. لازم موارد برخی در اما

می باشد. نیز KM­FMS یک
(
XN ,MN , ∗

)
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ضعیف سازگار خواص عنوان (به دوتایی/سه تایی/چهارتایی مفاهیم چگونه که می دهد نشان زیر نتایج

یابند: کاهش تک بعدی حالت به زیر نگاشت های از استفاده با می توانند CLRg−خاصیت) و

نگاشت ،g : X → X و F : XN → X نگاشت های و N ∈ {۲, ۳, ۴} هر برای

است: زیر صورت به TN
F , G

N : XN → XN

.T ۲
F (x, y) = (F (x, y), F (y, x)) آن گاه ،N = ۲ اگر .۱

.T ۳
F (x, y, z) = (F (x, y, z), F (y, x, y), F (z, y, x)) آن گاه ،N = ۳ اگر .۲

آن گاه ،N = ۴ اگر .۳

T ۴
F (x, y, z, t) = (F (x, y, z, t), F (y, z, t, x), F (z, t, x, y), F (t, x, y, z))

و

.G۲(x, y) = (gx, gy) آن گاه ،N = ۲ اگر .۱

.G۳(x, y, z) = (gx, gy, gz) آن گاه ،N = ۳ اگر .۲

.G۴(x, y, z, t) = (gx, gy, gz, gt) آن گاه ،N = ۴ اگر .۳

حسب بر می توان را مشترک/ثابت/تلاقی نقاط بعدی چند مفاهیم که می کند تضمین زیر لم مثال، برای

کرد: تفسیر GN و TN
F

نگاشت دو g : X → X و F : XN → X کنیم فرض ،N ∈ {۲, ۳, ۴} هر برای .۵.۸.۱۰ لم

:(x۱, x۲, · · · , xN) ∈ XN نقطه صورت این در باشند.

باشد. TN
F ثابت نقطه اگر تنها و اگر است F دوتایی/سه تایی/چهارتایی ثابت نقطه یک .۱

باشد. GN و TN
F تلاقی نقطه اگر تنها و اگر است g و F دوتایی/سه تایی/چهارتایی انطباق نقطه .۲

ثابت نقطه یک اگر تنها و اگر است g و F دوتایی/سه تایی/چهارتایی مشترک ثابت نقطه یک .۳

باشد. GN و TN
F مشترک

w−سازگار ،g : X → X و F : XN → X نگاشت دو ،N ∈ {۲, ۳, ۴} هر برای .۵.۸.۱۱ لم

باشند. w−سازگار ،GN و TN
F اگر تنها و اگر هستند
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داریم صورت این در می دهیم. نشان N = ۲ حالت در را اثبات سادگی، برای اثبات.

هستند w−سازگار ،g و F

⇐⇒
[{

F (x, y) = gx
F (y, x) = gy

}
⇒
{
gF (x, y) = F (gx, gy)
gF (y, x) = F (gy, gx)

}]
⇐⇒

[(
F (x, y),
F (y, x)

)
=

(
gx,
gy

)
⇒
(
F (gx, gy),
F (gy, gx)

)
=

(
gF (x, y),
gF (y, x)

)]
⇐⇒

[
T ۲
F (x, y) = G۲(x, y) ⇒ T ۲

FG
۲(x, y) = G۲T ۲

F (x, y)
]

⇐⇒ هستند −سازگار w ،G۲ و T ۲
F

خلاصه، طور (به g محدوده در را مشترک حد جدید مفهوم کومام، و سینتوناراوات ،[۱۴۴] در اخیراً

میشالک وکراموسیل− متریک فضاهای به را کار این [۸۱] در همکاران و جین و کردند معرفی CLRg−خاصیت)

استفاده زیر صورت به موضوع این از ما اکنون دوتایی. حالت در KM­FMS به یعنی دادند، تعمیم فازی

می کنیم.

نگاشت دو می گوییم باشد. پیوسته تحتt−نرم KM­FMS یک (X,M) کنیم فرض .۵.۸.۱۲ تعریف

داشته وجود z ∈ X نقطه و X در {xn} دنباله اگر هستند CLRg−خاصیت دارای f, g : X → X

و باشند M−همگرا دو هر {gxn} و {fxn} دنباله های که طوری به باشد

lim
n→∞

fxn = lim
n→∞

gxn = gz.

Nطوری ∈ {۲, ۳, ۴} و باشد پیوسته تحتt−نرم KM­FMS یک (X,M) کنیم فرض .۵.۸.۱۳ لم

دو g : X → X و F : XN → X کنیم فرض است. KM­FMS یک
(
XN ,MN

)
که باشد

اگر تنها و اگر می کنند صدق بعدی) (چند CLRg−خاصیت در g و F صورت این در باشند. نگاشت

کنند. صدق بعدی) (تک CLRg−خاصیت GN و TN
F

نتیجه ،۵.۸.۸ از (۲) قسمت طبق می دهیم. نشان N = ۲ حالت در را اثبات سادگی، برای اثبات.

که می شود

می کنند صدق CLRg−خاصیت در g و F
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⇐⇒ ∃{xn} , {yn} ⊆ X, p, q ∈ X :


F (xn, yn)

M−→ g(p),

F (yn, xn)
M−→ g(q),

gxn
M−→ g(p),

gyn
M−→ g(q)

⇐⇒ ∃{(xn, yn)} ⊆ X۲, (p, q) ∈ X۲ :


F (xn, yn)

M۲
−→ g(p),

F (yn, xn)
M۲
−→ g(q),

gxn
M۲
−→ g(p),

gyn
M۲
−→ g(q)

⇐⇒ ∃{(xn, yn)} ⊆ X۲, (p, q) ∈ X۲ :

{
T ۲
F (xn, yn)

M۲
−→ G۲(p, q)

G۲ (xn, yn)
M۲
−→ G۲(p, q)

⇐⇒ می کنند صدق CLRg−خاصیت در G۲ و T ۲
F

CLRg−خاصیت با نگاشت های برای مشترک ثابت نقطه قضایای ۵ .۸ .۲

می رسیم. جالبی موارد به آن ها از خاص حالت در و می دهیم نشان را خود اصلی نتایج بخش این در

f, g : X → X و ∗ پیوسته t−نرم تحت KM­FMS یک (X,M) کنیم فرض .۵.۸.۱۴ لم

گونه ای به z ∈ X و باشد X در دنباله یک {xn} کنیم فرض باشند. CLRg−خاصیت با نگاشت هایی

و N ∈ N کنیم فرض هم چنین .n → ∞ که زمانی {gxn} → g(z) و {fxn} → g(z) که باشد

و t ∈ (۰,∞) هر برای ϕ(t) ≤ t که طوری به دارد وجود ϕ : (۰,∞) → (۰,∞)

M(fx, fy, ϕ(t)) ≥ ∗NM(gx, gy, t) (۵ .۸ .۲)

دارند. تلاقی نقطه یک g و f یعنی ،fz = gz صورت این در .t > ۰ و x, y ∈ X هر برای
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داریم است، نزولی غیر تابع یک M (fxn, fz, ·) چون ،n ∈ N هر برای که داریم توجه ،اولا اثبات.

M (fxn, fz, t) ≥M (fxn, fz, ϕ(t))

≥ ∗NM (gxn, gz, t)

limn→∞M (gxn, gz, t) = ۱ پس ،n → ∞ که زمانی {gxn} → gz چون .t > ۰ هر برای

،t > ۰ هر برای که می گیریم نتیجه است، پیوسته نگاشت یک ∗ چون .t > ۰ هر برای

lim
n→∞

M (fxn, fz, t) ≥ lim
n→∞

(
∗NM (gxn, gz, t)

)
= ∗N

(
lim
n→∞

M (gxn, gz, t)
)

= ∗N۱

= ۱

که زمانی {fxn} → gz این که گرفتن نظر در با .n → ∞ که زمانی {fxn} → fz بنابراین،

.fz = gz که می کند ثابت حد بودن فرد به منحصر ،n→ ∞

ϕ(t) ≤ t که طوری به گرفتیم نظر در را ϕ : (۰,∞) → (۰,∞) تابع فقط ما قبلی، نتیجه در

t > ۰ هر برای همگرایی زیرا نیست مهم دارد، وجود اگرچه ،ϕ(۰) مقدار .t ∈ (۰,∞) هر برای

است. راحت نیز بگیرد را ۰ مقدار نمی تواند ϕ چرا این که دادن نشان حال، این با می شود. بررسی

در غیرخطی انقباضات برخی برای را باناخ ثابت نقطه اصل اصطلاح به جاکیمسکی۱۹ ،[۸۰] در

و کراموسیل معنای به کامل فازی متریک فضاهای در معادل، طور به یا کامل احتمالی متریک فضاهای

کرد: مطالعه را زیر انقباضی شرایط او ما، نمادگذاری از استفاده با کرد. حل میشالک

M(fx, fy, ϕ(t)) ≥M(x, y, t) (۵ .۸ .۳)

طوری به باشد داشته وجود t۰ > ۰ نقطه اگر که کرد اشاره او هم چنین، .t > ۰ و x, y ∈ X هر برای

که می دهد نتیجه (۵ .۸ .۲) شرط آن گاه باشد، ϕ (t۰) = ۰ که

۰ =M(fx, fx, ۰) =M (fx, fx, ϕ (t۰)) ≥M (gx, gx, t۰) = ۱
19Jachymski
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کلاس باشد، ϕ (t۰) = ۰ که باشد داشته وجود t۰ > ۰ نقطه اگر خودش، بیان به است. تناقض یک که

.t > ۰ هر برای ۰ < ϕ(t) کنیم فرض که است منطقی نتیجه، در است. تهی احتمالاتی φ−انقباضات

طوری به دهیم نشان Φ′ با را ϕ : (۰,∞) → (۰,∞) توابع همه خانواده کنیم فرض .۵.۸.۱۵ تعریف

کنند: صدق زیر خاصیت های در که

.۰ < ϕ(t) ،t > ۰ هر برای (Φ′
۱)

.limk→∞ ϕk(t) = ۰ ،t > ۰ هر برای (Φ′
۲)

داریم هم چنین ،(Φ′
۲) شرط با

ϕ(t) < t

.Φ ⊂ Φ′ که است بدیهی .t > ۰ هر برای

است. زیر قضیه بخش این اصلی نتیجه

باشد H نوع t−نرم یک ∗ که طوری به باشد KM­FMS یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۸.۱۶ قضیه

ϕ ∈ Φ′ کنیم فرض . باشند. CLRg−خاصیت دارای ضعیف سازگار نگاشت های f, g : X → X و

که طوری به دارد وجود N ∈ N و

M(fx, fy, ϕ(t)) ≥ ∗NM(gx, gy, t) (۵ .۸ .۴)

هستند، فرد به منحصر مشترک ثابت نقطه a دارای g و f صورت این در .t > ۰ و x, y ∈ X هر برای

.fω = gω = ω که طوری به دارد وجود ω ∈ X فرد به منحصر نقطه یک یعنی

نقطه تنها ω = fz = gz آن گاه باشد، g و f از دلخواه تلاقی نقطه یک z ∈ X اگر این، بر علاوه

آن هاست. مشترک ثابت

z ∈ X نقطه یک و X در {xn} دنباله یک هستند، CLRg−خاصیت دارای g و f چون اثبات.

۵.۸.۱۴ طبق .n → ∞ که زمانی {gxn} → g(z) و {fxn} → g(z) که طوری به دارد وجود
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قرار باشد. g و f از دلخواه تلاقی نقطه یک z می کنیم فرض اثبات، بقیه طول در .fz = gz داریم

.ω = fz = gz می دهیم

گرفتن نظر در با است. g و f از فرد به منحصر مشترک ثابت نقطه یک ω که می دهیم نشان اکنون،

می گیریم نتیجه هستند، ضعیفی سازگار نگاشت های g و f این که

fz = gz =⇒ fgz = gfz =⇒ fω = gω.

است، H نوع از ∗ چون می گیریم. نظر در را دلخواه ε, t > ۰ واقع، در .gω = ω که می کنیم ادعا حال

داریم آن گاه ،a ∈ (۱ − η, ۱] اگر که طوری به دارد وجود η ∈ (۰, ۱)

∗ma > ۱ − ε (۵ .۸ .۵)

که می دانیم ،۲ .۱ .۲ تعریف در (KM­6) از استفاده با .m ∈ N هر برای

lim
s→∞

M(gω, ω, s) = ۱

،(۵ .۸ .۵) اعمال با اکنون .M (gω, ω, t۰) > ۱ − η که طوری به دارد وجود t۰ > ۰ بنابراین و

که می شود نتیجه

∗mM (gω, ω, t۰) > ۱ − ε (۵ .۸ .۶)

که داریم توجه .m ∈ N هر برای

M (gω, ω, ϕ (t۰)) =M (gfz, fz, ϕ (t۰))

=M (fgz, fz, ϕ (t۰))

≥ ∗NM (ggz, gz, t۰)

= ∗NM (gω, ω, t۰) .
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داریم این، بر علاوه

M
(
gω, ω, ϕ۲ (t۰)

)
=M (fgz, fz, ϕ (ϕ (t۰)))

≥ ∗NM (ggz, gz, ϕ (t۰))

= ∗NM (gω, ω, ϕ (t۰))

≥ ∗N
(
∗NM (gω, ω, t۰)

)
= ∗N۲

M (gω, ω, t۰) .

که کرد ثابت استقرا با می توان استدلال، این تکرار با

M
(
gω, ω, ϕk (t۰)

)
≥ ∗Nk

M (gω, ω, t۰) (۵ .۸ .۷)

،t > ۰ چون هم چنین، .n → ∞ که زمانی ϕk (t۰) → ۰ داریم ،ϕ ∈ Φ′ چون .k ∈ N هر برای

که می شود نتیجه (۵ .۸ .۷) و (۵ .۸ .۶) از اکنون .ϕk۰ (t۰) < t که طوری به دارد وجود k۰ ∈ N

M(gω, ω, t) ≥M
(
gω, ω, ϕk۰ (t۰)

)
≥ ∗Nk۰

M (gω, ω, t۰)

> ۱ − ε.

.gω = ω یعنی ،t > ۰ هر ,M(gωبرای ω, t) = ۱ که می گیریم نتیجه هستند، دلخواه ε, t > ۰ چون

است. g و f مشترک ثابت نقطه یک ω بنابراین و fω = gω = ω که می کند ثابت این

دیگر ثابت نقطه y ∈ X کنیم فرض ،g و f از ω مشترک ثابت نقطه بودن فرد به منحصر اثبات برای

H نوع از ∗ چون می گیریم. نظر در را دلخواه و ثابت ε, t > ۰ .fy = gy = y یعنی باشد، g و f

می دانیم ،GV­MFMS تعریف از استفاده با می کند. صدق (۵ .۸ .۵) در که دارد وجود η ∈ (۰, ۱) است،

.M (ω, y, t۰) > ۱− η که طوری به دارد وجود t۰ > ۰ بنابراین و lims→∞M(ω, y, s) = ۱ که

که می شود نتیجه ،(۵ .۸ .۵) از استفاده با

∗mM (ω, y, t۰) > ۱ − ε
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که داریم توجه .m ∈ N هر برای

M (ω, y, ϕ (t۰)) =M (fω, fy, ϕ (t۰))

≥ ∗NM (gω, gy, t۰)

= ∗NM (ω, y, t۰) .

داریم این، بر علاوه

M
(
ω, y, ϕ۲ (t۰)

)
=M (fω, fy, ϕ (ϕ (t۰)))

≥ ∗NM (gω, gy, ϕ (t۰))

= ∗NM (ω, y, ϕ (t۰))

≥ ∗N
(
∗NM (ω, y, t۰)

)
= ∗N۲

M (ω, y, t۰)

که کرد اثبات نیز استقراء با می توان هم چنین استدلال، این تکرار با

M
(
ω, y, ϕk (t۰)

)
≥ ∗Nk

M (ω, y, t۰)

،t > ۰ چون هم چنین، .n→ ∞ که زمانی ϕk (t۰) → ۰ داریم پس ،ϕ ∈ Φ چون .k ∈ N هر برای

که می شود نتیجه بنابراین .ϕk۰ (t۰) < t که طوری به دارد وجود k۰ ∈ N

M(ω, y, t) ≥M
(
ω, y, ϕk۰ (t۰)

)
≥ ∗Nk۰

M (ω, y, t۰)

> ۱ − ε.

,M(ω؛ y, t) = ۱ ،t > ۰ هر برای که می گیریم نتیجه هستند، دلخواه ε, t > ۰ این که گرفتن نظر در با

اثبات لذا و دارند فرد به منحصر مشترک ثابت نقطه یک g و f که می کند ثابت این .ω = y یعنی

است. کامل

مانند ،(X,M, ∗) که نمی کنیم فرض ما که است این قبلی قضیه اصلی مزایای از یکی که داریم توجه

است. کامل ثابت، نقطه نظریه در نتایج اکثر
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اقلیدسی متریک به وابسته M استاندارد فازی متریک دارای X = (۰,∞) کنیم فرض .۵.۸.۱۷ مثال

می شود تعریف زیر صورت به M یعنی، باشد. X در de(x, y) = |xy|

M(x, y, t) =

{
۰, t = ۰ اگر

t
de(x,y)+t

, t > ۰ اگر

نگاشت هایی f, g : X → X کنیم فرض است. ∗ = min تحت FMS یک (X,M) صورت این در

شده اند تعریف زیر صورت به x ∈ X هر برای که باشند

fx =


۱, ۰ < x ≤ ۱ اگر
x, ۱ < x < ۲ اگر
۲, x ≥ ۲ اگر

gx =


۵, ۰ < x ≤ ۱ اگر
۹ − ۴x, ۱ < x < ۲ اگر
۱, x ≥ ۲ اگر

x = تساوی و x ∈ (۱, ۲) آن گاه ،fx = gx اگر زیرا هستند، ضعیف سازگار g و f نگاشت های

بر علاوه .fg
(۹

۵

)
= gf

(۹
۵

)
داریم نقطه این در می باشد. ω۰ =

۹
۵ منحصربه فرد جواب دارای ۹−۴x

xn = ۹n−۴
۵n ضابطه با n ≥ ۱ هر برای {xn} دنباله و هستند پیوسته g و f که این از استفاده با این،

f بنابراین و n → ∞ که زمانی {gxn} → gω۰ و fxn → gω۰ می گیریم نتیجه می شود، تعریف

راحتی به آن گاه .ϕ(t) = t
۴ کنیم فرض t > ۰ هر برای اگر هستند. CLRg−خاصیت دارای g و

می کنند. صدق (۵ .۸ .۴) انقباضی شرایط در ،N = ۱ از استفاده با g و f که می دهیم نشان می توانیم

است. ω۰ =
۹
۵ که دارند فرد به منحصر مشترک ثابت نقطه یک g و f صورت این در

مشترک، ثابت نقاط در نتایجی آوردن دست به برای را ۵.۸.۱۶ قضیه از استفاده نحوه بعد، مرحله در

N ∈ که جایی ،XN حالت به را خود اصلی نتیجه باید فقط ما می دهیم. نشان چهارتایی و سه تایی

می کنیم. شروع N = ۲ با دهیم. اختصاص {۲, ۳, ۴}

H نوع از t−نرم یک ∗ که طوری به باشد KM­FMS یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۸.۱۸ نتیجه

CLRg−خاصیت دارای ضعیف سازگار نگاشت دو g : X → X و F : X۲ → X کنیم فرض باشد.

که طوری به دارد وجود ϕ ∈ Φ′ کنیم فرض هم چنین باشند.

M(F (x, y), F (u, v), ϕ(t)) ≥M(gx, gu, t) ∗M(gy, gv, t) (۵ .۸ .۸)
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به منحصر دوتایی مشترک ثابت نقطه یک g و F صورت این در .t > ۰ و x, y, u, v ∈ X هر برای

.z ∈ X آن در که است، ω = (z, z) شکل به ω این، بر علاوه دارند. ω فرد

،۵.۸.۱۱ لم طبق است. کامل FMS یک (X۲,M ۲, ∗) ،۵.۸.۸ از (۲) و (۱) قسمت طبق اثبات.

می کنند. صدق CLRg−خاصیت در G۲ و T ۲
F ،۵.۸.۱۳ لم طبق هستند. w−سازگار G۲ و T ۲

F

که می دهد نتیجه ∗ جابه جایی و (۵ .۸ .۸) انقباضی شرط سرانجام،

M ۲ (T ۲
F (x, y), T

۲
F (u, v), ϕ(t)

)
=M ۲((F (x, y), F (y, x)), (F (u, v), F (v, u)), ϕ(t))

=M(F (x, y), F (u, v), ϕ(t))

∗M(F (y, x), F (v, u), ϕ(t))

≥[M(gx, gu, t) ∗M(gy, gv, t)

∗ [M(gy, gv, t) ∗M(gx, gu, t)

= ∗۲ [M(gx, gu, t) ∗M(gy, gv, t)]

= ∗۲ M ۲((gx, gy), (gu, gv), t)

= ∗۲ M ۲ (G۲(x, y), G۲(u, v), t
)
.

نقطه یک یعنی دارند، فرد به منحصر مشترک ثابت نقطه یک G۲ و T ۲
F ،۵.۸.۱۶ قضیه طبق اکنون

نقطه ω ،۵.۸.۱۰ از (۳) قسمت طبق .T ۲
Fω = G۲ω = ω که طوری به ω = (ω۱, ω۲) ∈ X۲

می توان قبلی، برهان استدلال نقطه به نقطه پیروی با است. g و F فرد به منحصر دوتایی مشترک ثابت

کرد اثبات

M (ω۱, ω۲, t) > ۱ − ε

می کند. کامل را اثبات این که است (z, z) شکل به ω و ω۱ = ω۲ بنابراین ،ε, t > ۰ هر برای

می شود. نتیجه ۵.۸.۱۸ نتیجه از بلافاصله ۵.۸.۷ قضیه .۵.۸.۲۰ نتیجه
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است: ۵.۸.۷ قضیه از بهتر جهت دو از ۵.۸.۷ نتیجه

است. Φ از عمومی تر توابع از کلاس یک Φ′ و می کنیم استفاده ϕ ∈ Φ′ از ،۵.۸.۱۸ نتیجه در .۱

آن ها بنابراین و است معتبر میشالک و کراموسیل معنای به فازی متریک فضاهای برای ما نتیجه .۲

هستند. معتبر نیز ویرامانی و جورج معنای به فازی متریک فضاهای برای

H نوع از t−نرم یک ∗ که طوری به باشد KM­FMS یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۸.۲۰ نتیجه

باشند. CLRg−خاصیت دارای ضعیف سازگار g : X → X و F : X۳ → X کنیم فرض باشد.

که طوری به دارد وجود ϕ ∈ Φ′ کنیم فرض

M(F (x, y, z), F (u, v, w), ϕ(t))

≥M(gx, gu, t) ∗M(gy, gv, t) ∗M(gz, gw, t)

ω سه تایی مشترک ثابت نقطه یک g و F صورت این در .t > ۰ و x, y, z, u, v, w ∈ X هر برای

است. z ∈ X که است ω = (z, z, z) شکل به ω این، بر علاوه دارند.

H نوع از t−نرم یک ∗ که طوری به باشد KM­FMS یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۸.۲۱ نتیجه

CLRg−خاصیت دارای ضعیف سازگار نگاشت g : X → X و F : X۴ → X کنیم فرض باشد.

که طوری به دارد وجود ϕ ∈ Φ′ کنیم فرض باشند.

M (F (x۱, x۲, x۳, x۴) , F (y۱, y۲, y۳, y۴) , ϕ(t)) ≥
۴∗

i=۱
M (gxi, gyi, t)

ثابت نقطه یک g و F صورت این در .t > ۰ و (x۱, x۲, x۳, x۴) , (y۱, y۲, y۳, y۴) ∈ X۴ هر برای

است. z ∈ X آن در که است، ω = (z, z, z, z) شکل به ω این، بر علاوه دارند. ω چهارتایی مشترک

است. X در همانی نگاشت g آن در که می دهیم اختصاص حالتی به را ۵.۸.۱۶ قضیه ادامه، در

H نوع از t−نرم یک ∗ که طوری به باشد KM­FMS یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۸.۲۲ نتیجه

وجود X در {xn} مانند M−همگرا دنباله یک که طوری به باشد نگاشت یک f : X → X و باشد

در که باشد داشته

lim
n→∞

fxn = lim
n→∞

xn
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که طوری به دارند وجود N ∈ N و ϕ ∈ Φ′ کنیم فرض می کند. صدق

M(fx, fy, ϕ(t)) ≥ ∗NM(x, y, t)

دارد. فرد به منحصر ثابت نقطه یک f صورت این در .t > ۰ و x, y ∈ X هر برای

همانی نگاشت g که حالتی در را ؟؟ و ۵.۸.۲۰ ،۵.۸.۱۸ نتیجه های تا کردیم واگذار خواننده به ما

هر برای آن در که حالتی به را ۵.۸.۱۶ قضیه بخش، این پایان برای دهند. اختصاص می باشد، X روی

می دهیم. اختصاص ،k ∈ (۰, ۱) که ϕ(t) = kt ،t > ۰

و باشد H نوع t−نرم یک ∗ که طوری به باشد FMS یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۸.۲۳ نتیجه

k ∈ (۰, ۱) کنیم فرض باشند. CLRg−خاصیت دارای ضعیف سازگار نگاشت دو f, g : X → X

که طوری به دارد وجود N ∈ N و

M(fx, fy, kt) ≥ ∗NM(gx, gy, t)

یعنی دارند، منحصربفرد مشترک ثابت نقطه یک g و f صورت این در .t > ۰ و x, y ∈ X هر برای

.fω = gω = ω که طوری به دارد وجود یکتا ω ∈ X یک

ثابت نقطه تنها ω = fz = gz آن گاه باشد، g و f از تلاقی نقطه هر z ∈ X اگر این، بر علاوه

آن هاست. مشترک

در ۱۸ قضیه با را نتیجه این تا می دهیم اختصاص چهارتایی حالت به را قبلی نتیجه فقط ما اکنون،

.[۱۲۹] کنیم مقایسه همکاران و رولدان

H نوع از t−نرم یک ∗ که طوری به باشد KM­FMS یک ∗) ،(X,M کنیم فرض .۵.۸.۲۴ نتیجه

CLRg−خاصیت دارای ضعیف سازگار نگاشت دو g : X → X و F : X۴ → X کنیم فرض باشد.

که طوری به دارد وجود k ∈ (۰, ۱) کنیم فرض باشند.

M (F (x۱, x۲, x۳, x۴) , F (y۱, y۲, y۳, y۴) , kt) ≥
۴∗

i=۱
M (gxi, gyi, t)
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ثابت نقطه یک g و F صورت این در .t > ۰ و (x۱, x۲, x۳, x۴) , (y۱, y۲, y۳, y۴) ∈ X۴ هر برای

است. z ∈ X آن در که است، ω = (z, z, z, z) شکل به ω این، بر علاوه دارند. ω چهارتایی مشترک

(در [۱] متوکل و عامری معنای به را E.A. خاصیت نگاشت ها اگر که داریم توجه .۵.۸.۲۳ تذکر

و دوتایی) حالت (در [۸۱] همکاران و جین معنای به یا f(X) ⊆ g(X) و بعدی) تک حالت

مورد دو هر در .E.A خاصیت زیرا است. صادق نیز قبلی نتایج آن گاه کنند، صدق F
(
XN
)
⊆ g(X)

است. CLRg−خاصیت از قوی تر

ثابت نقطه قضایای و فازی ψ−انقباضی دنباله های ۵ .۹

معنای به فازی متریک فضاهای زمینه در ثابت نقطه قضیه یک ارائه برای [۵۹] نتایج از بخش، این در

ثابت نقطه قضیه های از برخی می توانیم نتایج، پیامدهای عنوان به می کنیم. استفاده ویرامانی و جورج

به کرده اند اثبات [۱۴۷] در واردوسکی۲۱ که ثابت نقطه قضیه های از برخی و [۱۱۱] در میهت۲۰ که را

شده مطرح انقباضی شرایط و کوشی دنباله های مورد در باز سوالات حدی تا ما هم چنین، آوریم. دست

می کنیم. حل را [۱۴۷] واردوسکی توسط

گارابیک۲۲ توسط KM­FMS تنظیمات در باناخ معروف انقباض قضیه گسترش برای تلاش اولین

ارائه فازی انقباضی نگاشت از دیگری مفهوم [۳۷] ساپنا۲۴ و گرگوری۲۳ بعدها، شد. انجام [۵۶] در

مورد شد ذکر بالا در که فازی متریک فضاهای زمینه دو هر در ثابت نقطه نظریه در را آن کاربرد و کردند

فضاهای بودن کامل برای اضافی شرایط شدن اضافه به نیاز خود، مطالعه در آن ها دادند. قرار مطالعه

نظریه با توجهی قابل تفاوت های که داشتند ثابت نقطه قضایای برخی آوردن دست به برای فازی متریک

شد: فرمول بندی زیر سؤال ،[۳۷] در بنابراین، دارند. کلاسیک

است؟ ویرامانی و جورج معنای به کوشی دنباله یک فازی انقباضی دنباله یک آیا :(Q1)
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تذکر ،۱۱۱] است منفی KM­FMS زمینه در سوال این به پاسخ که داد نشان میهت ،[۱۱۱] در

توسط شده ظاهر مراجع در که مواردی سایر و فازی انقباضی نگاشت یک از مفهوم این بعدها، .[۳ .۱

ثابت نقطه قضیه چند او و شد داده تعمیم فازی ψ−انقباضی نگاشت مفهوم معرفی در [۱۱۱] در میهت

آورد. دست به کامل ارشمیدسی غیر KM­FMSهای کلاس برای را

فازی متریک فضاهای در ثابت نقطه نظریه مطالعه در جدیدی مشارکت [۱۴۷] واردوسکی اخیرا

کرده معرفی را (۲ .۹ (تعریف فازی H−انقباضی نگاشت های مفهوم [۱۴۷] در نویسنده است. داشته

فضاهای در را زیر ثابت نقطه قضیه او می باشد. ساپنا و گرگوری توسط شده ارائه مفهوم تعمیم که است

آورد. دست به ویرامانی و جورج معنای به کامل فازی کامل متریک

و باشد کامل فازی متریک فضای یک (X,M, ∗) کنیم فرض .([۱۴۷] (واردوسکی ۵.۹.۱ قضیه

که طوری باشد η ∈ H به نسبت فازی H−انقباضی نگاشت یک f : X → X

باشیم داشته ti ↘ ۰ با {ti} ⊂ (۰,∞) دنباله هر و x ∈ X, k ∈ N هر برای (a)

.
∏k

i=۱ M (x, f(x), ti) ̸= ۰

باشیم داشته r, s ∈ {M(x, f(x), t) : x ∈ X, t > ۰} هر برای آن گاه ،r ∗ s > ۰ اگر (b)

.η(r ∗ s) ≤ η(r) + η(s)

ti ↘ ۰ با {ti} ⊂ (۰,∞) دنباله هر و x ∈ X هر برای {η (M (x, f(x), ti)) : i ∈ N} (c)

باشد. کران دار

{fn (x۰)} دنباله ،x۰ ∈ X هر برای و دارد x∗ ∈ X فرد به منحصر ثابت نقطه یک f صورت این در

می شود. همگرا x∗ نقطه به

حذف اخیر قضیه در را (a) شرط می توان آیا :(Q2) کرد: مطرح را زیر سؤال [۱۴۷] در واردوسکی

کرد؟
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H−انقباضی نگاشت های کلاس که داده اند نشان [۵۸] در مینان۲۵ و گرگوری اخیرا، که داریم توجه

است. ψ−انقباضی نگاشت های کلاس در مشمول فازی

Mقوی که زمانی فازی ψ−انقباضی نگاشت های (کلی تر) کلاس برای را (Q1) سؤال بخش، این در

(۳ .۸ (نتیجه می کند صدق
∧

t > ۰M(x, y, t) > ۰ در x, y ∈ X هر برای M یا (۳ .۱۲ (لم است

در می شود. بیان (۳ .۳ (قضیه فازی ثابت نقطه قضیه یک سپس است. شده داده پاسخ مثبت صورت به

نیز فوق قضیه در (b) شرط این، بر علاوه و می شود داده پاسخ (Q2) سؤال به مثبت، صورت به نتیجه،

شده بیان ثابت نقطه قضیه یک ،۳ .۱۲ لم نتیجه ای عنوان به هم چنین، .(۳ .۶ (نتیجه است حذف قابل

می شود. نتیجه (۳ .۱۳ (قضیه میهت توسط

به M اگر می شود نامیده ایستا X روی M فازی متریک .([۶۱] روماگورا و (گرگوری ۵.۹.۲ تعریف

این در باشد. ثابت Mx,y(t) =M(x, y, t) تابع ،x, y ∈ X هر برای یعنی، باشد؛ نداشته بستگی t

می نویسیم. M(x, y) ،M(x, y, t) جای به حالت

فضای (یا M فازی متریک باشد. فازی متریک فضای یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۹.۳ تعریف

t > ۰ و x, y, z ∈ X هر برای اگر می شود نامیده ارشمیدسی) (غیر قوی ((X,M, ∗) فازی متریک

کند. صدق زیر شرط در

M(x, z, t) ≥M(x, y, t) ∗M(y, z, t).

باشد ψ : (۰, ۱] → (۰, ۱] نگاشت های تمام خانواده Ψ کنیم فرض .([۱۱۱] (میهت ۵.۹.۴ تعریف

.ψ ∈ Ψ کنیم فرض .ψ(t) > t ،t ∈ (۰, ۱) هر برای و باشد نزولی غیر و پیوسته ψ که طوری به

اگر می شود نامیده فازی ψ−انقباضی نگاشت یک f : X → X نگاشت .۱

M(f(x), f(y), t) ≥ ψ(M(x, y, t)) (۵ .۹ .۱)

.t > ۰ و x, y ∈ X هر برای
25Minan
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اگر می شود نامیده فازی ψ−انقباضی دنباله یک X در {xn} دنباله .۲

M (xn+۱, xn+۲, t) ≥ ψ (M (xn, xn+۱, t)) (۵ .۹ .۲)

.t > ۰ و n ∈ N هر برای

زیر شرط دو که η : (۰, ۱] → [۰,∞) نگاشت های خانواده .([۱۴۷] (واردووسکی ۵.۹.۵ تعریف

می دهیم. نشان H با را را می کند صدق

ببرد. [۰,∞) به را (۰, ۱] ،η (H1)

باشد. اکید نزولی η (H2)

k ∈ (۰, ۱) اگر است η ∈ H به نسبت H−انقباضی نگاشت یک f : X → X نگاشت گوییم

کند. صدق زیر شرط در t > ۰ و x, y ∈ X هر برای که باشد داشته وجود

η(M(f(x), f(y), t)) ≤ kη(M(x, y, t)).

و فازی ψ−انقباضی نگاشت های کلاس به که کردند ارائه را زیر گزاره مینانا و گرگوری ،[۵۸] در

می شود. مربوط فازی H−انقباضی نگاشت های کلاس

نگاشت های کلاس در مشمول فازی H−انقباضی نگاشت های کلاس .([۵۸] مینانا و (گرگوری ۵.۹.۶ گزاره

است. فازی ψ−انقباضی

همانطور را f نگاشت به نیاز و داد تعمیم را فازی H−انقباضی نگاشت یک مفهوم میهت ،[۱۱۲] در

نگاشت های با را فازی انقباضی نگاشت های از بزرگتر دسته این ما کرد. حذف می بینیم زیر تعریف در که

می دهیم. نشان فازی Hw−انقباضی

η : اکید نزولی و پیوسته نگاشت های همه خانواده Hw کنیم فرض .([۱۱۲] (میهت ۵.۹.۷ تعریف

نگاشت گوییم باشد. فازی متریک فضای یک (X,M, ∗) و باشد η(۱) = ۰ با (۰, ۱] → [۰,∞)

طوری به باشد داشته وجود k ∈ (۰, ۱) اگر است η ∈ Hw به نسبت Hw−انقباضی ،f : X → X

کند. صدق زیر شرط در t > ۰ و x, y ∈ X هر برای که
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η(M(f(x), f(y), t)) ≤ kη(M(x, y, t)) (۵ .۹ .۴)

باشد. g ∈ Hw نگاشت توسط شده تولید اکید نرم ∗g کنیم فرض .([۱۱۲] (میهت ۵.۹.۸ قضیه

هر صورت این در باشد. ∗ ≥ ∗g با کامل KM−فازی متریک فضای یک (X,M, ∗) کنیم فرض

که صورتی در است ثابت نقطه یک دارای g برای f : X → X فازی Hw−انقباضی نگاشت

است طرفه یک حد دهنده نشان limt→۰+) x ∈ X یک برای limt→۰+ M(x, f(x), t) > ۰

می شود). نزدیک ۰ به راست سمت از t که زمانی

دامنه Hw−انقباضی، فازی نگاشت و فازی ψ−انقباضی نگاشت اصلی تعریف دو هر در .۵.۹.۹ تذکر

است. داده انجام KM­FMS برای را خود مطالعه نویسنده چون است، [۰, ۱] با برابر η و ψ تعریف

متریک فضاهای در را خود مطالعه که است واردوسکی سوال به پاسخ بخش این از هدف اکنون

در زیرا داده  ایم، تغییر (۰, ۱] به را مذکور دامنه ،۵.۹.۷ و ۵.۹.۴ تعریف در پس است. داده انجام فازی

تعریف به نیازی بنابراین .t > ۰ هر و x, y ∈ X هر برای M(x, y, t) > ۰ فازی متریک فضای

اثبات در واقع، (در شود. ایجاد KM­FMS برای می تواند نیز ما نتایج اکنون، نیست. ۰ در η و ψ

t > ۰ و x, y ∈ X برخی برای را ۰ مقدار می تواند M(x, y, t) که واقعیت این شده، ذکر قضایای

ندارد). نقشی هیچ بگیرد،

فازی ψ−انقباضی نگاشت های برای ثابت نقطه قضایای ۵ .۹ .۱

می کنیم. آغاز اصلی نتایج برای بالا اصطلاحات تحت بعدی لم دو با را بخش این ما

.t ∈ (۰, ۱] هر برای limn→∞ ψn(t) = ۱ آن گاه ،ψ ∈ Ψ اگر .۵.۹.۱۰ لم

که داریم توجه .limn→∞ ψn (t۰) ̸= ۱ که طوری به دارد وجود t۰ ∈ (۰, ۱] که کنیم فرض اثبات.

می شود، همگرا (۰, ۱] در {ψn (t۰)} دنباله صورت این در .n ∈ N هر برای ψn+۱ (t۰) > ψn (t۰)

است. اکید صعودی زیرا
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داریم n ∈ N هر برای صورت، این در .l ∈ (۰, ۱) یک برای limn→∞ ψn (t۰) = l کنیم فرض

داریم ،ψ پیوستگی طبق و ψ (ψn−۱ (t۰)) ≤ l بنابراین و ψn (t۰) ≤ l

l ≥ ψ
(
lim
n→∞

ψn−۱ (t۰)
)
= ψ(l) > l

است. تناقض که

فازی ψ−انقباضی دنباله یک {xn} و فازی متریک فضای یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۹.۱۱ لم

است. کوشی دنباله یک {xn} آن گاه ،
∧

t>۰ M (x۰, x۱, t) > ۰ اگر باشد. X در

که کنیم فرض و باشد X در فازی ψ−انقباضی دنباله یک {xn} کنیم فرض اثبات.

∧
t>۰

M (x۰, x۱, t) = a > ۰.

می دهیم نشان اکنون

lim
n→∞

(∧
M (xn, xn+۱, t)

)
= ۱.

که می کنیم ثابت n روی استقراء با ابتدا این کار، برای

∧
t>۰

M (xn, xn+۱, t) ≥ ψn(a) (۵ .۹ .۵)

داریم t > ۰ هر برای است، فازی ψ−انقباضی دنباله یک {xn} چون .n ∈ N هر برای

M (x۱, x۲, t) ≥ ψ (M (x۰, x۱, t)) ≥ ψ()

لذا ∧و
t>۰

M (x۱, x۲, t) ≥ ψ(a).

نامساوی که می شود مشاهده اکنون .n ∈ Nیک برای
∧

t>۰ M (xn, xn+۱, t) ≥ ψn(a) کنیم فرض

،t > ۰ هر برای است، فازی ψ−انقباضی دنباله یک {xn} چون فوق، مانند است. برقرار n+۱ برای
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داریم
M (xn+۱, xn+۲, t) ≥ ψ (M (xn, xn+۱, t))

≥ ψ
(∧

M (xn, xn+۱, t)
)

≥> ۰

≥ (ψn(a)) .

ψ و نزولی غیر x, y ∈ X هر برای M(x, y, ·) این که از است نتیجه ای دوم نامساوی آن، در که

داریم صورت این در می آید. دست به استقرا فرض از استفاده با نامساوی آخرین و است صعودی

∧
t>۰

M (xn+۱, xn+۲, t) ≥ ψn+۱(a).

داریم ∧بنابراین
t>۰

M (xn, xn+۱, t) ≥ ψn(a)

داریم ۵.۹.۱۰ از استفاده و n→ ∞ حد گرفتن با ترتیب، همین به و n ∈ N هر برای

lim
n→∞

(∧
t>۰

M (xn, xn+۱, t)

)
≥ lim

n→∞
ψn(a) = ۱.

.limn→∞
(∧

t>۰ M (xn, xn+۱, t)
)
= ۱ که می شود نتیجه بنابراین،

دنباله یک {xn} کنیم فرض است. کوشی دنباله یک {xn} که می دهیم نشان خلف برهان با اکنون

بتوانیم k ∈ N هر برای که طوری به دارند وجود t۰ > ۰ و ϵ ∈ (۰, ۱) صورت این در نیست. کوشی

و m(k) > n(k) ≥ k با m(k), n(k) ∈ N

M
(
xm(k), xn(k), t۰

)
≤ ۱ − ϵ

به بیابیم m(k), n(k) ∈ N می توانیم صورت این در می گیریم. نظر در ثابت را k ∈ N کنیم. پیدا

و m(k) > n(k) ≥ k که طوری

M
(
xm(k), xn(k), t۰

)
≤ ۱ − ϵ.
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که طوری به می کنیم انتخاب صحیح عدد کوچکترین عنوان به را mn(k) شده، داده n(k) برای حال

و mn(k) > n(k)

M
(
xmn(k), xn(k), t۰

)
≤ ۱ − ϵ.

داریم صورت این در

M
(
xmn(k)−۱, xn(k), t۰

)
> ۱ − ϵ.

δ ∈ و k ∈ N هر برای .limk→∞M
(
xmn(k), xn(k), t۰

)
= ۱ − ϵ که می کنیم ثابت اکنون

داریم (۰, t۰)

۱ − ϵ ≥M
(
xmn(k), xn(k), t۰

)
≥M

(
xmn(k), xmn(k)−۱, δ

)
∗M

(
xmn(k)−۱, xn(k), t۰ − δ

)
.

داریم k ∈ N هر برای صورت، این در

۱ − ϵ ≥M
(
xmn(k), xn(k), t۰

)
≥ lim

δ→۰

(
M
(
xmn(k), xmn(k)−۱, δ

)
∗M

(
xmn(k)−۱, xn(k), t۰ − δ

))
=
(
lim
δ→۰

M
(
xmn(k), xmn(k)−۱, δ

))(
lim
δ→۰

M
(
xmn(k)−۱, xn(k), t۰ − δ

))
=

(∧
t>۰

M
(
xmn(k), xmn(k)−۱, t

))
∗M

(
xmn(k)−۱, xn(k), t۰

)
.

که است این نتیجه دوم تساوی و است آمده دست به ∗ پیوستگی از استفاده با اول تساوی آن، در که

که می شود نتیجه بنابراین، است. پیوسته و نزولی غیر x, y ∈ X هر برای M(x, y, ·)

lim
k→∞

supM
(
xmn(k), xn(k), t۰

)
≤ ۱ − ϵ

و

lim
k→∞

infM
(
xmn(k), xn(k), t۰

)
≥ lim

k→∞

((∧
M
(
xmn(k), xmn(k)−۱, t

))
∗M

(
xmn(k)−۱, xn(k), t۰

))
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=
(
lim
k→∞

(
lim
t>۰

M
(
xmn(k), xmn(k)−۱, t

)))
∗
(
limk→∞M

(
x mn(k)−۱,xn(k),t۰))

≥ ۱ ∗ (۱ − ϵ)

= ۱ − ϵ

لذا و

۱ − ϵ ≥ lim sup
k

M
(
xmn(k)

, xn(k), t۰

)
≥ lim inf

k
M
(
xmn(k), xn(k), t۰

)
≥ ۱ − ϵ.

داریم بنابراین

lim
k
M
(
xmn(k), xn(k), t۰

)
= ۱ − ϵ

داریم ،δ ∈ (۰, t۰/۲) و k ∈ N هر برای دیگر، سوی از

M
(
xmn(k), xn(k), t۰

)
≥M

(
xmn(k), xmn(k)+۱, δ

)
∗M

(
xmn(k)+۱, xn(k)+۱, t۰ − ۲δ

)
∗M

(
xn(k)+۱, xn(k), δ

)
≥M

(
xmn(k), xmn(k)+۱, δ

)
∗ ψ
(
M
(
xmn(k), xn(k), t۰ − ۲δ

))
∗M

(
xn(k)+۱, xn(k), δ

)
.

داریم k ∈ N هر برای که می شود نتیجه ،δ → ۰ حد گرفتن با

M
(
xmn(k), xn(k), t۰

)
≥

(∧
t>۰

M
(
xmn(k), xmn(k)+۱, t

))

∗ ψ
(
M
(
xmn(k), xn(k), t۰

))
∗

(∧
t>۰

M
(
xn(k)+۱, xn(k), t

))
.
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داریم ،ψ پیوستگی و ∗ پیوستگی طبق ،k → ∞ کردن فرض با

۱ − ϵ

= lim
k→∞

M
(
xmn(k), xn(k), t۰

)
≥

(
lim
k→∞

(∧
t>۰

M
(
xmn(k), xmn(k)+۱, t

)))
∗ ψ
(
lim
k→∞

M
(
xmn(k), xn(k), t۰

))
∗

((
lim
k→∞

∧
t>۰

M
(
xn(k)+۱, xn(k), t

)))
= ۱ ∗ ψ(۱ − ϵ) ∗ ۱

= ψ(۱ − ϵ)

> ۱ − ϵ

می کند. کامل را اثبات این و است کوشی دنباله یک {xn} بنابراین است. تناقض یک که

به منحصر ثابت نقطه یک با فازی ψ−انقباضی نگاشت های کلاس از مشخص سازی یک زیر قضیه

می دهد. ارائه کامل فازی متریک فضای یک در فرد

یک f : X → X و باشد کامل فازی متریک فضای یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۹.۱۲ قضیه

اگر تنها و اگر دارد فرد به منحصر ثابت نقطه یک f صورت این در باشد. فازی ψ−انقباضی نگاشت

.
∧

t>۰ M(x, f(x), t) > ۰ که طوری به باشد داشته وجود x ∈ X

طوری به دارد وجود x ∈ X صورت این در دارد. فرد به منحصر ثابت نقطه یک f کنیم فرض اثبات.

لذا و t > ۰ هر برای M(x, f(x), t) =M(x, x, t) = ۱ بنابراین .f(x) = x که

∧
t>۰

M(x, f(x), t) = ۱.

که طوری به دارد وجود x ∈ X که کنیم فرض برعکس،

∧
t>۰

M(x, f(x), t) > ۰.
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داریم صورت این در .xn = fn(x) کنیم فرض n ≥ ۱ هر برای و x۰ = x گیریم

M (xn+۱, xn+۲, t) =M (f (xn) , f (xn+۱) , t)

≥ ψ (M (xn, xn+۱, t)) .

داریم این بر علاوه  است. فازی ψ−انقباضی دنباله یک {xn} بنابراین

∧
t>۰

M (x۰, x۱, t) =
∧
t>۰

M(x, f(x), t) > ۰.

به دارد وجود y ∈ X است، کامل (X,M, ∗) چون و است کوشی دنباله یک {xn} فوق، لم طبق

داریم طرفی از .t > ۰ هر برای limn→∞M (xn, y, t) = ۱ که طوری

M (f(y), xn+۱, t) ≥ ψ (M (y, xn, t))

داریم صورت این در .t > ۰ و n ∈ N هر برای

M(f(y), y, t) = lim
n→∞

M (f(y), xn+۱, t)

≥ lim
n→∞

ψ (M (y, xn, t))

= ۱

نشان می توانیم ،[۱۱۱] در ۳٫۱ گزاره از استفاده با است. f ثابت نقطه یک y بنابراین .t > ۰ هر برای

است. فرد به منحصر ثابت، نقطه این که دهیم

،۱۱۲] میهت و [۳ .۲ قضیه ،۱۴۷] واردوسکی ثابت نقطه قضایای که است شده داده نشان ادامه، در

به ما اصلی قضایای از نتیجه  هایی عنوان به t−نرم، روی اضافی شرط هیچ بدون می توان را [۲ .۴ قضیه

آورد. دست

و میهت توسط شده ارائه شرایط و ۵.۹.۱۲ قضیه در مشخص سازی بین رابطه زیر، گزاره در ابتدا،

می کنیم. مشاهده را واردوسکی
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یک f : X → X و η ∈ H فازی، متریک فضای یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۹.۱۳ گزاره

هستند: معادل زیر موارد ،x ∈ X هر برای باشد. نگاشت

.
∧
t > ۰M(x, f(x), t) > ۰ .۱

.limt→۰+ M(x, f(x), t) > ۰ .۲

باشد، همگرا ۰ به که {ti} ⊂ (۰,∞) دنباله هر برای {η (M (x, f(x), ti)) : i ∈ N} .۳

.(R روی معمولی توپولوژی (برای است کران دار

بدیهی هم چنین است. نزولی غیر M(x, f(x), ·) زیرا هستند معادل (۲) و (۱) که است بدیهی اثبات.

.(۱) ⇒ (۳) که می دهیم نشان اثبات، گیری نتیجه برای .(۳) ⇒ (۲) که است

۰ به که می گیریم نظر در را {ti} ⊂ (۰,∞) دنباله و
∧

t>۰ M(x, f(x), t) > ۰ کنیم فرض

M (x, f(x), ti) صورت≤ این در .a =
∧

t>۰ M(x, f(x), t) ∈ (۰, ۱) کنیم فرض است. همگرا

داریم است، اکید نزولی η چون .i ∈ N هر برای a

η (M (x, f(x), ti)) ≤ η(a)

می برد. [۰,∞) به را (۰, ۱) و است اکید نزولی η زیرا ،η(a) <∞ دیگر، سوی از .i ∈ N هر برای

داریم بنابراین

sup {η (M (x, f(x), ti)) : i ∈ N} ≤ η(a) <∞

می کند. کامل را اثبات این که

نگاشت های کلاس در مشمول نیز فازی Hw−انقباضی نگاشت های کلاس که می دهیم نشان ادامه، در

است. فازی ψ−انقباضی

است. فازی ψ−انقباضی نگاشت یک فازی Hw−انقباضی نگاشت هر .۵.۹.۱۴ گزاره

f : X → X نگاشت که کنیم فرض باشد. فازی متریک فضای یک (X,M, ∗) کنیم فرض اثبات.

هر برای که طوری به دارد وجود k ∈ (۰, ۱) صورت این در است. Hw−انقباضی ،η ∈ Hw به نسبت
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،t > ۰ و x, y ∈ X

η(M(f(x), f(y), t)) ≤ kη(M(x, y, t)). (۵ .۹ .۶)

یک f ،۵.۹.۶ گزاره طبق بنابراین، و است فازی H−انقباضی نگاشت یک f آن گاه باشد، پوشا η اگر

است. فازی ψ−انقباضی نگاشت

وجود a ∈ (۰,∞) است، اکید نزولی و پیوسته η چون نیست. پوشا η که کنیم فرض حال

η−۱ : و η([۰, ۱]) = [۰, a) صورت این در .sup{η(t) : t ∈]۰, ۱]} = a که طوری به دارد

کنیم فرض است. پیوسته تابع یک بدیهی طور به نیز و است تعریف خوش اکنون [۰, a) → (۰, ۱]

.t ∈]۰, ۱] هر برای ψ(t) = η−۱(kη(t)) آن در که باشد، تابع یک ψ : (۰, ۱] → (۰, ۱]

که s, t ∈ (۰, ۱] کنیم فرض است. پیوسته ψ که است بدیهی .ψ ∈ Ψ که دید می توان اکنون،

اکید نزولی نیز η−۱ علاوه، به .kη(s) > kη(t) که می شود نتیجه است، اکید نزولی η چون .s < t

لذا و است

η−۱(kη(s)) < η−۱(kη(t)).

است. صعودی ψ بنابراین و ψ(s) < ψ(t) بنابراین

ψ (t۰) ≤ t۰ که می کنیم فرض واقع، در .t ∈ (۰, ۱) هر برای ψ(t) > t که می دهیم نشان حال

لذا و t۰ ≥ η−۱ (kη (t۰)) صورت این در .t۰ ∈ (۰, ۱) یک برای

η (t۰) ≤ kη (t۰)

.ψ ∈ Ψ بنابراین، .k ∈ (۰, ۱) زیرا است تناقض یک که

و ψ تعریف طبق واقع، در است. فازی ψ−انقباضی نگاشت یک f که دید می توان نهایت، در

داریم (۵ .۹ .۶)
M(f(x), f(y), t) = η−۱(η(M(f(x), f(y), t)))

≥ η−۱(k · η(M(x, y, t)))

= ψ(M(x, y, t))
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می کند. کامل را اثبات این که

توسط شده ارائه قضیه از تعمیمی معنا دو به که است زیر نتیجه ،۵.۹.۱۲ قضیه و گزاره آخرین نتیجه

دست به t−نرم در محدودیتی هیچ بدون نتیجه این که داریم توجه .[۳ .۲ قضیه ،۱۴۷] می باشد واردوسکی

است. شده ایجاد فازی Hw−انقباضی نگاشت های کلاس برای هم چنین و است آمده

می دهد. تعمیم است، شده ارائه [۲ .۴ قضیه ،۱۱۲] میهت توسط که را نتیجه ای نیز زیر نتیجه

یک f : X → X و باشد کامل فازی متریک فضای یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۹.۱۵ نتیجه

یک f آن گاه ،x ∈ X هر برای
∧

t>۰ M(x, f(x), t) > ۰ اگر باشد. فازی Hw−انقباضی نگاشت

همگرا x∗ نقطه به {fn(x)} دنباله ،x ∈ X هر برای و دارد x∗ ∈ X فرد به منحصر ثابت نقطه

می شود.

−ψ نگاشت یک f گزاره، آخرین طبق است. فازی Hw−انقباضی نگاشت یک f کنیم فرض اثبات.

دارد. x∗ ∈ X فرد به منحصر ثابت نقطه یک f ،۵.۹.۱۲ قضیه طبق پس، است. فازی انقباضی

،۵.۹.۱۲ قضیه اثبات از تقلید با می گیریم. نظر در را {fn(x)} دنباله و x ∈ X کنیم فرض

می شود. همگرا x∗ نقطه به {fn(x)} که دهیم نشان می توانیم

توسط شده مطرح سؤال به مثبت پاسخ یک اخیر نتیجه ،۵.۹.۱۳ گزاره گرفتن نظر در با .۵.۹.۱۶ تذکر

(b) شرط که می دهد نشان نتیجه این این، بر علاوه .H ⊆ Hw زیرا نتیجه گیری]. ،۹] است واردوسکی

شود. حذف می تواند نیز واردوسکی قضیه ∧در
t>۰ M(x, f(x), t) > که طوری به دارد وجود x ∈ X) ۵.۹.۱۲ قضیه در شده خواسته شرط

که دریافت می توان است. شده مطالعه ثابت نقطه یک وجود آن در که است خود−نگاشتی شامل (۰

نشود، ظاهر خودنگاشت ها در محدودیتی هیچ است بهتر خودنگاشت، از ثابت نقطه وجود مطالعه در

تعریف فضای در ثابت نقطه قضیه یک در شرایط معمولا واقع، در باشد. پیچیده می تواند آن بیان زیرا

شامل شده خواسته شرایط آن در که می آوریم دست به نتیجه دو ادامه، در می شود. داده خودنگاشت

می آیند. دست به فوراً ۵.۹.۱۲ قضیه و ۵.۹.۱۱ لم گرفتن نظر در با نتایج این نیست. خودنگاشت
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که طوری به باشد فازی متریک فضای یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۹.۱۷ نتیجه

∧
t>۰

M(x, y, t) > ۰

است. کوشی دنباله یک فازی ψ−انقباضی دنباله هر صورت، این در .x, y ∈ X هر برای

که طوری به باشد کامل فازی متریک فضای یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۹.۱۸ نتیجه

∧
t>۰

M(x, y, t) > ۰

صورت، این در باشد. فازی ψ−انقباضی نگاشت یک f : X → X کنیم فرض و x, y ∈ X هر برای

دارد. فرد به منحصر ثابت نقطه یک f

می کند صدق شرایط X در M ثابت فازی متریک هر که کنید توجه .۵.۹.۱۹ تذکر

M(x, y) =
∧
t>۰

M(x, y, t) > ۰

.x, y ∈ X هر برای

می کنند. صدق شرط این در که می بینیم را ایستایی غیر فازی متریک های زیر، مثال در

صورت به M آن در که بگیرید نظر در را ((۰,∞),M, ·) فازی متریک فضای .۱ .۵.۹.۲۰ مثال

M(x, y, t) =
min{x, y}+ t

max{x, y}+ t
.

داریم صورت این در است. شده داده

∧
t>۰

M(x, y, t) =
min{x, y}
max{x, y}

> ۰

.x, y ∈ (۰,∞) هر برای

زیر صورت به را X۲ × (۰,∞) روی را M و باشد متریک فضای یک (X, d) کنیم فرض .۲

می کنیم تعریف

M(x, y, t) =
t+ ۱

t+ ۱ + d(x, y)
.
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و است فازی متریک فضای یک (X,M, ·) که دید می توان سادگی به

∧
t>۰

M(x, y, t) =
۱

۱ + d(x, y)
> ۰

نمی کند. صدق فوق شرط در (X,Md, ·) استاندارد فازی متریک که داریم توجه .x, y ∈ X هر برای

داریم واقع ∧در
t>۰

Md(x, y, t) =
∧
t>۰

t

t+ d(x, y)
= ۰

.x ̸= y که x, y ∈ X هر برای

می آوریم. دست به را زیر لم ،۵.۹.۱۷ نتیجه از نتیجه ای عنوان به

دنباله هر صورت این در باشد. قوی فازی متریک فضای یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۹.۲۱ لم

است. کوشی دنباله یک فازی ψ−انقباضی

داریم t > ۰ هر برای که می دهیم نشان باشد. فازی ψ−انقباضی دنباله یک {xn} کنیم فرض اثبات.

هر برای که ایستا فازی متریک باشد. ثابت t > ۰ کنیم فرض .limn,m→∞M (xn, xm, t) = ۱

صورت به x, y ∈ X

Mt(x, y) =M(x, y, t)

۵.۹.۱۷ نتیجه شرایط ،۵.۹.۱۹ تذکر طبق است، ثابت Mt چون می گیریم. نظر در را می شود تعریف

هستند. برقرار

داریم واقع در است. Mt برای فازی ψ−انقباضی دنباله یک {xn} دیگر، سوی از

Mt (xn+۱, xn+۲) =M (xn+۱, xn+۲, t)

≥ ψ (M (xn, xn+۱, t)

= ψ (Mt (xn, xn+۱))

یعنی است؛ Mt−کوشی دنباله یک {xn} ،۵.۹.۱۷ نتیجه طبق صورت، این در .n ∈ N هر برای

lim
n,m→∞

Mt (xn, xm) = ۱
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لذا و
lim

n,m→∞
M (xn, xm, t) = lim

n,m
Mt (xn, xm)

= ۱.

و limn,mM (xn, xm, t) = ۱ داریم t > ۰ هر برای است، دلخواه t > ۰ این که گرفتن نظر در با

است. کوشی دنباله یک {xn} بنابراین

متریک فضای در ،[۳ .۱ قضیه ،۱۱۱] میهت ثابت نقطه قضیه آوردن دست به برای فوق لم از اکنون،

می کنیم. استفاده ویرامانی) و جورج معنای (به فازی

و باشد قوی ارشمیدسی) (غیر کامل فازی متریک فضای یک (X,M, ∗) کنیم فرض .۵.۹.۲۲ قضیه

فرد به منحصر ثابت نقطه دارای f صورت این در باشد. فازی ψ−انقباضی نگاشت یک f : X → X

است. a

می توان راحتی به می گیریم. نظر در n ≥ ۱ هر برای را xn = fn (x۰) و x۰ ∈ X کنیم فرض اثبات.

کوشی دنباله یک {xn} قبل، لم به بنا پس است. فازی ψ−انقباضی دنباله یک {xn} که کرد بررسی

می توان ،۵.۹.۱۲ قضیه اثبات پایان با مشابه روشی از استفاده با اکنون است. همگرا بنابراین و است

دارد. فرد به منحصر ثابت نقطه یک f که داد نشان

،
∧

t>۰ Md(x, y, t) > ۰ شرط در Md استاندارد فازی متریک دیدیم قبلا که همانطور .۵.۹.۲۳ تذکر

۵.۹.۲۲ قضیه اما شود. اعمال آن روی نمی تواند ۵.۹.۱۸ نتیجه لذا و نمی کند صدق x, y ∈ X هر برای

است. قوی Md می دانیم، که همان طور زیرا کرد، اعمال Md روی می توان را
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در ثابت نقطه قضایای و یافته تعمیم فواصل ۶
فازی متریک فضاهای

فواصل از استفاده با و می کنیم مطالعه را فازی متریک فضاهای در یافته تعمیم فاصله فصل، این در

فازی متریک فضاهای در انقباضی نگاشت های از برخی برای را ثابت نقطه قضیه چند یافته، تعمیم

مفهوم تعمیم که می کنیم مطالعه فازی متریک فضاهای در را ρ−فاصله ما اول، بخش در می کنیم. اثبات

چند هم چنین، است. شده معرفی [۸۵] در همکاران و کادا۲۶ توسط که است متریک فضای در w−فاصله

تحت را ثابت نقطه قضیه چند و می کنیم بررسی در را ρ−فاصله خاصیت های از برخی و می آوریم مثال

فضاهای در را ρ−فاصله دوم، بخش در می کنیم. اثبات فازی متریک فضاهای در ρ−فاصله انقباض

سوم، بخش در می کنیم. اثبات فضاها این در را ثابت نقطه قضیه چند و می کنیم بررسی L−فازی متریک

می گیریم: نظر در را زیر انقباض

یک T و X روی ρ−فاصله دهنده نشان m فازی، متریک فضای یک (X,M, ∗) کنیم فرض

به باشد داشته وجود k ∈ (۰, ۱) ،λ > ۰ هر برای کنیم فرض هم چنین باشد. خودش به X از نگاشت

باشیم داشته t > ۰ و x, y ∈ X هر برای که طوری

m(x, y, t) > ۱ − λ⇒ m(Tx, Ty, t) > ۱ − kλ.

می کنیم. اثبات را ثابت نقطه قضیه های از برخی فازی، متریک فضاهای در فوق انقباض برای
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فازی متریک فضاهای در ρ−فاصله ها ۶ .۱

قضایای از برخی و کردند معرفی متریک فضاهای در را w−فاصله مفهوم ،[۸۵] در همکاران و کادا اخیراً

کردند. اثبات w−فاصله از استفاده با انقباضی نگاشت های از تعدادی برای را ثابت نقطه

تعریف فازی متریک فضای یک روی را ρ−فاصله w−فاصله، مفهوم از استفاده با بخش این در

می کنیم.
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