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۱ فصل

مقدماتͬ مفاهیم

گراف ۱ .۱
در که گراف ها از خانواده هایی و ͬ دهیم م ارائه را گراف ها پایه ای خواص و تعاریف از برخͬ بخش این در

ͬ کنیم. م معرفͬ را ͬ شوند م استفاده بعد فصل های

بر دقیقاً E از عضو هر اگر ͬ شود م نامیده گراف ͷی G = (V , E , I) متناهͬ وقوع ساختار تعریف۱. ۱. ۱.

E ͬ شوند، م نامیده راس که است عناصر از ناتهͬ مجموعه ͷی V باشد. واقع V از متمایز) لزوماً (نه عضو دو

ͬ شود. م نامیده وقوع رابطه I ⊆ V × E و ͬ شوند م نامیده یال آن اعضای که است V از متمایز مجموعه ͷی

و است متصل v و u رئوس به e گوییم آن گاه باشد، G از یال ͷی e = {u, v} = uv اگر تعریف۱. ۱. ۲.

طور به است. u از همسایه ͷی v و است واقع v و u روی e دیͽر، عبارت به ͬ گوییم. م مجاور را رئوس این

گوییم. مجاور یال را هستند واقع یͺسانͬ راس های روی که G از یال دو مشابه،

روی فقط ͷی روی که یالͬ یعنͬ ͬ کند، م متصل خود به را راس ͷی که است یالͬ طوقه ͷی تعریف۱. ۱. ۳.

به را رئوس از یͺسان جفت ͷی که یال دو از بیش یا یال دو ͬ شود. م نامیده طوقه است شده واقع راس ͷی

ͬ شوند. م نامیده چندگانه یال ͬ کنند م متصل هم

ͬ شود. م نامیده ساده گراف چندگانه یال بدون و طوقه بدون گراف تعریف۱. ۱. ۴.

۱
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هستند. ساده گراف گراف ها، همه نامه پایان این در .۵ .۱ .۱ تبصره

مجموعه با آن رئوس مجموعه که است گرافͬ G ͬ دهیم. م نمایش G با را G گراف مͺمل تعریف۱. ۱. ۶.

نباشند. مجاور G در اگر تنها و اگر هستند مجاور راس دو آن در و است یͺسان G رئوس

n با کامل گراف باشند. مجاور هم با آن راس دو هر که است ساده گراف ͷی کامل گراف تعریف۱. ۱. ۷.

ͬ شود. م داده نمایش Kn با یال ۱۲n(n− ۱) و راس

به کرد افراز مجموعه دو به بتوان را آن رئوس مجموعه که است گرافͬ دوبخشͬ گراف ͷی تعریف۱. ۱. ۸.

دوبخشͬ گراف باشد. متصل دوم مجموعه از راس ͷی به و اول مجموعه از راس ͷی به یال هر که طوری

باشد. مجاور دوم مجموعه رئوس همه با اول مجموعه در راس هر آن در که است دوبخشͬ گراف ͷی کامل

با را گراف این آن گاه باشند، راس m و n دارای ترتیب به کامل دوبخشͬ گراف ͷی رئوس مجموعه دو اگر

ͬ دهیم. م نمایش Km,n

G ∼= G′ نماد با است یͺریخت G = (V ′, E ′, I ′) گراف با G = (V , E , I) گراف .۹ .۱ .۱ تعریف

به باشند داشته وجود fE : E → E ′ و fV : V → V ′ دوسویی توابع اگر تنها و اگر ͬ شود م داده نمایش

که مفهوم این به باشند وقوع حافظ که طوری

(v, e) ∈ I ⇔ (fV (v), fE(e)) ∈ I ′, ∀v ∈ V , ∀e ∈ E .

ͷی G گراف از خودریختͬ ͷی ͬ شود. م نامیده G′ و G گراف های از یͺریختͬ ͷی (fV , fE) تابع جفت

ͬ شود. م داده نمایش Aut(G) با G گراف ͬ های خودریخت تمام گروه است. خودش به G گراف از یͺریختͬ

و V = {v۱, . . . , vn} رئوس مجموعه با گراف ͷی G = (V , E , I) کنیم فرض .۱۰ .۱ .۱ تعریف

A = [aij] مانند n × n ماتریس ͷی G مجاورت ماتریس باشد. E = {e۱, . . . , em} یال های مجموعه

که طوری به است

ai,j =

{۱ باشند مجاور vj و vi اگر
۰ صورت این غیر در

.

که طوری به است B = [bi,j] مانند n×m ماتریس ͷی G وقوع ماتریس

bi,j =

{۱ باشد ej یال بر واقع vi اگر
۰ صورت این غیر در

.



گراف۳ .۱ .۱

است یال هایی تعداد v ظرفیت) (یا درجه باشد. G گراف از راسͬ v ∈ V کنیم فرض .۱۱ .۱ .۱ تعریف

شده اند. واقع v بر که

باشند. k یͺسان درجه دارای G رئوس تمام اگر ͬ نامیم م (k ∈ N۰) k⁃منظم را G گراف تعریف۱. ۱. ۱۲.

منظم قویاً گراف ͷیGصورت این در باشد. راس v با k⁃منظم گراف ͷیG کنیم فرض تعریف۱. ۱. ۱۳.

غیر راس دو هر و مشترک همسایه λ دارای مجاور راس دو هر اگر ͬ شود م نامیده (v, k, λ, µ) پارامترهای با

SRG(v, k, λ, µ) با (v, k, λ, µ) پارامترهای با منظم قویاً گراف ͷی باشند. مشترک همسایه µ دارای مجاور

ͬ شود. م داده نمایش

با منظم قویاً گراف ͷی مجدداً (v, k, λ, µ) پارامتر های با منظم قویاً گراف ͷی مͺمل̞ .۱۴ .۱ .۱ قضیه

است. (v, v − k − ۱, v − ۲− ۲k + µ, v − ۲k + λ) پارامتر های

شود. مراجعه [۴] از ۳۳۹ صفحه ۲.۱ قضیه به برهان.

است. شده آورده زیر قضیه در آن ها رابطه نیستند. مستقل منظم، قویاً گراف ͷی پارامتر های

ͬ کنند: م صدق زیر معادله در منظم قویاً گراف ͷی از (v, k, λ, µ) پارامتر های .۱۵ .۱ .۱ قضیه

k(k − λ− ۱) = (v − k − ۱)µ.

شود. مراجعه [۴] از ۳۳۹ صفحه ۲.۲ قضیه به برهان.

n صورت این در ,n)ب م م. q) = ۱ که باشند گونه ای به n ∈ Z و q ∈ N کنیم فرض تعریف۱. ۱. ۱۶.

مشابه، طور به باشد. جواب دارای x۲ q
≡ n اگر تنها و اگر ͬ شود م نامیده q پیمانه به دوم درجه ͬ مانده باق ͷی

باشد. نداشته جواب x۲ q
≡ n اگر تنها و اگر ͬ شود م نامیده q پیمانه به دوم درجه ͬ مانده ناباق ͷی n

ͷی (F∗
q)
۲ کنیم فرض و q ۴≡ ۱ که طوری به باشد اول عدد ͷی از توانͬ q کنیم فرض تعریف۱. ۱. ۱۷.

داده نمایش P (q) نماد با q مرتبه از پال۱ͬ گراف باشد. Fq در ناصفر دوم درجه ͬ مانده های باق از مجموعه

1Paley
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راس دو و V = Fq یعنͬ ͬ باشد، م q مرتبه از متناهͬ میدان ͷی اعضای گراف این رئوس مجموعه ͬ شود. م

یعنͬ این که باشد (F∗
q)
۲ از عضوی آن ها تفاضل اگر تنها و اگر هستند مجاور

E = {{u, v} | u− v ∈ (F∗
q)
۲, u, v ∈ Fq}.

ͬ باشد. م
(
q, q−۱۲ , q−۵۴ , q−۱۴

)
پارامتر های با منظم قویاً گراف ͷی P (q) پالͬ گراف .۱۸ .۱ .۱ تبصره

است. یͺریخت خودش با پالͬ گراف هر مͺمل یعنͬ است؛ مͺمل خود پالͬ، گراف هم چنین

داریم باشد، SRG ͷی G اگر .۱۹ .۱ .۱ لم

AAT = A۲ = kI + λA+ µA.

شود. مراجعه [۱۳] به برهان.

شود. مراجعه [۱۷] به برهان.

داریم: صورت این در باشد. ۱۳ مرتبه از پالͬ گراف P (۱۳) = (V , E) کنیم فرض .۲۰ .۱ .۱ مثال

V = Z۱۳ = {۰,۱,۲,۳,۴,۵,۶,۷,۸,۹,۱۰,۱۱,۱۲}, (Z∗۱۳)۲ = {۱,۳,۴,۹,۱۰,۱۲}.

نتیجه بنابراین است. مجاور i ∈ (Z∗۱۳)۲ هر برای ،(۱۳ پیمانه (به v + i راس شش با v ∈ V راس هر

ͬ گیریم م

E = {{v, v + i(۱۳پیمانه {(به | ∀v ∈ Z۱۳, ∀i ∈ (Z∗۱۳)۲}.



گراف۵ .۱ .۱

۱۳ مرتبه از پالͬ گراف :۱ .۱ شͺل

است: زیر صورت به ۱۳ مرتبه از پالͬ گراف مجاورت ماتریس

A =



۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰


مانند یال ها و راس ها از متناهͬ نابدیهͬ دنباله ͷی G = (V , E , I) گراف در گشت ͷی تعریف۱. ۱. ۲۱.

W = v۰e۱v۱e۲v۲ . . . ekvk

vi−۱ رئوس ،i ∈ {۱, . . . , k} هر برای هم چنین ،e۱, . . . , ek ∈ E و v۰, . . . , vk ∈ V آن در که است

نامیده vk به v۰ از گشت ͷی یا ,v۰)⁃گشت vk) ͷی W گشت هستند. مجاور هم با ei یال توسط vi و

دارند. نام گشت انتهایی نقاط vk و v۰ که ͬ شود م

باشد مثبت طول دارای اگر نامیم بسته را گشت ͷی ͬ شود. م تعریف گشت یال های تعداد گشت ͷی طول

باشند. یͺسان هم با آن انتهایی نقاط و
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متمایز آن رئوس تمام که گذر ͷی ͬ نامیم. م گذر را باشد نداشته تکراری یال که گشت ͷی تعریف۱. ۱. ۲۲.

ͬ شود. م نامیده مسیر باشند

داشته وجود آن ها بین مسیر ͷی اگر ͬ شوند م نامیده همبند v و u راس دو G گراف در .۲۳ .۱ .۱ تعریف

دارد. نام همبند گراف ͷی باشند، همبند آن راس دو هر که گرافͬ باشد.

برابر و ͬ شود م داده نشان d(u, v) نماد با G متناهͬ گراف ͷی از v و u راس دو فاصله تعریف۱. ۱. ۲۴.

u بین مسیری اگر ͬ شود. م تعریف ͬ کند م وصل هم به G در را دو آن که ,u)⁃مسیرهایی v) طول کمترین با

∞ آن ها فاصله آن گاه باشند، مختلف همبندی مؤلفه دو در v و u اگر دیͽر عبارت به باشد، نداشته وجود v و

ͬ شود. م تعریف

راس دو هر فاصله بیشترین با برابر و ͬ شود م داده نمایش diam(G) نماد با G گراف قطر تعریف۱. ۱. ۲۵.

ͬ شود. م تعریف G در

هستند) ͬͺی که آن آخر و اول راس جز (به هستند متمایز آن رئوس تمام که بسته ای گذر تعریف۱. ۱. ۲۶.

ͬ شود. م نامیده دور ͷی

گراف باشد نداشته دوری هیچ که گرافͬ و دارد نام دوری گراف باشد، دور ͷی دارای حداقل که گرافͬ

ͬ شود. م نامیده دوری غیر

غیر گراف ͷی G اگر ͬ شود. م نامیده G گراف کمر ،G گراف در دور کوتاه ترین طول .۲۷ .۱ .۱ تعریف

ͬ شود. م تعریف ∞ آن کمر آن گاه باشد، دوری

v۰v۱, v۱v۲, . . . , vn−۱v۰ nیال و v۰, v۱, v۲, . . . , vn−۱ (n ≥ ۳) nراس با گراف ͷی تعریف۱. ۱. ۲۸.

ͬ شود. م داده نشان Cn نماد با و ͬ شود م نامیده n⁃دور یا دور گراف ͷی باشد، n طول از دور ͷی شͺل به که

جهت دار گراف های ۲ .۱
این به نیست پذیرفتنͬ کار این اوقات گاهͬ ولͬ کرد ارائه گراف ها از استفاده با را ͬ توان م را زیادی مسائل

داریم. نیاز جهت دار گراف به موارد گونه این برای نیست. متقارن اشیا بین رابطه مسائل از برخͬ در که دلیل
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کنیم، اضافه جهت ͷی جهت دار غیر گراف از یال هر به اگر شد. معرفͬ جهت دار غیر گراف قبل بخش در

ͬ شود. م انجام یال به فلش ͷی کردن اضافه با معمولا˟ کار این ͬ آوریم، م دست به جهت دار گراف ͷی

گراف های مثال مهم ترین ما بحث در که تورنمنت ها و ͬ شوند م بررسͬ جهت دار گراف های بخش این در

ͬ کنیم؛ م معرفͬ را هستند جهت دار

این هستند. جهت دارای یال ها آن در که است گراف ͷیGD = (VD, ED) جهت دار گراف تعریف۱. ۲. ۱.

از ED ⊆ VD×VD مجموعه و رئوس از VD ناتهͬ مجموعه است، شده تشͺیل متناهͬ مجموعه دو از گراف

ͬ شوند م نامیده آن انتهایی نقاط که رئوس از مرتب زوج ͷی به کمان هر آن در که کمان ها یا جهت دار یال های

است. وابسته

آغازین راس از جهت دار یال ͷی e آن گاه باشد، (u, v) رئوس جفت با GD از یال ͷی e اگر تعریف۱. ۲. ۲.

ͷی v و ͬ کند م احاطه را v راس u یا ͬ باشد م v با مجاور u گوییم حالت این در دارد. نام v پایانͬ راس به u

ͷی u و است شده احاطه u توسط v یا است u از مجاور v گوییم مشابه، طور به است. u خارجͬ همسایه

ͬ باشد. م v از داخلͬ همسایه

ͷی اگر دیͽر عبارت به باشند، برابر آن انتهایی نقاط اگر ͬ شود م گفته طوقه کمان ͷی به .۳ .۲ .۱ تعریف

آن ها پایانͬ و آغازین راس های که هستند کمان هایی چندگانه کمان های کند. وصل خودش به مستقیماً را راس

باشند. یͺسان

باشد. نداشته چندگانه یال و طوقه که است جهت دار گراف ͷی ساده جهت دار گراف تعریف۱. ۲. ۴.

مانند وارون کمان های از جفت ͷی ͬ شود. م نامیده (v, u) کمان یافته وارون (u, v) کمان تعریف۱. ۲. ۵.

ͬ نامند. م کمان ها از متقارن جفت ͷی را (v, u) و (u, v)

به کمان ها از متقارن جفت ͷی وسیله به آن رئوس از جفت هر که ساده ای جهت دار گراف تعریف۱. ۲. ۶.

ͬ شود. م نامیده کامل جهت دار گراف ͷی ͬ شوند م متصل هم

از جفت هایی با یال هایش که جهت دار غیر کامل گراف ͷی با کامل جهت دار گراف ͷی .۷ .۲ .۱ تعریف

ͬ باشد. م ارز هم است شده تعویض وارون کمان های
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باشد گراف در نیز آن با متناظر یافته وارون کمان کمانش، هر برای که جهت داری گراف .۸ .۲ .۱ تعریف

ͬ شود. م نامیده متقارن جهت دار گراف ͷی

هم به متقارن کمان های از جفت ͷی با آن رئوس جفت از ͷی هیچ که جهت دار گراف ͷی تعریف۱. ۲. ۹.

ͬ شود. م نامیده نامتقارن جهت دار گراف نباشند، متصل

است. ساده نامتقارن جهت دار گراف ͷی جهت دار گراف ͷی از منظور نامه، پایان این در .۱۰ .۲ .۱ تبصره

VD = {v۱, . . . , vn}رئوس مجموعه با جهت دار گراف ͷیGD = (VD, ED) کنیم فرض تعریف۱. ۲. ۱۱.

که طوری به A = [ai,j] مانند n× n ماتریس ͷی GD مجاورت ماتریس باشد.

ai,j =

{۱ (vi, vj) ∈ ED اگر
۰ صورت این غیر در

همسایه های مجموعه باشد. GD جهت دار گراف در راس ͷی v ∈ VD کنیم فرض .۱۲ .۲ .۱ تعریف

(یا خارجͬ درجه و ͬ کنیم م تعریف N+(v) = {u ∈ VD | (v, u) ∈ ED} صورت به را v خارجͬ

که ͬ کنیم م تعریف رئوسͬ تعداد با برابر و داده نمایش d+(v) نماد با را v راس امتیاز) یا خارجͬ ظرفیت

صورت به را v داخلͬ همسایه های مجموعه هم چنین .d+(v) = |N+(v)| یعنͬ شده اند؛ احاطه v توسط

هم⁃امتیاز) یا داخلͬ ظرفیت (یا داخلͬ درجه و ͬ کنیم م تعریف N−(v) = {u ∈ VD | (u, v) ∈ ED}

یعنͬ کرده اند؛ احاطه را v که ͬ کنیم م تعریف رئوسͬ تعداد با برابر و داده نمایش d−(v) نماد با را v راس

.d−(v) = |N−(v)|

خروجͬ کمان های از ͷی هر مبداء زیرا ͬ شود، م نامیده منبع ͷی d−(v) = ۰ با v راس تعریف۱. ۲. ۱۳.

ورودی کمان های از ͷی هر پایان چون دارد، نام مقصد ͷی d+(v) = ۰ با v راس مشابه طور به است. آن از

ͬ شود. م نامیده داخلͬ راس نباشد، مقصد و منبع که راسͬ است. خود به

داریم: صورت این در باشد. جهت دار گراف ͷی GD کنیم فرض .۱۴ .۲ .۱ گزاره

∑
v∈Vd

d+(v) =
∑
v∈Vd

d−(v) = |ED|

ͬ گویند. م درجات مجموع فرمول آن به که
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شود. مراجعه [۲] از ۱.۲.۱ گزاره به برهان.

هر اگر ͬ شود م نامیده k⁃منظم) (یا k درجه از منظم گراف ͷی GD جهت دار گراف .۱۵ .۲ .۱ تعریف

جهت دار گراف ͷی GD دیͽر عبارت به باشد. شده احاطه راس k توسط و کند احاطه را راس k آن، راس

باشد. k خارجͬ درجه و داخلͬ درجه دارای GD در راس هر اگر است k⁃منظم

که است جهت دار گراف ͷی n⁃تورنمنت یا n درجه از T + (VT , ET ) تورنمنت ͷی .۱۶ .۲ .۱ تعریف

از جفت هر که باشد گونه ای به ET ⊂ VT × VT یال مجموعه و باشد عضو n شامل VT رئوس مجموعه

باشند. شده متصل هم به (v, u) یا (u, v) کمان های از ͬͺی وسیله به دقیقاً v و u ٰرئوس

در یال هر برای جهت ͷی انتخاب با واقع در که هستند نامتقارن گراف هایی تورنمنت ها .۱۷ .۲ .۱ تبصره

ͬ آیند. م دست به جهت دار غیر کامل گراف ͷی

A+AT = J−I خاصیت که است جهت دار گراف ͷی n⁃تورنمنت هر ،A مجاورت ماتریس لحاظ به

ͬ باشد. م راس n روی کامل گراف ͷی مجاورت ماتریس J − I بنابراین است. برقرار آن برای

درجه دارای VT در راس هر اگر باشد. راس v با k⁃منظم تورنمنت ͷی T کنیم فرض .۱۸ .۲ .۱ تبصره

k؛ = v − k − ۱ نتیجه در است. v − k − ۱ داخلͬ درجه دارای VT در راس هر آن گاه باشد، k خارجͬ

باشد. فرد عدد ͷی باید v لذا و v = ۲k + ۱ یعنͬ

با دوگانه منظم تورنمنت ͷی را T باشد. راس v با k⁃منظم تورنمنت ͷی T کنیم فرض تعریف۱. ۲. ۱۹.

هر و باشند مشترک خارجͬ همسایه λ دارای مجاور راس دو هر اگر ͬ شود م نامیده (v, k, λ, µ) پارامترهای

منظم تورنمنت ͷی نباشند. مشترک آن ها برای که باشند اضافͬ خارجͬ همسایه µ دارای راس دو این از ͷی

ͬ شود. م داده نمایش DRT(v, k, λ, µ) نماد با (v, k, λ, µ) پارامترهای با دوگانه

است: شده آورده زیر لم در DRT ͷی برای پارامتر ها میان رابطه

،v = ۴λ + ۳ صورت این در باشد. (v, k, λ, µ) پارامترهای با DRT ͷی T کنیم فرض .۲۰ .۲ .۱ لم

.µ = λ+ ۱ و k = ۲λ+ ۱
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شود. مراجعه [۱۳] از ۳.۲ لم به برهان.

مجموعه ͷی (F∗
q)
۲ کنیم فرض و q ۴≡ ۳ که باشد اول عدد ͷی از توانͬ q کنیم فرض تعریف۱. ۲. ۲۱.

ͬ شود. م داده نمایش PT (q) نماد با q مرتبه از پالͬ تورنمنت باشد. Fq در ناصفر دوم درجه ͬ مانده های باق از

مجاور راس دو و VT = Fq یعنͬ ͬ باشد، م q مرتبه از متناهͬ میدان ͷی اعضای گراف این رئوس مجموعه

یعنͬ این که باشد (F∗
q)
۲ از عضوی آن ها تفاضل اگر تنها و اگر هستند

ET = {{u, v} | u− v ∈ (F∗
q)
۲, u, v ∈ Fq}.

است. (q, q−۱۲ , q−۳۴ , q+۱۴ ) پارامترهای با دوگانه منظم تورنمنت ͷی PT (q) گراف .۲۲ .۲ .۱ تبصره

شود. مراجعه [۲۵] به برهان.

داریم باشد، DRT ͷی G اگر .۲۳ .۲ .۱ لم

AAT = kI + (k − ۱− λ)A+ (k − µ)A.

شود. مراجعه [۱۳] به برهان.

داریم صورت این در باشد. ۷ مرتبه از پالͬ تورنمنت ͷی PT (۷) = (VT , ET ) کنیم فرض .۲۴ .۲ .۱ مثال

VT = Z۷ = {۰,۱,۲,۳,۴,۵,۶}, (Z∗۷)۲ = {۱,۲,۴}.

ͬ گیریم م نتیجه پس است. مجاور i ∈ (Z∗۷)۲ هر ازای به ،(۱۳ پیمانه (به v+ i راس سه با v ∈ VT راس هر

ET = {{v, v + i(۷پیمانه {(به | ∀v ∈ Z۷, ∀i ∈ (Z∗۷)۲}.

است: زیر صورت به ۷ مرتبه از پالͬ گراف مجاورت ماتریس

A =



۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۰۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱۱ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰


.
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۷ مرتبه از پالͬ گراف :۲ .۱ شͺل

کدها ۳ .۱
ͬ کنیم. م بیان را کدگذاری نظریه اساسͬ مفاهیم ادامه در

نامیده الفبا Fq صورت این در باشد. عضو q شامل متناهͬ مجموعه ͷی Fq کنیم فرض .۱ .۳ .۱ تعریف

مجموعه از C زیرمجموعه ͷی Fq روی n طول از C q⁃تایی کد ͬ شوند. م نامیده نماد آن اعضای و ͬ شود م

کد ͷی ͬ نامند. م کدکلمه را C در موجود عناصر است. Fq اجزای از n⁃حرفͬ کلمات همه از متشͺل F n
q

q = ۴ اگر گویند چهارتایی و q = ۳ اگر ͬ نامند م سه تایی ترتیب همین به ،q = ۲ اگر ͬ شود م نامیده دوتایی

باشد.

شده اند. مطالعه ریاضͬ نظر از که هستند کدهایی بیشترین خود، جبری ͬ های ویژگ دلیل به خطͬ کدهای

کرد. خواهیم کار خطͬ کدهای با فقط نامه پایان این در

از جایͽشت ͷی ϕ کنیم فرض باشد. همانͬ) (همراه جابه جایی حلقه ͷی R کنیم فرض .۲ .۳ .۱ تعریف

ͷی R اگر ͬ شود م گفته خطͬ کد به و است Rn از زیرمجموعه ای ͷی R روی n طول به کد ͷی باشد. R

باشد همانͬ ϕ که زمانͬ ،x.y =
∑n

i=۱ xiϕ(yi) داخلͬ ضرب با Rn ͬ سازیم م باشد. Rn از زیرمدول R

ͬ نامیم. م هرمیتین۲ داخلͬ ضرب را آن ما صورت این غیر در ͬ نامیم. م اقلیدسͬ داخلͬ ضرب را آن ما
2Hermitian
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ͬ شود م نامیده دوگان خود کد ͷی اقلیدسͬ. داخلͬ ضرب رابطه از ͬ شود م فهمیده c کد از c⊥ دوگان

باشد. دوگان شامل اگر ͬ شود م نامیده متعامد خود و باشد معادل خودش دوگان با اگر

با برابر y = (y۱, . . . , yn) و x = (x۱, . . . , xn) بردار دو بین d(x, y) همینگ۳ فاصله تعریف۱. ۳. ۳.

یعنͬ: هستند، متفاوت آن ها در y و x که است مختصاتͬ مͺان های تعداد

d(x, y) = |{i | xi ̸= yi, ۱ ≤ i ≤ n}|.

متمایز کدکلمه های کلمات بین همینگ فاصله کوچͺترین ،C کد ͷی از d فاصله کمترین تعریف۱. ۳. ۴.

یعنͬ: ͬ شود، م تعریف C از

d = min{d(x, y) | x, y ∈ C, x ̸= y}.

یعنͬ: ͬ شود، م تعریف آن صفر غیر مولفه های تعداد ،x ∈ Fn
q بردار w(x) همینگ وزن تعریف۱. ۳. ۵.

w(x) = |{i | xi ̸= ۰}|.

وزن کوچͺترین برابر و داده نشان w(C) نماد با را وزن کمترین آن گاه باشد، کد ͷی C اگر تعریف۱. ۳. ۶.

یعنͬ: ͬ شود، م تعریف C در ناصفر کدکلمه های تمام

w(C) = min{w(x) | x ∈ C, x ̸= ۰}.

برای کار این اما است. متمایز عنصر جفت هر مقایسه مستلزم کد ͷی فاصله کمترین یافتن کلͬ طور به

ͷی نیز x− y آن گاه باشند، C خطͬ کد ͷی به متعلق y و x کدکلمه های اگر نیست. ضروری خطͬ کد ͷی

.[۲۷] ͬ گیریم م نتیجه را زیر گزاره قبلͬ، تعاریف به توجه با اکنون است. C در کدکلمه 

است. برابر ناصفر کدکلمه های همه وزنِ کمترین با خطͬ کد ͷی فاصله کمترین .۷ .۳ .۱ گزاره

استفاده ،d وزن کمترین معادل طور به یا فاصله، کمترین با [n, k] خطͬ کد برای [n, k, d] نماد از ما

ͬ کنیم. م

3Hamming
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هستند. انتقال حال در ارتباطͬ کانال ͷی طریق از که دانست پیام هایی از مجموعه ای ͬ توان م را کد ͷی

شده خراب x = (x۱, . . . , xn) ∈ C پیام ͷی اجزای از برخͬ است ممͺن باشد، نویز معرض در کانال اگر

تعداد d(x, y) فاصله و باشد متفاوت x با است ممͺن y = (y۱, . . . , yn) دریافتͬ پیام بنابراین، باشند.

ͬ گویند. م رمزگشایی را y دریافتͬ پیام از x اصلͬ پیام بازیابی فرآیند ͬ کند. م شمارش را y در خطاها

یافت. [۱] در را آن ͬ توان م و ͬ دهد م نشان را فاصله کمترین مفهوم اهمیت زیر نتیجه

و کند شناسایی کدکلمه  ͷی در را خطا d − ۱ حداکثر ͬ تواند م [n, k, d] خطͬ کد ͷی .۸ .۳ .۱ قضیه

کند. تصحیح را خطا t = ⌊d−۱۲ ⌋ حداکثر

مͺان های جابجایی وسیله به دیͽری از را ͬͺی بتوان اگر ͬ شوند م نامیده معادل خطͬ کد دو تعریف۱. ۳. ۹.

آورد. دست به میدان ͷی از ناصفر عنصری در مشخص مختصات ͷی ضرب و کدکلمه ها همه در مختصاتͬ

آوردن دست به برای کد ͷی مختصاتͬ مͺان های از جایͽشتͬ اگر ͬ شوند م نامیده یͺریخت خطͬ کد دو

باشد. کافͬ دیͽر کد

C ͬ های خودریخت تمام مجموعه ͬ شود. م نامیده C از خودریختͬ ͷی خودش، به C کد از یͺریختͬ هر

ͬ دهند. م نشان Aut(C) نماد با و ͬ نامند م C ͬ های خودریخت گروه را

ͬ باشد. م برابری بررسͬ ماتریس یا مولد ماتریس از استفاده خطͬ کد ͷی ارائه برای رایج روش دو

هر از که است k × n ماتریس ͷی ،C خطͬ [n, k, d] کد ͷی از G مولد ماتریس ͷی تعریف۱. ۳. ۱۰.

شͺل به مولد ماتریس ͷی ͬ دهد. م تشͺیل C کد برای پایه ای که ͬ آید م دست به C خطͬ مستقل کدکلمه  k

در مولد ماتریس که است k × (n− k) ماتریس ͷی A و k مرتبه از همانͬ ماتریس Ik که G = [Ik | A]

ͬ شود. م نامیده استاندارد شͺل

است. استاندارد شͺل در مولد ماتریس با کد ͷی با معادل خطͬ کد هر .۱۱ .۳ .۱ تبصره

به x = (x۱, . . . , xn), y = (y۱, . . . , yn) ∈ Fn
q بردارهای داخلͬ حاصل ضرب .۱۲ .۳ .۱ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر صورت

x.y =
n∑

i=۱
xiyi.
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مجموعه C⊥ ⊂ Fn
q دوگان کد باشد. شده داده C ⊂ Fn

q خطͬ [n, k, d] کد کنیم فرض تعریف۱. ۳. ۱۳.

یعنͬ: هستند، C در کدکلمه  هر با متعامد که ͬ شود م تعریف کدکلمه هایی همه

C⊥ = {x ∈ Fn
q | x.y = ۰,∀y ∈ C}.

C = C⊥ اگر ͬ نامند م خود⁃دوگان و C ⊆ C⊥ اگر ͬ شود م نامیده خود⁃متعامد C کد ͷی

است. خطͬ [n, n− k] کد ͷی C آن گاه باشد، خطͬ [n, k] کد ͷی C اگر .۱۴ .۳ .۱ تبصره

صورت: این در باشد. n طول به خطͬ کد ͷی C کنید فرض .۱۵ .۳ .۱ گزاره

dim(C) + dim(C⊥) = n.

زوج خود⁃دوگان کد ͷی از n طول که ͬ گیریم م نتیجه است، آمده [۱] در آن اثبات که قبل گزاره طبق

است. n/۲ آن بعد و است

زمانͬ چه که کنیم مشخص توانیم مͬ راحتͬ به کد ͷی مولد ماتریس بررسͬ با که ͬ دهد م نشان زیر نتیجه

است. خود⁃متعامد کد آن

.GGT = ۰ اگر تنها و اگر است خود⁃متعامد G مولد ماتریس با C خطͬ کد ͷی .۱۶ .۳ .۱ لم

است کافͬ است، خود⁃دوگان G مولد ماتریس با C خطͬ [n, k] کد ͷی این که اثبات برای رو، این از

ͬ آوریم: م دست به را زیر لم نکته این طبق .GGT = ۰ و است n = ۲k طول دارای C که دهیم نشان

باشد، G = [Ik | B] مولد ماتریس با Fq میدان ͷی روی خود⁃دوگان [n, k] کد ͷی C اگر .۱۷ .۳ .۱ لم

.BBT = −lk آن گاه

یافت. [۳۵] در ͬ توان م را قبلͬ لم دو اثبات

n طول از C خطͬ کد ͷی در را i وزن از کدکلمه های تعداد دهنده نشان wi کنیم فرض تعریف۱. ۳. ۱۸.

ͬ باشد. م [wi | ۰ ≤ i ≤ n] لیست صورت به C توزیعͬ وزن صورت این در باشد.

باشد. زوج C کدکلمه های تمام وزن اگر نامیم زوج را C کد تعریف۱. ۳. ۱۹.
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باشند. داشته یͺسانͬ توزیعͬ وزن C⊥ و C اگر نامیم صوری خود⁃دوگان را C کد تعریف۱. ۳. ۲۰.

از بعضͬ است ممͺن زوج صوری خود⁃دوگان [۲n, n] کدهای که است شده داده نشان [۲۶] در

باشند. خود⁃دوگان [۲n, n] کد هر از بزرگتر وزن کمترین دارای اوقات

C⊥ دوگان کد از مولد ماتریس ͷی C خطͬ کد ͷی از H برابری بررسͬ ماتریس ͷی .۲۱ .۳ .۱ تعریف

است.

H از توان مͬ را C کدکلمه های آن گاه باشد، C خطͬ کد ͷی برای برابری بررسͬ ماتریس ͷی H اگر

بررسͬ ماتریس توسط شده ارائه C کد بنابراین، باشند. متعامد H از ردیف هر با باید آن ها زیرا کرد، بازیابی

است: زیر صورت به H برابری

C = {x ∈ Fn
q | H.xT = ۰}.

صورت این در باشد. C خطͬ [n, k] کد برای برابری بررسͬ ماتریس ͷی H کنید فرض .۲۲ .۳ .۱ قضیه

باشد. d حداقل فاصله کمترین دارای C اگر تنها و اگر است خطͬ مستقل H در ستون d−۱ از مجموعه هر

بررسͬ ماتریس با C خطͬ کد ͷی که ͬ شود م نتیجه یافت، [۱] در ͬ توان م را آن اثبات که قبل قضیه از

خطͬ مستقل H ستون های از عضوی d−۱ مجموعه هر اگر فقط و اگر دارد را d فاصله کمترین H برابری

برای ͬ تواند م قبل قضیه رو، این از هستند. خطͬ وابسته ستون ها، از عضوی d مجموعه های از تعدادی و باشد

شود. استفاده برابری بررسͬ ماتریس به توجه با خطͬ، کد ͷی فاصله کمترین تعیین

برابری بررسͬ ماتریس به را مولد ماتریس بتوان که است مطلوب اوقات اغلب خطͬ کدهای با کار هنگام

[۲۴] در ͬ توان م را اثبات که است انجام قابل زیر قضیه از استفاده با راحتͬ به کار این برعکس. و کرد تبدیل

یافت.

باشد، C خطͬ [n, k] کد برای استاندارد شͺل در مولد ماتریس ͷی G = [Ik | A] اگر .۲۳ .۳ .۱ قضیه

است. C برای برابری بررسͬ ماتریس ͷی H = [−AT | In−k] آن گاه

رمزگشایی و رمزگذاری راحتͬ به که هستند خطͬ کدهای از مهمͬ خانواده همینگ کدهای .۲۴ .۳ .۱ مثال

H برابری بررسͬ ماتریس دارای (r ≥ ۲ (که n = ۲r − ۱ طول به Hr دوتایی همینگ کد ͷی ͬ شوند. م
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استفاده یͷ بار کدام هر که شده اند تشͺیل r طول به ناصفر دوتایی بردارهای تمام از آن ستون های که است

کلͬ برابری بررسͬ مختصات ͷی افزودن با ͬ باشد. م کد [۲r − ۱,۲r − r − ۱,۳] ͷی Hr است. شده

دست به Ĥr یافته تعمیم دوتایی همینگ کد ،(Hr از کلمه کد هر به بنابراین (و آن مولد ماتریس بردار هر به

ماتریس با دوتایی همینگ کد [۸,۴,۴] ͷی Ĥ۳ مثال برای است. کد [۲r,۲r − r−۱,۴] ͷی که ͬ آید م

هستند: زیر صورت به که ͬ باشد م H برابری بررسͬ ماتریس و G مولد

G =


۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۱ ۰

 , H =


۰ ۱ ۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۰۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱


است. خود⁃دوگان کد، این بنابراین ،GGT = ۰ که داد نشان ͬ توان م سادگͬ به

شود. مͬ شناخته سینگلتون۴ کران نام با که ͬ دهد م نشان را خطͬ کد ͷی پارامترهای بین رابطه زیر قضیه

است. شده ارائه [۲۷] در قضیه این اثبات

.d ≤ nk + ۱ آن گاه باشد، خطͬ [n, k, d] کد ͷی C اگر .۲۵ .۳ .۱ قضیه

بیشتری نمونه های برای است. k و n شده داده پارامترهای برای d بالای کران های از ͬͺی سینگلتون کران

ببینید. را [۲۴] به فاصله کمترین برای بالا کران های از

[n, k] برای بالا کران ͷی C وزن کمترین اگر دارد نام بهینه C خطͬ [n, k] کد ͷی .۲۶ .۳ .۱ تعریف

مقدار بزرگترین از کمتر واحد ͷی حداکثر آن وزن کمترین اگر است بهینه تقریباً C باشد. خطͬ کدهای

باشد. ممͺن

مقدار بالاترین دارای C اگر ͬ شود م نامیده شده تر شناخته C خطͬ [n, k] کد ͷی C خطͬ [n, k] کد

باشد. شده شناخته خطͬ [n, k] کدهای همه میان در وزن کمترین

ساخته کدهای همه وزن حداقل با را آن ها ما که است شده آورده [۱۹] در شده شناخته کدهای از فهرستͬ

ͬ کنیم. م مقایسه نامه پایان این در شده

4Singleton bound
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پذیر شرکت اسͺیم های ۴ .۱
از افراز ͷی {R۰, R۱, . . . , Rd} کنید فرض باشد. ناتهͬ مجموعه ͷی X کنیم فرض .۱ .۴ .۱ تعریف

کلاس از X روی پذیر۵ شرکت اسͺیم ͷی را (X, {Ri}di=۰) زوج .(∀i , Ri ⊆ X ×X) باشند X ×X

هرگاه گویند d

گویند. قطری رابطه آن به که ،R۰ = {(x, x) : x ∈ X} .۱

که طوری به باشد داشته وجود ۰ ≤ j ≤ d که Rj رابطه ،Ri رابطه هر ازای به .۲

R∗
i = {(y, x) | (x, y) ∈ Ri} = Rj.

(.R∗
i = Rj = Ri′ یعنͬ ͬ دهیم، م قرار Ri′ برابر را Rj رابطه حالت این (در

مجموعه اندازه ،(x, y) ∈ Rk و ۰ ≤ i, j, k ≤ d هر ازای به .۳

|{z ∈ X | (x, z) ∈ Ri , (z, y) ∈ Rj}|

باشد. نداشته بستگͬ Rk در (x, y) انتخاب به

yx

z۱, . . . , zn

x′

z′۱, . . . , z′n

y′

Ri Rj Ri Rj

Rk

واقع در ͬ دهیم. م نمایش λk
ij یا P k

ij با را فوق مجموعه اندازه

P k
ij = |{z ∈ X | (x, z) ∈ Ri , (z, y) ∈ Rj}|

اعداد هستند نیز نامنفͬ صحیح اعداد که P k
ij اعداد مجموعه به است. (x, y) ∈ Rk ͷی ازای به

گویند. اسͺیم متقاطع۶
5asssociative scheme
6intersection numbers
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ͬ شود. م گفته اسͺیم کلاس d به و اسͺیم درجه |X| به بالا، تعریف در

هرگاه گویند جابجایی۷ را (X, {Ri}di=۰) پذیر شرکت اسͺیم تعریف۱. ۴. ۲.

∀i, j, k , P k
ij = P k

ji.

.Ri′ = Ri باشیم داشته i هر برای هرگاه گویند متقارن۸ را فوق اسͺیم هم چنین

هستند. جابجایی متقارن، اسͺیم های .۳ .۴ .۱ لم

و (y, x) ∈ Rk داریم (x, y) ∈ Rk و i, j, k هر ازای به برهان.

P k
ij = |{z ∈ X | (x, z) ∈ Ri , (z, y) ∈ Rj}|

= |{z ∈ X | (z, x) ∈ Ri′ , (y, z) ∈ Rj′}|

= |{z ∈ X | (z, x) ∈ Ri , (y, z) ∈ Rj}|

= |{z ∈ X | (y, z) ∈ Rj , (z, x) ∈ Ri}| = P k
ji.

دهید قرار .X = {x۱, x۲, x۳, x۴, x۵, x۶} کنید فرض .۴ .۴ .۱ مثال

R۰ ={(xi, xi) : xi ∈ X}

R۱ ={(x۱, x۲), (x۲, x۱), (x۳, x۵), (x۴, x۶), (x۵, x۳), (x۶, x۴)}

R۲ ={(x۱, x۳), (x۱, x۴), (x۲, x۵), (x۲, x۶), (x۲, x۱), (x۳, x۴)

, (x۴, x۱), (x۵, x۲), (x۵, x۶), (x۶, x۲), (x۶, x۵)}

R۳ ={(x۱, x۵), (x۱, x۶), (x۲, x۳), (x۲, x۴), (x۳, x۲), (x۳, x۶)

, (x۴, x۲), (x۴, x۵), (x۵, x۱), (x۵, x۴), (x۶, x۱), (x۶, x۳)}.
7commutative
8symmetric
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⋃d

i=۰Ri = X ×X وضوح به زیرا است، متقارن پذیر شرکت اسͺیم ͷی (X, {Ri}۳i=۰) صورت این در

برقرار اسͺیم (۳) شرط .Ri′ = Ri داریم i هر برای و است قطری رابطه R۰ همچنین .Ri ∩ Rj = ∅ و

آن گاه بͽیریم، نظر در را (x۱, x۳) ∈ R۲ اگر نمونه عنوان به است،

P ۲۳۱ = |{z ∈ X | (x۱, z) ∈ R۳ , (z, x۳) ∈ R۱}| = ۱

. ... و P ۳۳۳ = ۰ مثلا یا

R۱ = و R۰ = {(x, x) | x ∈ X} دهید قرار باشد. ناتهͬ مجموعه ͷی X کنید فرض .۵ .۴ .۱ مثال

اسͺیم آن به که است متقارن پذیر شرکت اسͺیم ͷی X, {R۰, R − ۱} صورت این در .X × X \ R۰

(۲) و (۱) شرایط و هستند X ×X از افراز ͷی R۱ و R۰ وضوح به گویند. X روی بدیهͬ پذیر شرکت

ͬ کنیم: م بررسͬ را زیر حالت های نمونه عنوان به ،(۳) شرط بررسͬ برای هستند. برقرار اسͺیم

صورت این در .(x, x) ∈ R۰ کنیم فرض .۱

|{z ∈ X | (x, z) ∈ R۱ , (z, x) ∈ R۱}| = |{z ∈ X | (x, z) ∈ R۱}| = |X| − ۱.

.P ۰۱۱ = |X| − ۱ بنابراین

صورت این در .(x, y) ∈ R۱ کنیم فرض .۲

|{z ∈ X | (x, z) ∈ R۱ , (z, y) ∈ R۱}| = |{z ∈ X | (x, z) ∈ R۱ , (y, z) ∈ R۱}| = |X|−۲.

.P ۱۱۱ = |X| − ۲ بنابراین

.P ۱۰۱ = P ۱۱۰ = P ۰۰۰ = ۱ و P ۰۰۱ + P ۰۱۰ = P ۱۰۰ = ۰ که ͬ شود م ثابت مشابهاً

قرار گفتیم قبلا́ که همانطور باشد. پذیر شرکت اسͺیم ͷی (X, {Ri}di=۰) کنید فرض .۶ .۴ .۱ تعریف

صورت این در .R∗
i = Ri′ ͬ دهیم م

P k
ii′ = |{z ∈ X | (x, z) ∈ Ri , (z, x) ∈ R′

i}| = |{z ∈ X | (x, z) ∈ Ri}| = ki
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وضوح به ͬ دهیم. م نمایش ni یا ki با را آن معمولا و ͬ شود م گفته والنس۹ͬ یا ظرفیت فوق عدد به

k۰ = P k۰۰ = |{z ∈ X | (x, z) ∈ R۰}| = |{x}| = ۱.

داریم: ،(X, {Ri}di=۰) اسͺیم هر در .۷ .۴ .۱ لم

.ki|X| = |Ri| .۱

.ki = ki′ .۲

.
∑d

i=۰ ki = |X| .۳

.|Ri(x)| = ki وضوح به .Ri(x) = {y ∈ X | (x, y) ∈ Ri} دهید قرار x ∈ X هر ازای به .۱ برهان.

چون

Ri =
⋃
x∈X

{(x, y) | y ∈ Ri(x)}

لذا

|Ri| =
∑
x∈X

{(x, y) | y ∈ Ri(x)} = |X|ki.

در .ki|X| = |Ri| = |Ri′| = ki′ |X| داریم (۱) قسمت طبق لذا ،|Ri| = |Ri′| ،i هر ازای به چون .۲
.ki = ki′ نتیجه

صورت این در .x ∈ X کنید فرض .۳
d∑

i=۰
ki =

d∑
i=۰

|Ri(x)|

=
d∑

i=۰
|{z ∈ X | (x, z) ∈ Ri}| =

∣∣∣ d⋃
i=۰

{z ∈ X | (x, z) ∈ Ri}
∣∣∣

=
∣∣∣{z ∈ X | (x, z) ∈

d⋃
i=۰

Ri}
∣∣∣ = |{z ∈ X | (x, z) ∈ X ×X}|

= |X|.

9valency



پذیر۲۱ شرکت اسͺیم های .۴ .۱

داریم: همواره (X, {Ri}di=۰) پذیر شرکت اسͺیم هر در .۸ .۴ .۱ لم

.P k
i۰ = δik .۱

.P k۰j = δjk .۲

.P ۰
ij = δij′ki .۳

.P k
ij = P k′

j′i′ .۴

.
∑d

j=۰ P k
ij = ki .۵

صورت این در .(x, y) ∈ Rk کنید فرض .۱ برهان.

P k
i۰ = |{z ∈ X | (x, z) ∈ Ri , (z, y) ∈ R۰}|

= |{z ∈ X | (x, y) ∈ Ri}|

=

{۱ i = k

۰ i ̸= k

= δik.

صورت این در .(x, y) ∈ Rk کنید فرض .۲
P k۰j = |{z ∈ X | (x, z) ∈ R۰ , (z, y) ∈ Rj}|

= |{z ∈ X | (x, y) ∈ Rj}|

=

{۱ j = k

۰ j ̸= k

= δik.

صورت این در .(x, x) ∈ R۰ کنید فرض .۳
P ۰
ij = |{z ∈ X | (x, z) ∈ Ri , (z, x) ∈ Rj}|

=

{
ki j = i′

۰ j ̸= i′

= δji′ki.



مقدمات۲۲ͬ مفاهیم .۱

داریم و (y, x) ∈ Rk صورت این در .(x, y) ∈ Rk′ کنید فرض .۴

P k′

j′i′ = |{z ∈ X | (x, z) ∈ Rj′ , (z, y) ∈ Ri′}|

= |{z ∈ X | (z, x) ∈ Rj , (y, z) ∈ Ri}|

= |{z ∈ X | (y, z) ∈ Ri , (z, x) ∈ Rj}|

= P k
ij.

صورت این در .(x, y) ∈ Rk کنید فرض .۵
d∑

i=۰
P k
ij =

∣∣∣ d⋃
j=۰

{z ∈ X | (x, z) ∈ Ri , (z, y) ∈ Rj}
∣∣∣

=
∣∣∣{z ∈ X | (x, z) ∈ Ri , (z, y) ∈

d⋃
j=۰

Rj}
∣∣∣

= |{z ∈ X | (x, z) ∈ Ri}| = |Ri(x)| = ki.

.(x, z) ∈ Rt و (y, z) ∈ Rj ،(x, y) ∈ Ri که ͬ شماریم م را (x, y, z) سه تایی های اثبات، برای .۶
صورت این در .(x, z) ∈ Rt کنید فرض ابتدا

|{y ∈ X | (x, y) ∈ Ri , (y, z) ∈ Rj}| = P t
ij.

|X|ktP t
ij برابر فوق سه تایی های مجموعه اندازه پس است. |X|kt برابر نیز (x, z) ∈ Rt تعداد طرفͬ از

است.

صورت این در .(x, y) ∈ Ri کنید فرض حال

|{z ∈ X | (x, t) ∈ Rt , (z, y) ∈ Rj′}| = P i
tj′ .

ͬ باشد. م |X|kiP i
tj′ برابر فوق سه تایی مجموعه اندازه پس است. |X|ki برابر نیز (x, y) ∈ Ri تعداد چون

صورت این در .(y, t) ∈ Rj کنید فرض نهایت، در

|{x ∈ X | (y, x) ∈ Ri′ , (x, z) ∈ Rt}| = P j
i′t.



پذیر۲۳ شرکت اسͺیم های .۴ .۱

ͬ باشد. م |X|kjP j
i′t برابر فوق سه تایی  مجموعه اندازه لذا است. |X|kj برابر نیز (y, t) ∈ Rj تعداد طرفͬ از

داریم: فوق تساوی های از

|X|ktP t
ij = |X|kiP i

tj′ = |X|kjP j
i′t.

.ktP t
ij = kiP

i
tj′ = kjP

j
i′t نتیجه در

نوشت. زیر بصورت خلاصه صورت به ͬ توان م را (۳) شرط پذیر شرکت اسͺیم هر در .۹ .۴ .۱ نکته

P k
ij = |{z ∈ X | (x, z) ∈ Ri , (z, y) ∈ Rj}|

= |{z ∈ X | z ∈ Ri(x) , z ∈ Rj′(y)}|

= |{Ri(x) ∩Rj′(y)}|.

هستیم. علاقه مند ،d = ۲ که حالتͬ در یعنͬ پذیر، شرکت اسͺیم های از کلاس دو به نامه پایان این در

که همان طور باشند. دو کلاس پذیر شرکت اسͺیم از مجاورت ماتریس های A۲ و A۱ ،A۰ = I کنید فرض

حالت این در که AT۲ = A۲ و AT۱ = A۱ یا دهد: رخ است ممͺن حالت دو است، شده بیان [۱۳] در

(v, k := p۰۱۱, λ := p۱۱۱, µ := p۲۱۱) پارامترهای با منظم قویاً گراف ͷی (X,R۱) جهت بدون گراف

با دوگانه منظم تورنمنت ͷی (X,R۱) جهت دار گراف صورت این در که AT۲ = A۱ و AT۱ = A۲ یا است،

داریم DRTها) و (SRGها حالت دو هر در ͬ باشد. م (v, k := p۰۱۲, λ := p۱۱۱, µ := p۲۱۱) پارامترهای

AJ = JA = kJ در A ماتریس صورت این در .A = A۱ و A۱ = A۲ کنید فرض .A۲ = J−I−A۱

داریم: SRGها برای اول، حالت در ͬ کند. م صدق

A۲ = kI + λA+ µ(J − I − A)

داریم DRTها برای دوم، حالت در و

A۲ = λA+ µ(J − I − A).



۲ فصل

پذیر شرکت اسͺیم های از دوگانه چرخشͬ کدهای
دو کلاس

۲ درجه از دوگانه چرخشͬ کدهای ۱ .۲
q کنیم فرض علاوه، به  باشند. دلخواه ثابت های r, s, t ∈ R و I شامل جابه جایی حلقه ͷی R کنید فرض

باشد GF (q)∪{∞} به {۰,۱, . . . , q−۱}∪{∞} از ͷی به ͷی نگاشت ͷی a و فرد عدد ͷی از توانͬ

نگاشت ͷی a−۱ معکوس نگاشت صورت این در .a(∞) = ∞ و a(۱) = ۱ ،a(۰) = ۰ که طوری به

GF (q) اعضای باشد، اول q اگر است. {۰,۱, . . . , q − ۱} ∪ {∞} به GF (q) ∪ {∞} از ͷی به ͷی

یعنͬ شوند، داده نمایش صحیح اعداد صورت به ͬ توانند م

a(۰) = ۰, a(۱) = ۱, a(۲) = ۲, . . . , a(q − ۱) = q − ۱

q × q ماتریس ͷی را Q(r, s, t) = [qi,j] ماتریس حال است. همانͬ نگاشت a کنیم فرض ͬ توانیم م لذا و

:GF (q) اعضای با خورده برچسب ستون های و سطر با همراه R روی

a(۰) = ۰, a(۱) = ۱, a(۲) = ۲, . . . , a(q − ۱) = q − ۱.

۲۴



۲۵۲ درجه از دوگانه چرخشͬ کدهای .۱ .۲

که طوری به ͬ شود م تعریف GF (q) دوم درجه مانده باقͬ از χ مشخصه تابع از استفاده با qi,j درایه های

χ(ai) =


r ai = a۰ = ۰ اگر
s نباشد GF (q) در دوم درجه ͬ مانده باق ai اگر
t نباشد GF (q) در دوم درجه ͬ مانده باق ai اگر

داریم باشد اول q که زمانͬ مورد این در .qi,j = χ(aj − ai) که ͬ کنیم م فرض

a(۰) = ۰, a(۱) = ۱, a(۲) = ۲, . . . , a(q − ۱) = q − ۱

ͬ مانده باق ماتریس Q = Qq(۰,۱,۰) ͬ کنیم م تعریف علاوه به .Qq(r, s, t) چرخشͬ ماتریس به را ما این و

صفر شامل که ۲ درجه ͬ مانده های باق غیر ماتریس N = Qq(۰,۰,۱) و ͬ شود نم صفر شامل که ۲ درجه

ͬ شود. نم

کرده مطالعه و شناسایی ͬ کنند م استفاده ۲ درجه ͬ مانده های باق از که را دوگانه چرخشͬ کدهای گابوریت

به ساختارها این از که کدهایی آورد. بدست میدانͬ هر روی آن ها ساختار برای عمومͬ اسͺیم های و است

ͬ شوند. م نامیده QDC یا دوم درجه ͬ مانده باق از دوگانه چرخشͬ کدهای ͬ آیند، م دست

کد ͷی اول ساختار در ͬ کنیم. م تعریف R روی (۲ (درجه دوگانه چرخشͬ کدهای از ساختار دو اکنون

ͬ آید: م دست به زیر دوگانه چرخشͬ مولد ماتریس توسط

Pq(r, s, t) =
[
I | Qq(r,s,t)

]
ͬ شود. م گفته دوگانه چرخشͬ محض فرم فرم، این به

ͬ آید: م دست به زیر دوگانه چرخشͬ مولد ماتریس وسیله به کد ͷی α, β, γ ∈ R هر برای دوم ساختار در

Bq(r, s, t) =


۱ ۰ . . .۰ α β . . . β
۰ γ
... I

... Qq(r, s, t)۰ γ


که p برای R = GF (p) که زمانͬ حالت این در ͬ شود. م گفته دوگانه چرخشͬ شده محدود فرم فرم، این به

هستند. GF (p) روی کدهای ترتیب به [۲q + ۲, q + ۱] و [۲q, q] کد دو باشد اول عدد ͷی

بود. نخواهد چرخشͬ Qq(r, s, t) ماتریس نباشد، اول q که زمانͬ بالا حالت های در



دو۲۶ کلاس پذیر شرکت اسͺیم های از دوگانه چرخشͬ کدهای .۲

عمومͬ ساختار های ۲ .۲
v از پذیر) شرکت اسͺیم کلاس دو از مجاورت گراف (نخستین G گراف مجاورت ماتریس A کنیم فرض

باشد. µ و λ پارامترهای با ،n درجه راس،

AT = A که ͬ افتد م اتفاق زمانͬ که است SRG ͷی G اول حالت بͽیریم، نظر در را حالت دو باید ما

.AT = A که است زمانͬ که باشد DRT ͷی G دوم حالت و

داریم باشد SRG ͷی G اگر .۱ .۲ .۲ لم

AAT = A۲ = κI + λA+ µA. (۱ .۲)

داریم باشد DRT ͷی G اگر

AAT = κI + (κ− ۱− λ)A+ (κ− µ)A. (۲ .۲)

کردن جای گذاری با ͬ توان م نیز را دوم عبارت ͬ آید. م دست به A۲ شده شناخته مقدار از اول عبارت برهان.

آورد. دست به A۲ و AJ شده شناخته مقدار از استفاده و AT = A جای به J − I − A

داریم (v, κ, λ, µ) پارامتر های با DRT ͷی برای

AAT = κI + (κ− ۱− λ)A+ (κ− µ)A.

بنابراین .p۱۱۲ = p۲۱۲ یعنͬ κ)؛ − ۱ − λ) = (κ − µ) پس ،AT = A و
(
AAT

)T
= AAT چون

کرده ایم. بیان خلاصه طور به را پارامترها بین روابط زیر لم در .µ = λ+ ۱
و κ = ۲λ + ۱ ،v = ۴λ + ۱ آن گاه باشد، (v, κ, λ, µ) پارامترهای با DRT ͷی G اگر .۲ .۲ .۲ لم

.µ = λ+ ۱
ͬ دهیم: م شرح را زیر ساختارهای

کنیم فرض r, s, t ∈ R دلخواه اسͺالرهای برای

QR(r, s, t) =
(
rI + sA+ tA

)
. (۳ .۲)



عموم۲۷ͬ ساختار های .۲ .۲

از است عبارت محض ساختار

PR(r, s, t) = (I | QR(r, s, t)) . (۴ .۲)

از است عبارت شده محدود ساختار

BR(r, s, t) =


۱ ۰ . . .۰ α β . . . β
۰ γ
... I

... QR(r, s, t)۰ γ

 (۵ .۲)

شد. خواهند مشخص خاص حالت های به توجه با که هستند اسͺالرهایی γ و β ،α که

پوشش BR(r, s, t) کنیم فرض و باشد PR(r, s, t) از R سطری پوشش PR(r, s, t) ͬ کنیم م فرض

باشد. BR(r, s, t) از R سطری

بالا، کدهای خانواده دو آن گاه باشد، پالͬ تورنمنت یا پالͬ گراف وقوع ماتریس A اگر بنیادی: مثال

هستند. [۱۵] در شده ذکر خانواده دو نخستین

ͬ باشد. م R ۲v+۲روی طول به کد ͷی BR(r, s, t) کد و R ۲vروی طول به کد ͷی PR(r, s, t) کد

هر روی آزاد کد ͷی BR(r, s, t) کد و عضو |R|v با R حلقه هر روی آزاد کد ͷی PR(r, s, t) کد

نشان باید فقط هستند، خود⁃دوگان آنها که این که دادن نشان برای نتیجه در است. عضو |R|v+۱ با R حلقه

ͬ کنیم. م شروع محض حالت با ابتدا هستند. خود⁃متعامد آنها که دهیم

داریم. نیاز QR(r, s, t)QR(r, s, t)
T = −I به باشد خود⁃متعامد PR(r, s, t) کد این که برای

داریم SRGها برای .۳ .۲ .۲ لم

QR(r, s, t)QR(r, s, t)
T =

(
r۲ + s۲κ− t۲ − t۲κ+ t۲v) I

+
(۲rs+ s۲λ− ۲st− ۲stλ+ t۲λ+ ۲stκ+ t۲v − ۲t۲κ)A

+
(۲rt+ s۲µ− ۲stµ+ t۲µ+ ۲stκ+ t۲v − ۲t۲ − ۲t۲κ)A.



دو۲۸ کلاس پذیر شرکت اسͺیم های از دوگانه چرخشͬ کدهای .۲

داریم DRTها برای

QR(r, s, t)QR(r, s, t)
T =

(
r۲ + (

s۲ + t۲)κ) I
+

(
rt+ sr +

(
s۲ + t۲) (κ− ۱− λ) + stλ+ stµ

)
A

+
(
rt+ sr +

(
s۲ + t۲) (κ− µ) + stµ+ stλ

)
A.

ͬ شود. م نتیجه سرراست محاسبه ͷی و ؟؟ و ؟؟ معادله های ،۱ .۲ .۲ لم از استفاده با برهان.

.۱+ r۲+ s۲κ+ t۲(v−κ−۱) است عبارت (I | QR(r, s, t)) سطرهای از ͷی هر اقلیدسͬ وزن

۱+r۲+s۲κ+t۲(v−κ−۱) ۴m≡ Z۲mدارای۰ روی کد ͷی برای ,PR(rخود⁃دوگان s, t)ͷی اگر پس

نیاز زیر موارد به باشد خود⁃دوگان BR(r, s, t) این که برای است. II نوع کد ͷی PR(r, s, t) آن گاه باشد،

داریم:

۱+ α۲ + vβ۲ = ۰ (۶ .۲)

αγ + β(r + sκ+ t(v − κ− ۱)) = ۰ (۷ .۲)

I + γ۲J +QR(r, s, t)QR(r, s, t)
T = ۰. (۸ .۲)

با بالا سطر داخلͬ ضرب حاصل دوم تساوی ͬ باشد. م خودش با بالا سطر داخلͬ ضرب حاصل اول معادله

هستند. متعامد یͺدیͽر با سطرها سایر که ͬ کند م تضمین سوم رابطه و است دیͽر سطر هر

که ͬ کند م ایجاب ۸ .۲ معادله

QR(r, s, t)QR(r, s, t)
T = −

(۱+ γ۲) I − γ۲A− γ۲A.

نسبت های به باشد II نوع کد این این که برای R = Z۲m که زمانͬ

۱+ α۲ + vβ۲ ۴m≡ ۰

و خودش) با بالا سطر داخلͬ ضرب (حاصل

۱+ γ۲ + r۲ + s۲κ+ t۲(v − k − ۱) ۴m≡ ۰



عموم۲۹ͬ ساختار های .۲ .۲

ͬ کنیم. م خلاصه زیر قضیه دو در را بخش این نتایج داریم. نیاز خودش) با دیͽر سطر هر داخلͬ (ضرب

تنها و اگر است R روی خود⁃دوگان اقلیدسͬ ،SRG ͷی از شده تشͺیل PR(r, s, t) کد .۴ .۲ .۲ قضیه

اگر

(
r۲ + s۲κ− t۲ − t۲κ+ t۲v) = −۱(۲rs+ s۲λ− ۲st− ۲stλ+ t۲λ+ ۲stκ+ t۲v − ۲t۲κ) = ۰(۲rt+ s۲µ− ۲stµ+ t۲µ+ ۲stκ+ t۲v − ۲t۲ − ۲t۲κ) = ۰.

اگر تنها و اگر است R روی خود⁃دوگان اقلیدسͬ ،DRT ͷی از شده تشͺیل PR(r, s, t) کد

(
r۲ + (

s۲ + t۲)κ) = −۱(
rt+ sr +

(
s۲ + t۲) (κ− ۱− λ) + stλ+ stµ

)
= ۰(

rt+ sr +
(
s۲ + t۲) (κ− µ) + stµ+ stλ

)
= ۰.

تنها و اگر است R روی خود⁃دوگان اقلیدسͬ ،SRG ͷی از شده تشͺیل BR(r, s, t) کد .۵ .۲ .۲ قضیه

اگر

(
r۲ + s۲κ− t۲ − t۲κ+ t۲v) = −

(۱+ γ۲)(۲rs+ s۲λ− ۲st− ۲stλ+ t۲λ+ ۲stκ+ t۲v − ۲t۲κ) = −γ۲(۲rt+ s۲µ− ۲stµ+ t۲µ+ ۲stκ+ t۲v − ۲t۲ − ۲t۲κ) = −γ۲

۱+ α۲ + vβ۲ = ۰
αγ + β(r + sκ+ t(v − κ− ۱)) = ۰
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اگر تنها و اگر است R روی خود⁃دوگان اقلیدسͬ ،DRT ͷی از شده تشͺیل BR(r, s, t) کد

(
r۲ + (

s۲ + t۲)κ) = −
(۱+ γ۲)(

rt+ sr +
(
s۲ + t۲) (κ− ۱− λ) + stλ+ stµ

)
= −γ۲(

rt+ sr +
(
s۲ + t۲) (κ− µ) + stµ+ stλ

)
= −γ۲

۱+ α۲ + vβ۲ = ۰
αγ + β(r + sκ+ t(v − κ− ۱)) = ۰.

اگر تنها و اگر است Z۲m روی II نوع خود⁃دوگان، کد این علاوه، به

۱+ γ۲ + r۲ + s۲κ+ t۲(v − κ− ۱) ۴m≡ ۰
و

۱+ α۲ + vβ۲ ۴m≡ ۰.

الفبا وسیله به خود⁃دوگان شرایط ۳ .۲
ͬ کنیم. م ساده ۴ و ۳ ،۲ مشخصه های در را بودن خود⁃دوگان برای قبلͬ شرایط بخش این در

.R = F۲ ۱ .۳ .۲
ها SRG ۱ .۱ .۳ .۲

داد کاهش زیر صورت به ͬ توان م SRG برای را ۳ .۲ .۲ لم در شده بیان معادلات F۲ روی

QF۲(r, s, t)QF۲(r, s, t)
T = (r۲ + s۲κ+ t۲ + t۲κ+ t۲v)I + (s۲λ+ t۲λ+ t۲v)A

+ (s۲µ+ t۲µ+ t۲v)A

داشت خواهیم پس ،a۲ = a داریم a هر برای که داریم توجه و

QF۲(r, s, t)QF۲(r, s, t)
T = (r + sκ+ t+ tκ+ tv)I + (sλ+ tλ+ tv)A

+ (sµ+ tµ+ tv)A.
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جدول در ͬ کنیم. م استفاده ͬ دهند م را خود⁃دوگان کدهای ساختارها، که زمانͬ بررسͬ برای روابط این از ما

برای لازم شرایط ستون ها در است. شده داده ۴ پیمانه به ارزی ها هم و F۲ در تساوی ها همه ،۲ .۲ و ۱ .۲
شرایط این علاوه به ͬ کنیم. م ارائه γ و µ ،λ ،κ ،v روی شرایطͬ فقط نیز سطرها در ͬ دهیم. م ارائه را نتایج

کنند. صدق نیز β و α برای شده ارائه لازم شرایط در باید

II نوع شده محدود شده محدود خود⁃دوگان II نوع محض محض خود⁃دوگان t s r

v − κ+ γ ≡ ۰ λ = µ = κ, γ = κ+ v v ≡ κ λ = v = µ = κ ۱ ۰ ۰
γ + κ ≡ ۳ λ = µ = γ = κ+ ۱ κ ≡ ۳ κ = ۱, λ = µ = ۰ ۰ ۱ ۰
γ ≡ −v v = γ v ≡ ۰ v = ۰ ۱ ۱ ۰
وقت هیچ γ = ۰ وقت هیچ همیشه ۰ ۰ ۱

κ+ ۳ ≡ v + γ κ+ ۱ = v + γ = λ = µ v ≡ κ+ ۳ λ = µ = v = κ+ ۱ ۱ ۰ ۱
γ + κ ≡ ۲ κ = γ = λ = µ κ ≡ ۲ λ = µ = κ = ۰ ۰ ۱ ۱

وقت هیچ وقت هیچ v ≡ ۳ v = ۱ ۱ ۱ ۱
SRG دوتایی خود⁃دوگان کدهای :۱ .۲ جدول

ها DRT ۲ .۱ .۳ .۲
باشد. برابر خودش با عضو هر مربع که زمانͬ جز به داد کاهش ͬ توان نم را ها DRT برای معادلات F۲ روی

و κ = ۲λ+۱ ،v = ۴λ+۳ روابط در DRT ͷی پارامترهای ،۲ .۲ .۲ لم به بنا که ͬ کنیم م یادآوری

خود⁃ وقت هیچ P (۱,۰,۱) و P (۱,۱,۰) کدهای ͬ گیریم م نتیجه بنابراین ͬ کنند. م صدق µ = λ+ ۱
تناقض κ = ۲λ+۱ با این که باشد صفر با برابر باید κ که ͬ دهند م نتیجه فوق معادلات زیرا نیستند، دوگان

داشت خواهیم صورت این در زیرا نیست، خود⁃دوگان وقت B(۱,۱,۱)هیچ ͬ گیریم م نتیجه هم چنین دارد.

است. تناقض ͷی مجددا که µ = λ

II نوع شده محدود شده محدود خود⁃دوگان محض II نوع محض خود⁃دوگان t s r

v − κ+ γ ≡ ۰ λ = ۰, κ = γ + ۱ v ≡ κ λ+ ۱ = κ = ۱ ۱ ۰ ۰
γ + κ ≡ ۳ λ = ۰, κ = γ + ۱ κ ≡ ۳ ۱ = κ = λ+ ۱ ۰ ۱ ۰
γ + v ≡ ۰ λ+ µ = γ = ۱ وقت هیچ وقت هیچ ۱ ۱ ۰

وقت هیچ γ = ۰ وقت هیچ همیشه ۰ ۰ ۱
κ+ ۳ ≡ v + γ κ = γ, µ = ۱, λ = ۰ وقت هیچ وقت هیچ ۱ ۰ ۱
γ + κ ≡ ۲ κ = γ, µ = ۱, λ = ۰ وقت هیچ وقت هیچ ۰ ۱ ۱

وقت هیچ وقت هیچ v ≡ ۳ κ = λ ۱ ۱ ۱
DRT دوتایی خود⁃دوگان کدهای :۲ .۲ جدول
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حالت، این ساخت در ͬ دهد. م رخ محض حالت در جالبی نتیجه ،s = t = ۱ و r = ۰ که حالتͬ در

زوج ماتریس ها مرتبه که بود خواهد خود⁃دوگان صورتͬ در فقط که ͬ آوریم م دست به را (I | JI) ماتریس

نتیجه آن، از استفاده با که ندارد وجود خود⁃دوگانͬ کد هیچ که ͬ دهد م نشان نتیجه این حال، این با باشد.

ͬ دهیم. م بهبود را v ۲≡ ۱ باشیم داشته باید DRT ͷی در ͬ کند م بیان که شده ای شناخته

.R = F۴ ۲ .۳ .۲
۳ .۲ .۲ لم مشابه محاسباتͬ به کار این برای بنابراین کنیم. استفاده هرمیتین داخلͬ ضرب از باید F۴ برای

داریم.

داریم ها SRG برای ،ϕ گستره با F۴ روی .۱ .۳ .۲ لم

Q(r, s, t)ϕ(Q(r, s, t)) =
(
r۳ + s۳κ+ t۳ + t۳κ+ t۳v) I

+
(
rs۲ + sr۲ + s۳λ+ ts۲ + st۲

+t۳λ+
(
ts۲ + st۲)κ+ t۳v)A

+
(
rt۲ + tr۲ + s۳µ+

(
ts۲ + st۲)µ+ t۳µ

+
(
ts۲ + st۲)κ+ t۳v)A.

داریم ها DRT برای ،ϕ گستره با F۴ روی

Q(r, s, t)ϕ(Q(r, s, t)) =
(
r۳ + (

s۳ + t۳)κ) I
+
(
rt۲ + sr۲ + (

s۳ + t۳) (κ+ ۱+ λ) + st۲λ+ ts۲µ)A
+
(
rs۲ + tr۲ + (

s۳ + t۳) (κ+ µ) + st۲µ+ ts۲λ)A.
داریم آن گاه باشد، ϕ با برابر F۴ گستره اگر برهان.

Q(r, s, t)ϕ(Q(r, s, t)) = (rI + sA+ tA)(ϕ(r)ϕ(I) + ϕ(s)ϕ(A) + ϕ(t)ϕ(A))

= (rI + sA+ tA)(ϕ(r)I + ϕ(s)A+ ϕ(t)(A)).

است ۲ برابر مشخصه نکته، این از استفاده با لذا و ϕ(a) = a۲ داریم F۴ در که ͬ کنیم م توجه صورت این در

ͬ شود. م اثبات بالا محاسبه درستͬ و
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محض حالت ۱ .۲ .۳ .۲
خود⁃دوگان F۴ روی محض ساختار در ها SRG از آمده دست به کدهای زمانͬ چه که ͬ کنیم م بررسͬ اکنون

آن گاه باشند، ناصفر t و s اگر هستند.
r۳ = v(

rt۲ + sr۲ + ts۲ + st۲) = (
st۲ + ts۲)κ+ v(

rt۲ + tr۲) = (
st۲ + ts۲) (µ+ κ) + v.

آن گاه ،t ̸= ۰ و s = ۰ اگر
r۳ = κ+ v

λ = v(
rt۲ + tr۲) = µ+ v.

آن گاه ،t = ۰ و s ̸= ۰ اگر
r۳ = κ+ ۱(

rs۲ + sr۲) = λ

µ = ۰.
خود⁃دوگان F۴ روی محض ساختار در ها DRT از آمده دست به کدهای زمانͬ چه که ͬ کنیم م بررسͬ اکنون

هستند.

آن گاه باشند، ناصفر t و s اگر
rt۲ + sr۲ = st۲λ+ ts۲µ

rs۲ + tr۲ = st۲µ+ ts۲λ.
.κ ۲≡ ۰ اگر تنها و اگر است ناصفر r بنابراین .r۳ = ۱+ κ آن گاه باشد، ناصفر t و s از ͬͺی اگر

آن گاه ،t ̸= ۰ و s = ۰ اگر
rt۲ = κ+ ۱+ λ

tr۲ = κ+ µ.

آن گاه ،t = ۰ و s ̸= ۰ اگر
sr۲ = κ+ ۱+ λ

rs۲ = κ+ µ.

.r = s آن گاه باشد، ناصفر r اگر بنابراین .r۲ = rs داریم ،s ̸= ۰ و µ = λ+۱ که این از استفاده با سپس
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شده محدود حالت ۲ .۲ .۳ .۲
خود⁃ F۴ روی شده محدود ساختار در ها SRG از آمده دست به کدهای زمانͬ چه که ͬ کنیم م بررسͬ اکنون

آن گاه باشند، ناصفر t و s اگر هستند. دوگان

r۳ + v = γ۲

rs۲ + sr۲ + ts۲ + st۲ =
(
ts۲ + st۲)κ+ v + γ۲

rt۲ + tr۲ =
(
ts۲ + st۲)µ+

(
ts۲ + st۲)κ+ v + γ۲.

آن گاه ،t ̸= ۰ و s = ۰ اگر
r۳ + κ+ v = γ۲

λ+ v = γ۲(
rt۲ + tr۲)µ+ v = γ۲.

آن گاه ،t = ۰ و s ̸= ۰ اگر
r۳ + κ = ۱+ γ۲(

rs۲ + sr۲)+ λ = γ۲

µ = γ۲.
F۴ روی شده محدود ساختار در ها DRT از آمده دست به کدهای زمانͬ چه که ͬ کنیم م بررسͬ اکنون

هستند. خود⁃دوگان

آن گاه باشند، ناصفر t و s اگر

r۳ = ۱+ γ۲

rt۲ + sr۲ + st۲λ+ t۲µ = γ۲

rs۲ + tr۲ + st۲µ+ ts۲λ = γ۲.

.κ ۲≡ ۰ اگر تنها و اگر است ناصفر r بنابراین .r۳ = ۱+ κ آن گاه باشد، ناصفر t و s از ͬͺی اگر

آن گاه ،t ̸= ۰ و s = ۰ اگر
r۳ + κ = ۱+ γ۲

rt۲ + κ+ ۱+ λ = γ۲

tr۲ + κ+ µ = γ۲.
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.R = F۳ ۳ .۳ .۲
،۴ .۲ ،۳ .۲ جدول های معادلات باشیم. داشته ͬ توانیم نم را s = t = ۰ حالت F۳ روی که ͬ کنیم م مشاهده

هستند. F۳ میدان در همه ۶ .۲ و ۵ .۲
محض خود⁃دوگان t s r

rs = λ, µ = ۰, κ = ۱ ۰ ̸= ۰ ̸= ۰۲ = v − κ, κ = λ+ ۲ = ۲rt+ µ ̸= ۰ ۰ ̸= ۰
κ = ۲, λ = µ = ۰ ۰ ̸= ۰ ۰
v = κ = λ = µ+ ۱ ̸= ۰ ۰ ۰

v = ۰, λ− κ = st(۱+ λ− κ), µ− κ = st(µ− κ) ̸= ۰ ̸= ۰ ۰
محض حالت :SRG سه تایی خود⁃دوگان کدهای :۳ .۲ جدول

شده محدود خود⁃دوگان t s r
۲rs+ λ = µ = ۲+ κ, γ۲ = ۱+ ۲κ ۰ ̸= ۰ ̸= ۰

λ = ۱+ κ,۲rt+ µ = κ, γ۲ = ۲+ ۲v + κ ̸= ۰ ۰ ̸= ۰
λ = ۱+ κ = µ, γ۲ = ۲+ ۲κ ۰ ̸= ۰ ۰
λ = κ = µ+ ۱, γ۲ = κ+ ۲v ̸= ۰ ۰ ۰

v = −γ۲, λ− κ = st(۱+ λ− κ), µ− κ− ۱ = st(µ− κ) ̸= ۰ ̸= ۰ ۰
شده محدود حالت :SRG سه تایی خود⁃دوگان کدهای :۴ .۲ جدول

محض خود⁃دوگان t s r
λ = rs, κ = ۱ ۰ ̸= ۰ ̸= ۰
λ = rt, κ = ۱ ̸= ۰ ۰ ̸= ۰
λ = ۱, κ = ۲ ۰ ̸= ۰ ۰
λ+ ۱ = κ = ۲ ̸= ۰ ۰ ۰

κ = ۱, (κ− ۱− λ) = st(λ+ µ) ̸= ۰ ̸= ۰ ۰
محض حالت :DRT سه تایی خود⁃دوگان کدهای :۵ .۲ جدول

.R = Z۴ ۴ .۳ .۲
حالت ͬ دهیم. م بهبود را شده شناخته ساختار چندین هستند. آزاد ساخت، خواهیم Z۴ روی که کدهایی همه

برای است. شده بیان هادامارد۱ ماتریس های با ارزی هم از استفاده با [۴۱ صفحه ،۹] در DRT عمومͬ

معادله ،۸] در ماتریس های مشابه طور به ͬ باشد. م BZ۴(۰,۱,۳) ،[۴۱ صفحه ،۹] در (۴۰) معادله مثال
1Hadamard
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شده محدود خود⁃دوگان t s r
sr = λ, γ۲ = ۱+ ۲κ ۰ ̸= ۰ ̸= ۰

rt = λ = ۰, γ۲ = ۱+ ۲κ ̸= ۰ ۰ ̸= ۰
λ = ۱, γ۲ = ۲+ ۲κ ۰ ̸= ۰ ۰
λ = ۱, γ۲ = ۲+ ۲κ ̸= ۰ ۰ ۰

κ+ ۲ = γ۲, st(λ+ µ) = ۱− κ− ۲(κ− ۱− λ) ̸= ۰ ̸= ۰ ۰
شده محدود حالت :DRT سه تایی خود⁃دوگان کدهای :۶ .۲ جدول

(در ارز هم ما، شده ذکر BZ۴(۱,۳,۲) و BZ۴(b, b,۰) شده محدود حالت با ترتیب به [(۳.۲) و (۳.۱)

ͷی استخراج برای چاپمن۲ توسط ،γ = ۳ و β = ۱ ،α = ۲ با BZ۴(۲,۱,۳) هستند. بالایی) سطر حد

شد. استفاده لیچ۳ مشبͺه از رایانه از فارغ ساختار

محض حالت ۱ .۴ .۳ .۲
خود⁃دوگان Z۴ روی محض ساختار در ها SRG از آمده دست به کدهای زمانͬ چه که ͬ کنیم م بررسͬ اکنون

ͬ کنیم م فرض پس بود. خواهد جواب بدون معادله ͷی r۳ = ۳ آن گاه باشند، یͺه غیر دو هر t و s اگر هستند.

داریم آن گاه باشد، یͺه غیر t و یͺه s اگر باشد. یͺه t و s از ͬͺی حداقل

r۲ + v = κ

λ+ v + ۲κ = ۰
۲(µ+ κ+ ۱) + µ+ v = ۰.

آن گاه باشد، یͺه t و یͺه غیر s اگر
r۲ + κ+ ۱ = ۰

۲r + λ = ۰
µ = ۰.

.r = v = ۰ آن گاه باشند، یͺه دو هر t و s اگر

خود⁃ Z۴ روی محض ساختار در ها DRT از آمده دست به کدهای زمانͬ چه که ͬ کنیم م بررسͬ اکنون

فرض پس بود. خواهد جواب بدون معادله ͷی r۳ = ۳ آن گاه باشند، یͺه غیر دو هر t و s اگر هستند. دوگان
2Chapman
3Leech
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داریم آن گاه باشد، یͺه غیر t و یͺه s اگر باشد. یͺه t و s از ͬͺی حداقل ͬ کنیم م

r۳ + κ = ۳
rt+ sr + t۲(κ− ۱− λ) + st(λ+ µ) = ۰

rt+ sr + t۲(κ− µ) + ts(λ+ µ) = ۰.
آن گاه باشد، یͺه غیر t و یͺه s اگر

r۳ + κ = ۳
rt+ sr + s۲(κ− ۱− λ) + st(λ+ µ) = ۰

rt+ sr + s۲(κ− µ) + ts(λ+ µ) = ۰.
آن گاه باشند، یͺه دو هر t و s اگر

r۲ + ۲κ = ۳
rt+ sr + ۲(κ− ۱− λ) + st(λ+ µ) = ۰

rt+ sr + ۲(κ− µ) + ts(λ+ µ) = ۰.
شده محدود حالت ۲ .۴ .۳ .۲

Z۴ روی شده محدود ساختار در ها SRG از آمده دست به کدهای زمانͬ چه که ͬ کنیم م بررسͬ اکنون

هستند. خود⁃دوگان

است. جواب بدون معادله ͷی r۲ + γ۲ = ۳ آن گاه باشند، یͺه غیر t و s اگر

آن گاه باشد، یͺه t و یͺه غیر s اگر

r۲ + v = κ− γ۲

λ+ v + ۲κ = −γ۲

۲(µ+ κ+ ۱) + µ+ v = −γ۲.
آن گاه باشد، یͺه غیر t و یͺه s اگر

r۲ + κ = ۳− γ۲

۲r + λ = −γ۲

µ = −γ۲.
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آن گاه باشند، یͺه دو هر t و s اگر
r۲ = −γ۲

v = ۰.
Z۴ روی شده محدود ساختار در ها DRT از آمده دست به کدهای زمانͬ چه که ͬ کنیم م بررسͬ اکنون

هستند. خود⁃دوگان

است. جواب بدون معادله ͷی r۲ + γ۲ = ۳ آن گاه باشند، یͺه غیر دو هر t و s اگر

آن گاه باشد، یͺه t و یͺه غیر s اگر

r۲ + κ = ۳− γ۲

rt+ st+ t۲(κ− ۱− λ) + st(λ+ µ) = −γ۲

rt+ sr + t۲(κ− µ) + ts(λ+ µ) = −γ۲.
آن گاه باشد، یͺه غیر t و یͺه s اگر

r۲ + κ = ۳− γ۲

rt+ sr + s۲(κ− ۱− λ) + st(λ+ µ) = −γ۲

rt+ sr + s۲(κ− µ) + ts(λ+ µ) = ۰.
آن گاه باشند، یͺه دو هر t و s اگر

r۲ + ۲κ = ۳− γ۲

rt+ sr + ۲(κ− ۱− λ) + st(λ+ µ) = −γ۲

rt+ sr + ۲(κ− µ) + ts(λ+ µ) = ۰.

SRGها از خانواده هایی ۴ .۲
ͬ آید. م به دست زیر گزاره مولد، ماتریس بررسͬ با

و γ = β = ۰ پارامتر های با B(r, s, t) آن گاه باشد، خود⁃دوگان کد ͷی P (r, s, t) اگر .۱ .۴ .۲ گزاره

است. خود⁃دوگان کد ͷی α =
√
−۱

II نوع کد این که مͽر کنیم ثبت را مورد این شده محدود حالت در نباید باشیم، داشته را فوق حالت اگر

باشد.
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خاص گراف های ۱ .۴ .۲
یافت. [۶] در ͬ توان م را زیر گراف های

،α = ۳ با (۴,۳,۰) شده محدود ساختار وسیله به که ،(۱۰,۳,۰,۱) پارامترهای با پترسن۴ گراف

S۵ خودریختͬ گروه با F۵ روی خود⁃دوگان کد [۲۲,۱۱,۶] ͷی ͬ آید م دست به γ = ۱ و β = ۴
ͬ باشد. م

ͬ آید م دست به (۱,۱,۰) محض ساختار وسیله به که (۱۶,۶,۲,۲) پارامترهای با شریخنده۵ گراف

است. II نوع اکسترمال کد [۳۲,۱۶,۸] ͷی

[۳۲,۱۶,۸]ͷی محض(۱,۰,۱)، ساختار وسیله به که پارامترهای(۱۶,۱۰,۶,۶) با سلبچ۶ گراف

است. II نوع اکسترمال کد

دست به (۰,۰,۱) محض ساختار وسیله به که (۲۸,۱۲,۶,۴) پارامترهای چانگ۷با گراف سه

هستند. II نوع کد [۵۶,۲۸,۸] هرسه ͬ آیند، م

به (۱,۰, ω) محض ساختار وسیله به که (۵۰,۷,۰,۱) پارامترهای با هافمن⁃سینگلتون۸ گراف

است. F۴ روی هرمیتین خود⁃دوگان کد [۱۰۰,۵۰,۱۴] ͷی ͬ آید م دست

دست به  (۱,۱,۰) محض ساختار از استفاده با که (۵۶,۱۰,۰,۲) پارامترهای با گویرتز۹ گراف

است. II نوع کد [۱۱۲,۵۶,۱۲] ͷی ͬ آید م

کامل گراف از خطͬ گراف ۲ .۴ .۲
نامیده نیز مثلثͬ گراف است، [۲۱ فصل ،۲۷] J(n,۲) جانسون۱۰ اسͺیم با ارز هم که L (Kn) گراف

هستند. (
(
n۲
)
,۲n− ۴, n− ۲,۴) آن پارامترهای [۲۱۸ صفحه ،۱۸] طبق ͬ شود. م

است. خود⁃دوگان PF۲(۰,۰,۱) آن گاه ،n ۲≡ ۰ اگر ●
4Petersen
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است. خود⁃دوگان کد ͷی PF۲(۱,۱,۰) آن گاه باشد، زوج n اگر ●

برای است. I نوع بهینه کد [۳۰,۱۵,۶] ͷی PF۲(۱,۱,۰) کد ،L (K۶) گراف برای .۲ .۴ .۲ مثال

است. II نوع بهینه کد [۵۶,۲۸,۸] ͷی PF۲(۰,۰,۱) کد ،L (K۸) گراف

کدهایی ،a ̸= ۰ آن ها در که PF۴(۰, a, a) و ،PF۴(۰,۰, a)PF۴(۰, a,۰) آن گاه ،n ۴≡ ۰ اگر ●

هستند. F۴ روی خود⁃دوگان

است. F۴ روی خود⁃دوگان کد ͷی ،a ̸= ۰ آن در که PF۴(۰, a, a) آن گاه ،n ۴≡ ۱ ●

روی خود⁃دوگان کدهایی ،a ̸= ۰ آن ها در که PF۴(a, a,۰) و PF۴(a, a, a) آن گاه ،n ۴≡ ۲ اگر ●

هستند. F۴

کدهایی ،a ̸= ۰ آن ها در ,PF۴(aکه a,۰) PF۴و
(
ω,۰, ω۲)PF۴

(
ω۲,۰, ω) آن گاه ،n ۴≡ ۳ اگر ●

هستند. F۴ روی خود⁃دوگان

گراف برای است. IV نوع [۶,۳,۲] کد ͷی PF۴
(
ω,۰, ω۲) کد ،L (K۳) گراف برای .۳ .۴ .۲ مثال

است. IV نوع کد [۴۲,۲۱,۸] ͷی PF۴
(
ω,۰, ω۲) کد ،L (K۷)

متعامد آرایه های ۳ .۴ .۲
نماد از استفاده با است، شده تعریف [۲۲۴ صفحه ،۱۸] در که همان طور OA(h, n) متعامد آرایه ͷی

۳ حداقل دوگان فاصله و n اندازه از الفبا ͷی روی ۲ بعد ،h طول از کد ͷی ،[۲۱ فصل ،۲۷] گذاری

،[۱۰.۴.۲ قضیه ،۱۸] طبق باشد. h − ۱ آن ها همینگ فاصله اگر گوییم مجاور را کدکلمه دو ͬ باشد. م

ͷی معادل طور به .(n۲, h(n − ۱), n − ۲ + (h − ۱)(h − ۲), h(h − ۱)) از عبارتند پارامترها

هستند. مربع ها سلول های ،SRG رئوس است. متقابل متعامد لاتین مربع h − ۲ از دستگاهͬ OA(h, n)

باشند. داشته مربع ها از ͬͺی در مشترک درایه ای یا ستون یا سطر ͷی آن ها اگر هستند مجاور سلول دو

کد ،h ۴≡ ۰ اگر و است خود⁃دوگان کد ͷی PF۲(۰,۰,۱) آن گاه باشند، زوج n و h دو هر اگر ●

است. II نوع
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کد ،h ۴≡ ۲ اگر و است خود⁃دوگان کد ͷی PF۲(۱,۱,۰) آن گاه باشند، زوج n و h دو هر اگر ●

است. II نوع

n
۴≡ ۲ و h ۴≡ ۳ اگر و است خود⁃دوگان کد ͷی PF۲(۰,۱,۰) آن گاه باشد، زوج n و فرد h اگر ●

است. II نوع کد آن گاه ،n ۴≡ ۰ و h ۴≡ ۱ یا

n
۴≡ ۰ و h ۴≡ ۳ اگر و است خود⁃دوگان کد ͷی PF۲(۱,۰,۱) آن گاه باشد، زوج n و فرد h اگر ●

است. II نوع کد آن گاه ،n ۴≡ ۲ و h ۴≡ ۱ یا

استینر دستگاه های از خطͬ گراف های ۴ .۴ .۲
SRG رئوس باشند. ۲− (N,M,۱) طراحͬ ͷی که هستند نقاطͬ N روی استینر۱۱ سه تایی دستگاه ͷی

از مثال برای باشند. داشته اشتراک نقطه ͷی در حداقل آن ها اگر گوییم مجاور را بلوک دو هستند. بلوک ها

دست به (N(N − ۱)/۶,۳(N − ۳)/۲, (N + ۳)/۲,۹) پارامترهای با SRG ͷی ͬ توان م M = ۳
است. خود⁃دوگان PF۲(۱,۰,۱) آن گاه ،n ۸≡ ۷ اگر آورد.

مͽما داده پایͽاه ۵ .۴ .۲
پردازش [۳۱] مͷ ک۱۲ͬ برندان توسط که یافت مͽما داده پایͽاه در ͬ توان م را SRG ۴۳۴۴۲ پارامترهای

شده اند.

.[(۳۶,۱۵,۶,۶)] پارامترهای

طبق ͬ آوریم. م دست به I نوع کد [۷۲,۳۶,۱۲] چهار حداقل ،(۱,۰,۱) محض ساختار از استفاده با

غیر نتایج است. شده شناخته تاکنون کدها این از گونه دو فقط ،[۱۶] گابوریت۱۳ شخصͬ صفحه داده های

.{۴۹۰,۵۲۶,۶۳۴,۶۸۲} از عبارتند ترتیب به ۱۲ وزن با کدکلمه های از ارزی هم

ͬ آوریم م دست به II نوع کد [۷۲,۳۶,۱۲] عدد ۲۹ حداقل ،(۰,۱,۰) محض ساختار از استفاده با

11Steiner
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αهای ،[۱۲] گذاری نماد از استفاده با هستند. [۱۲] در شده ساخته کد ۳۲ با متمایز }که
− ۳۶۰۰,−۳۵۷۶,−۳۵۵۲,−۳۵۴۶,−۳۵۴۰,−۳۵۳۴,−۳۵۲۸,−۳۵۲۲,
−۳۵۱۰,−۳۵۰۴,−۳۴۹۸,−۳۴۹۲,−۳۴۸۰,−۳۴۶۸,−۳۴۶۲,−۳۴۵۶,

−۳۴۴۴,−۳۴۳۲,−۳۴۲۰,−۳۴۰۸,−۳۳۹۶,−۳۳۸۴,−۳۳۷۲,
−۳۳۴۸,−۳۳۳۶,−۳۳۰۰,−۳۲۲۸,−۳۲۰۴,−۲۳۱۶}

کدهای از از متفاوت کدها این که داریم توجه هستند. ۱۲ وزن با متمایز کدکلمه های از ارزی هم غیر نتایج

مجموعه عضو آن ها خودریختͬ گروه های مرتبه زیرا هستند، [۱۰] در شده بیان

{۲,۴,۶,۸,۱۲,۲۰,۴۸,۶۰,۳۸۸۸}

و بویوکلیو۱۴ اخیراً که داریم توجه هم چنین نیستند. ۲۳ مضرب مجموعه این اعضای از هیچ کدام و است

در که α مقادیری اما ͬ باشد. م فوق موارد از بسیاری شامل که ساختند α از را زیادی مقادیر ،[۵] در سایرین

[۵] در شده داده لیست شامل ͬ باشند م {۳۶۰۰,−۳۵۷۶,−۳۵۲۸,−۳۴۰۸,−۲۳۱۶} مجموعه

نیستند.

.[(۴۰,۱۲,۲,۴)] پارامترهای

ͬ آوریم. م دست به II نوع کد [۸۰,۴۰,۱۲] عدد، ۹ ،(۰,۰,۱) محض ساختار از استفاده با

گروه سه رتبه ۶ .۴ .۲
.[۲۰] شد تعریف معینͬ گراف های روی متناوب ساده گروه های عمل توسط SRGها مفهوم تاریخͬ، نظر از

هستند ثابت متناوب گروه های تحت که خود⁃دوگان کدهای از برخͬ ،[۲۰] در 10A1 جدول از استفاده با

ضابطه با A روی π جایͽشتͬ ماتریس اگر که ͬ گیریم م نتیجه بلافاصله پس ͬ سازیم. م را محض) ساختار (از

ͬ کند. م عمل πTP(I۲ ⊗ π) = P ضابطه با P = PF۲(r, s, t) روی π آن گاه کند،  عمل πTAπ = A

شده اند. خلاصه ۷ .۲ جدول در ساختار ها این
14Bouyukliev
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نوع (r, s, t) µ λ κ v گروه
II (۰,۰,۱) ۱۲ ۱۴ ۳۶ ۱۰۰ HJ
I (۱,۱,۰) ۱۲ ۱۴ ۳۶ ۱۰۰ HJ
I (۰,۰,۱) ۶ ۰ ۲۲ ۱۰۰ HS
II (۱,۱,۰) ۶ ۰ ۲۲ ۱۰۰ HS
I (۰,۰,۱) ۹۶ ۱۰۰ ۴۱۶ ۱۷۸۲ Suz
I (۱,۱,۰) ۹۶ ۱۰۰ ۴۱۶ ۱۷۸۲ Suz
II (۰,۱,۰) ۳۲۴ ۳۷۸ ۸۹۱ ۲۳۰۰ Co2
I (۱,۰,۱) ۳۲۴ ۳۷۸ ۸۹۱ ۲۳۰۰ Co2
II (۰,۰,۱) ۱۲۰۸ ۱۳۲۸ ۲۳۰۴ ۴۰۶۰ Ru
I (۱,۱,۰) ۱۲۰۸ ۱۳۲۸ ۲۳۰۴ ۴۰۶۰ Ru
I (۰,۱,۰) ۱۲۶ ۱۸۰ ۶۹۳ ۳۵۱۰ Fi22
I (۱,۰,۱) ۱۲۶ ۱۸۰ ۶۹۳ ۳۵۱۰ Fi22
I (۱,۰,۱) ۳۵۱ ۶۹۳ ۳۵۱۰ ۳۱۶۷۱ Fi23
II (۰,۱,۰) ۳۲۴۰ ۳۵۱۰ ۳۱۶۷۱ ۳۰۶۹۳۶ Fi24
I (۱,۰,۱) ۳۲۴۰ ۳۵۱۰ ۳۱۶۷۱ ۳۰۶۹۳۶ Fi24
II (۰,۰,۱) ۸۶۸۰ ۸۴۰۸ ۱۰۹۲۰ ۱۴۰۸۰ Fi23
I (۱,۱,۰) ۸۶۸۰ ۸۴۰۸ ۱۰۹۲۰ ۱۴۰۸۰ Fi23
II (۰,۱,۰) ۸۶۸۰۰ ۸۶۶۰۰ ۱۰۹۲۰۰ ۱۳۷۶۳۲ Fi23
I (۱,۰,۱) ۸۶۸۰۰ ۸۶۶۰۰ ۱۰۹۲۰۰ ۱۳۷۶۳۲ Fi23

دوتایی کدهای گروه: سه رتبه :۷ .۲ جدول

DRTها کدهای ۵ .۲
ͬ کنیم. م شروع زیر گزاره با ابتدا ͬ کنیم. م بررسͬ را DRTها توسط شده ساخته کدهای بخش این در

حالت در باشد. (v, κ, λ, µ) پارامترهای با DRT ͷی (X,R۱) کنیم فرض .([۲۹]) ۱ .۵ .۲ گزاره

زوج⁃منفرد خود⁃دوگان PF۲(۰,۰,۱) و PF۲(۰,۱,۰) اگر تنها و اگر v ۸≡ ۳ داریم محض ساختار

صورت این در .γ = β = ۱ و α = ۰ کنیم فرض شده، محدود ساختار ͷی حالت در علاوه به باشند.

باشند. زوج⁃دوگانه خود⁃دوگان کدهای BF۲(۱,۰,۱) و BF۲(۱,۱,۰) اگر تنها و اگر v ۸≡ ۳

ساختار ابتدا .λ ۲≡ ۰ اگر تنها و اگر v ۸≡ ۳ و AAT = κI + λA + λA داریم ۲ .۲ .۲ لم طبق برهان.

صورت این در .v ۸≡ ۳ کنیم فرض ͬ گیریم. م نظر در را محض

QF۲(۰,۱,۰)QF۲(۰,۱,۰)T = AAT = κI + λA+ λA
۲≡ I.

است، ۱+κ
۴≡ ۲ وزن دارای PF۲(۰,۱,۰) از سطر هر چون و است خود⁃دوگان PF۲(۰,۱,۰) بنابراین
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زوج⁃ خود⁃دوگان نیز PF۲(۰,۰,۱) داد نشان ͬ توان م مشابه طور به است. زوج⁃منفرد PF۲(۰,۱,۰)
متمایز سطر دو هر داخلͬ ضرب حاصل آن گاه باشد، خود⁃دوگان PF۲(۰,۱,۰) اگر برعکس، است. منفرد

بنابراین است. خود⁃دوگان PF۲(۰,۱,۰) زیرا باشد، زوج باید لزوماً که است λ برابر QF۲(۰,۱,۰) از

.v ۸≡ ۳
BF۲(۱,۰,۱) چون ͬ گیریم، م نظر در فقطBF۲(۱,۱,۰)را ͬ گیریم. م نظر در را شده محدود ساختار اکنون

داریم ͬ شود. م اثبات مشابه طور به

QF۲(۱,۱,۰)QF۲(۱,۱,۰)T = (I + A)
(
I + AT

)
= I + A+ AT + AAT

= J + AAT = J + κI + λA+ λA

۲≡ I + J

λ
۲≡ ۰ عنوان .به

بنابراین است. متعامد BF۲(۱,۱,۰) ͬ مانده باق سطرهای سایر با BF۲(۱,۱,۰) بالای سطر علاوه، به

BF۲(۱,۱,۰)سطرهای همه وزن ،λ بودن زوج شرط از استفاده با داریم توجه است. BF۲(۱,۱,۰)خود⁃دوگان
است. زوج⁃دوگانه خود⁃دوگان کد ͷی BF۲(۱,۱,۰) بنابراین است. ۴ از مضربی

طبق صورت این در باشد. زوج⁃دوگانه خود⁃دوگان کد ͷی BF۲(۱,۱,۰) کنیم فرض برعکس،

ضرب حاصل بنابراین .QF۲(۱,۱,۰)QF۲(۱,۱,۰)T = J + κI + λA + λA داریم بالا محاسبه

BF۲(۱,۱,۰) چون باشد، فرد باید که است ۱ + λ با برابر QF۲(۱,۱,۰) از متمایز سطر دو هر داخلͬ

.v ۸≡ ۳ نتیجه در است. .زوج λ لذا است. خود⁃دوگان

۳ مرتبه از DRTهای ۱ .۵ .۲
است. پالͬ نوع ͷی به متعلق که طوری به دارد وجود ۳ مرتبه از یͺتا DRT ͷی که ͬ دانیم م

[۶,۳,۲] دو هر PF۲(۰,۰,۱) و PF۲(۰,۱,۰) ͬ گیریم م نتیجه ،n ۸≡ ۳ چون دوتایی حالت برای ●

و BF۲(۱,۱,۰) که کنیم توجه نیز نکته این به است جالب هم چنین هستند. خود⁃دوگان کدهایی

ارز هم ۸ طول از یافته توسعه یͺتای همینگ کد با ،β = γ = ۱ و α = ۰ با BF۲(۱,۰,۱)
هستند.
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کد هیچ ۶ .۲ جدول و ۵ .۲ جدول طبق ،µ = ۱ و κ = ۱ ،λ = ۰ چون سه تایی، حالت برای ●

ندارد. وجود شده محض̸محدود ساختار از سه تایی

خود⁃ کد [۶,۳,۴] که است h۶[۳۴] کد هͽزا همان PF۴(۱, ω, ω) ،۴ مرتبه از میدان ͷی برای ●

[۸,۴,۴] همان β = γ = ۱ و α = ۰ با BF۴(۱,۱,۰) کد است F۴ روی یͺتا هرمیتین دوگان

دوتایی همینگ کد [۸,۴,۴] از آن مولد ماتریس که است F۴ روی هرمیتین یͺتای خود⁃دوگان کد

ͬ آید. م دست به

همان ،[۱۹۳ صفحه ،۳۲] طبق γ = ۳ و β = ۱ ،α = ۲ با BZ۴(۲,۱,۳) کد ،Z۴ حلقه برای ●

از کد ۲۴ دقیقاً دقیق تر، طور به ͬ باشد. م ۸ طول از یͺتای II نوع Z۴⁃کد این که است o۸ اوکتاکد

با BZ۴(۰,۱,۳) کد هستند. o۸ با ارز هم آن ها همه که طوری به دارد وجود شده محدود ساختار

E۸ با که است ۸ مرتبه از دوتایی یافته توسعه همینگ کد از انتقال ͷی γ = ۳ و β = ۱ ،α = ۰
۴ وزن مینیمم با کدهای تنها E۸ و o۸ چون ببینید). را [۱۹۳ صفحه ،۳۲] ) ͬ شود م داده نمایش

پیدا را کد دو هر ،۳ مرتبه DRT از استفاده با Z۴ روی ما شده محدود ساختار هستند، طول این برای

ͬ کند. م

۷ مرتبه از DRTهای ۲ .۵ .۲
دارد. وجود ۷ مرتبه از یͺتا DRT ͷی ،[۲۲] از No.2 طبق

BF۲(۰,۱,۱) کد است. I نوع کد [۱۴,۷,۲]ͷیPF۲(۱,۰,۰) محض، ساختار دوتایی حالت برای ●

است. II نوع کد [۱۶,۸,۴] ͷی γ = β = ۱ و α = ۰ با

محدود ساختار از F۳ روی اکسترمال خود⁃دوگان کد [۱۶,۸,۶] عدد ۳۲ سه تایی، حالت برای ●

ارزی هم حد در را کدها این از ͬͺی فقط اما دارد. وجود t و s ،r ،γ ،β ،α مختلف مقادیر با شده

سه تایی خود⁃دوگان کد با γ = ۲ و α = β = ۱ با BF۳(۱,۱,۰) مثال برای ͬ آوریم. م دست به

است. ارز هم ([۳۲] نمادگذاری (در f۲+۸ اکسترمال
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سایر و است IV نوع کد [۱۴,۷,۴] ͷی PF۴(۱, ω, ω) که داریم ۴ مرتبه از میدان ͷی برای ●

به ͬ دهند. م نتیجه را d = ۴ یا d = ۲ با F۴ روی خود⁃دوگان کدهای محض، ساختارهای

است. IV نوع کد [۱۶,۸,۴] ͷی γ = ω۲ و β = ۱ ،α = ۰ یا BF۴(۰,۱,۱) مشابه، طور

کد اولین ͬ یابیم. م ۴ همینگ وزن بیشترین و ۱۶ طول از ارز هم غیر خود⁃دوگان کد دو Z۴ روی ●

دارد. ۸ همینگ وزن با دارد کدکلمه ۶۷۸ کد این است. β = γ = ۱ و α = ۰ با BZ۴(۰,۱,۳)
II نوع کد ͷی کد این هم چنین است. ۸ اقلیدسͬ وزن بیشترین و ۶ لͬ وزن بیشترین دارای کد این

با BZ۴(۲,۱,۱) دیͽر کد هستند). بخش پذیر ۸ بر اقلیدسͬ وزن های تمام (یعنͬ است Z۴ روی

۸ اقلیدسͬ وزن حداکثر و ۶ لͬ وزن حداکثر دارای نیز کد این است. γ = ۲ و β = ۱ ،α = ۲
دسته بندی کنونͬ وضعیت برای دارد. همینگ۸ وزن از کدکلمه ۴۲۲ کد این نیست. II نوع اما است

ببینید. را [۲۳] از ۹ جدول Z۴⁃کدها،

۱۱ مرتبه از DRTهای ۳ .۵ .۲
است. پالͬ نوع ͷی به متعلق که طوری به دارد وجود ۱۱ مرتبه از یͺتا DRT ͷی که ͬ دانیم م

و α = ۰ با BF۲(۱,۱,۰) و PF۲(۰,۱,۰) ͬ گیریم م نتیجه ۱ .۵ .۲ گزاره از دوتایی حالت در ●

فاصله کمترین هم چنین هستند. ۲۴ و ۲۲ طول با خود⁃دوگان کدهایی ترتیب به γ = β = ۱
طول از گولای۱۵ یافته توسعه کد با BF۲(۱,۱,۰) بنابراین .۸ و ۶ از است عبارت ترتیب به آن ها

است. ارز هم ۲۴
پلس۱۶ متقارن کد همان γ = ۲ و β = ۱ ،α = ۰ با BF۳(۰,۱,۲) کد سه تایی، حالت برای ●

است. S(۲۴)

F۴ روی IV نوع اکسترمال کد [۲۲,۱۱,۸] ͷی PF۴(۱,۱, ω) که داریم ۴ مرتبه از میدان ͷی برای ●

و α = ۰ با BF۴(ω, ω,۰) کد ͬ باشد. م ۲۷ · ۳۳ · ۵ · ۷ · ۱۱ آن خودریختͬ گروه مرتبه که است
15Golay
16Pless Symmetry
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عبارت آن ͬ های خودریخت گروه مرتبه که است F۴ روی IV نوع کد [۲۴,۱۲,۸] ͷی β = γ = ۱
.۲۱۰ · ۳۴ · ۵ · ۷ · ۱۱ · ۲۳ از است

Z۴⁃کد ۴۸ دقیقاً دیͽر، طرف از ندارد. وجود محض ساختار از Z۴⁃کدی هیچ ،Z۴ حلقه برای ●

دارای ،β = γ = ۱ و α = ۰ با BZ۴(۰,۱,۳) مثال، برای دارد. وجود شده محدود ساختار از

و α = ۰ با BZ۴(۱,۱,۲) که حالͬ در است. ۸ لͬ وزن کمترین و ۴ همینگ وزن کمترین

نیستند. Z۴⁃کد کد، دو این است. ۸ لͬ وزن کمترین و همینگ۸ وزن کمترین دارای ،β = γ = ۱
کمترین همینگ۸، وزن کمترین با II نوع Z۴⁃کد ͷی β = γ = ۱ αو = ۲ BZ۴(۱,۱,۰)با کد

۵۲۸ = ۲۴ · ۲۲ ͬ دهد م نشان شده انجام محاسبات است. ۸ اقلیدسͬ وزن کمترین و ۸ لͬ وزن

آن متناظر بعدی ۲۴ زوج تک مدولͬ مشبͺه بنابراین دارد. وجود ۸ اقلیدسͬ وزن کمترین از کلمه کد

کانوی۱۸ از ۱۶.۱ (جدول است D۲۱۲ ریشه ای دستگاه با نیمیر۱۷ مشبͺه همان ،A ساختار وسیله به

ببینید). را اسلاون۱۹ و

با BZ۴(r, s, t) از دیͽر جالب کدهای

(α, β, γ, r, s, t) =(۲,۱,۱,۲,۱,۳), (۲,۱,۱,۲,۳,۱), (۲,۱,۳,۲,۱,۳), (۲,۱,۳,۲,۳,۱),
(۲,۳,۱,۲,۱,۳), (۲,۳,۱,۲,۳,۱), (۲,۳,۳,۲,۱,۳), (۲,۳,۳,۲,۳,۱)

Z۴⁃کدهایی آن ها علاوه به هستند. ارز هم کدها این که ͬ یابیم در م بیشتر، بررسͬ با ͬ آید. م دست به

۶۶ که ͬ دهد م نشان شده انجام ͬ های بررس هستند. ۸ لͬ وزن کمترین و ۴ همینگ وزن کمترین با

کدکلمه ای هیچ که ͬ دهد م نشان این دارد. وجود ۸ لͬ وزن از کدکلمه ۶۶ و همینگ۴ وزن از کدکلمه

متذکر هستند. ۱۶ اقلیدسͬ وزن کمترین دارای کدها این بنابراین ندارد. وجود ۸ اقلیدسͬ وزن از

در که همان طور ،[۷] در چاپمن۲۰ توسط که هستند کدهایی بالا کدهای از مورد سه که ͬ شویم م

شده اند. تعریف شد، بیان هم ۴ .۳ .۲ بخش
17Niemeier
18Conway
19Sloane
20Chapman
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۱۵ مرتبه از DRTهای ۴ .۵ .۲
.[۲۱] دارد وجود ۱۵ مرتبه از DRT ͷی فقط

II نوع کد [۳۲,۱۶,۴] ͷی β = γ = ۱ و α = ۰ با BF۲(۰,۱,۱) کد دوتایی، حالت برای ●

است.

محدود ساختار از نه و محض ساختار از نه GF (۳) روی خود⁃دوگانͬ کد هیچ سه تایی حالت برای ●

ندارد. وجود شده

با PF۴(۰, ω, ω) و است IV نوع کد [۳۰,۱۵,۴] ͷی PF۴(۱, ω, ω) کد ،۴ مرتبه از میدان برای ●

است. IV نوع کد [۳۲,۱۶,۴] ͷی β = γ = ۱ و α = ۰
۱۹ مرتبه از DRTهای ۵ .۵ .۲

.[۲۱] دارد وجود ۱۹ مرتبه از DRT ͷی فقط

I نوع کد [۳۸,۱۹,۶] ͷی PF۲(۰,۱,۰) ͬ گیریم م نتیجه ،[۲۱] No.2 از دوتایی، حالت برای ●

PF۲(۰,۱,۰) از I نوع کد [۳۸,۱۹,۸] ͷی ،[۲۱] No.3 از استفاده با مشابه، طور به است.

دو ،DRT هر از ترتیب به ،β = γ = ۱ و α = ۰ با BF۲(۱,۱,۰) کد ͬ آوریم. م دست به

هستند. ارز هم غیر اکسترمال II نوع کد [۴۰,۲۰,۸]

دو ،DRT هر از ترتیب به γ = ۱ و β = ۲ ،α = ۱ با BF۳(۱,۱,۰) کد سه تایی، حالت برای ●

ͬ دهد. م نتیجه ارز هم غیر اکسترمال III نوع کد [۴۰,۲۰,۸]

از IV نوع کدهای [۴۰,۲۰,۸] و IV نوع کدهای [۳۸,۱۹,۸] ،۴ مرتبه از میدان ͷی برای ●

ͬ آوریم. م دست به شده محدود و محض ساختار های

۲۳ مرتبه از DRTهای ۶ .۵ .۲
.[۲۱] دارد وجود ۲۳ مرتبه از DRT ۱۹
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β = γ = ۱ و α = ۰ با BF۲(۰,۱,۱) از را II نوع کدهای [۴۸,۲۴,۴] دوتایی، حالت برای ●

ͬ آوریم. م دست به

همچنین ندارد. وجود محض ساختار از GF (۳) روی خود⁃دوگانͬ کد هیچ سه تایی، حالت برای ●

III نوع کد [۴۸,۲۴,۱۵] عدد ۸ دقیقاً داد نشان ͬ توان م [۲۱] از No.20 از استفاده با فقط

β = γ = ۱ و α = ۰ با BF۳(۰,۱,۲) کد دارد. وجود شده محدود حالت از اکسترمال

همان واقع در که هستند S(۴۸) پلس متقارن کد با ارز هم کدها این ͬ باشد. م حالت این از مثالͬ

دیͽر DRTهای از شده محدود ساختارهای است. γ = ۲ و β = ۱ ،α = ۰ با BF۳(۰,۱,۲)
هستند. ۱۲ حداکثر فاصله کمترین با GF (۳) روی کدهای [۴۸,۲۴]

۲۷ مرتبه از DRTهای ۷ .۵ .۲
.[۲۱] دارد وجود ۲۷ مرتبه از DRT ۳۷۴

اکسترمال I نوع کد [۵۴,۲۷,۱۰] ͷی ،[۲۱] وب سایت از No.378 فقط دوتایی، حالت برای ●

و α = ۰ با BF۲(۱,۱,۰) از اکسترمال II نوع کد [۵۶,۲۸,۱۲] ͷی و PF۲(۰,۱,۰) از

و محض ساختار از d = ۸ یا d = ۶ با I نوع کدهای DRTها بقیه ͬ کند. م تولید β = γ = ۱
ͬ دهند. م ارائه β = γ = ۱ و α = ۰ با شده محدود ساختار از d = ۸ با II نوع کدهای

۳۱ مرتبه از DRTهای ۸ .۵ .۲
دارند وجود ۳۱ مرتبه از DRTهای بنابراین .[۳۱] دارد وجود ۳۲ مرتبه از اریب هادامارد ماتریس ۶ حداقل

ͬ گیریم. م نظر در پایین در را پالͬ نوع ماتریس فقط ما .[۲۴]

وجود محض ساختار از GF (۳) روی خود⁃دوگانͬ کد هیچ که دید ͬ توان م سه تایی، حالت برای ●

ارائه F۳ روی III نوع کد [۶۴,۳۲,۱۸] ͷی α = β = γ = ۱ با BF۳(۲,۰,۲) کد ندارد.

است بینکر۲۱ کد ͷی γ = ۲ و β = ۱ ،α = ۰ با BF۳(۱,۲,۳) که داریم توجه هم چنین ͬ دهد. م

21Beenker’s code
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نوع کدهای همه که است آشͺار بنابراین .[۲۳] ͬ باشد م طول این برای شده شناخته کد تنها که [۳]

هستند. ارز هم ،۳۲ مرتبه پالͬ نوع ماتریس از استفاده با شده محدود ساختار از اکسترمال III

۳۵ مرتبه از DRTهای ۹ .۵ .۲
بنابراین .[۳۰] دارد وجود ۳۶ مرتبه از اریب هادامارد ماتریس ۱۸ حداقل که است شده شناخته نکته این

.[۳۳] دارند وجود ۳۵ مرتبه از DRTهای

و ͬ آوریم م دست به PF۲(۰,۱,۰) از ارز هم غیر I نوع کد [۷۰,۳۵,۱۰] دو دوتایی، حالت برای ●

ماتریس از استفاده با β = γ = ۱ و α = ۰ با BF۲(۱,۱,۰) از II نوع کد [۷۲,۳۶,۱۲] ͷی

ͬ آوریم. م دست به ،[۳۳] طبق آن ها نرمال سازی از پس ،[۳۰] در هادامارد شانزدهم و پانزدهم

BF۳(۰,۱,۲) از را خود⁃دوگان کدهای [۷۲,۳۶,۱۵] ماتریس ها این از استفاده با سه تایی، حالت برای ●

از کمتر که است ۳ آن ها فاصله کمترین هم چنین ͬ آوریم. م دست به γ = ۲ و β = ۱ ،α = ۰ با

است. اکسترمال III نوع کد [۷۲,۳۶,۱۸] ͷی واقع در که ͬ باشد م سه تایی دوم درجه ͬ مانده باق کد

ͬ دهد. م ارائه ۳۶ رتبه از کج هادامارد ماتریس های ساختار مطالعه برای مضاعف انگیزه ͷی نکته این

۵۱ مرتبه از DRTهای ۱۰ .۵ .۲
مرتبه از DRTهای بنابراین دارد. وجود ۵۲ مرتبه از کج هادامارد ماتریس ۵۶۱ حداقل ͬ دانیم م [۳۰] طبق

دارند. وجود ۵۱

[۱۰۲,۵۱,۱۲] ،PR۲(۰,۱,۰) از بسیاری ماتریس ها، این از استفاده با دوتایی، حالت برای ●

[۱۰۴,۵۲,۱۲] ،β = γ = ۱ αو = ۰ BF۲(۱,۱,۰)با از بسیاری و ͬ دهند م ارائه را I نوع کدهای

اکسترمال II نوع QR کد [۱۰۴,۵۲,۲۰] ͷی که ͬ دانیم م هم چنین ͬ دهند. م ارائه را II نوع کدهای

دارد. وجود



دوم۵۱ درجه دوگانه چرخشͬ کدهای .۶ .۲

دوم درجه دوگانه چرخشͬ کدهای ۶ .۲
ͬ شوند. م تعریف زیر صورت به (QDC) دوم۲۲ درجه دوگانه چرخشͬ کدهای

درجه ͬ مانده های باق نشانگر تابع دهنده نشان χ کنیم فرض باشد. فرد اول عدد ͷی از توانͬ q کنیم فرض

باشند صفر اصلͬ قطر روی درایه های با q در q ماتریس های دهنده نشان N و Q کنیم فرض باشد. Fq دوم

ماتریس ،R از t و s ،r اسͺالرهای برای .Ni,j = ۱−χ(j−i)
۲ و Qi,j = ۱+χ(j−i)

۲ ،j ̸= i هر برای و

ͬ کنیم. م تعریف را Qq(r, s, t) := rI + sQ+ tN

است. A همان N ماتریس و است خودمان ساختار در A ماتریس همان ساختار این در Q ماتریس

است: زیر پارامترهای به SRG ͷی مجاورت ماتریس A آن گاه ،q = ۴ℓ+ ۱ اگر

v = q, κ = ۲ℓ, λ = ℓ− ۱, µ = ℓ.

است: زیر پارامترهای با DRT ͷی مجاورت ماتریس A آن گاه ،q = ۴ℓ+ ۳ اگر

v = q, κ = ۲ℓ+ ۱, λ = ℓ, µ = ℓ+ ۱.

محدود و محض ساختارهای با متناظر ،[۱۵] در شده داده شده محدود و محض ساختارهای صورت این در

،q = ۸ℓ+۱ که زمانͬ PF۴
(۱, ω, ω۲) ،q = ۸ℓ+۳ که زمانͬ PF۲(۰,۱,۰) گابوریت هستند. ما شده

q = ۸ℓ − ۱ که زمانͬ PF۴
(۰, ω, ω۲) ،q = ۸ℓ + ۱ که زمانͬ BF۴

(۰, ω, ω۲) , α = ۰, β = ۱
خود⁃دوگان کدهای از بسیاری همانند را q = ۸ℓ − ۱ که زمانͬ BF۴

(۱, ω, ω۲) , α = ۰, β = ۱ و

ساخت. F۷ و F۹F۵ روی
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Abstract

This thesis is devoted to study the category of representations of a guiver.
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