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مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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.

آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی

೺ख़مدما।ਁیزاده
راهنما: اساتید

حلالی احمد دکتر
هفت تن آل علی رضا دکتر

۹۹ ماه خرداد
۱ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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مطالب فهرست

مقدماتی تر مفاهیم ۱

مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مدول یک بعد های بررسی ۲

یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

۲ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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مهم تذکر

شده اند. گرفته نظر در چپ و یکانی مدول ها تمام و یکدار حلقه ها تمام ارائه، این سرتاسر در

۳ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

شده نشانده متناهی و شده تولید متناهی مدول های

۱ تعریف

هر برای اگر می نامیم، (f.g. اختصار، (به مولد متناهی یا شده تولید متناهی را M R−مدول
I از J متناهی زیرمجموعه ی ،∑i∈I Mi = M که M زیرمدول های از {Mi}i∈I خانواده ی

.∑j∈J Mj = M که طوری به باشد داشته وجود

۲ تعریف

اگر می نامیم، (f.e. اختصار، (به شده تولید هم متناهی یا شده نشانده متناهی را M R−مدول
متناهی زیرمجموعه ی ،⋂i∈I Mi = (۰) که M زیرمدول های از {Mi}i∈I خانواده ی هر برای

.⋂j∈J Mj = (۰) که طوری به باشد داشته وجود I از J

۳ مثال

برعکس، نیست. شده نشانده متناهی Z ولی است مولد متناهی Z آبلی گروه که است واضح
نیست. f.g. اما است، f.e. Z−مدول یک Zp∞ داد نشان می توان

۴ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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.

شده نشانده متناهی و شده تولید متناهی مدول های

۱ تعریف

هر برای اگر می نامیم، (f.g. اختصار، (به مولد متناهی یا شده تولید متناهی را M R−مدول
I از J متناهی زیرمجموعه ی ،∑i∈I Mi = M که M زیرمدول های از {Mi}i∈I خانواده ی

.∑j∈J Mj = M که طوری به باشد داشته وجود

۲ تعریف

اگر می نامیم، (f.e. اختصار، (به شده تولید هم متناهی یا شده نشانده متناهی را M R−مدول
متناهی زیرمجموعه ی ،⋂i∈I Mi = (۰) که M زیرمدول های از {Mi}i∈I خانواده ی هر برای

.⋂j∈J Mj = (۰) که طوری به باشد داشته وجود I از J

۳ مثال

برعکس، نیست. شده نشانده متناهی Z ولی است مولد متناهی Z آبلی گروه که است واضح
نیست. f.g. اما است، f.e. Z−مدول یک Zp∞ داد نشان می توان

۴ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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.

شده نشانده متناهی و شده تولید متناهی مدول های

۱ تعریف

هر برای اگر می نامیم، (f.g. اختصار، (به مولد متناهی یا شده تولید متناهی را M R−مدول
I از J متناهی زیرمجموعه ی ،∑i∈I Mi = M که M زیرمدول های از {Mi}i∈I خانواده ی

.∑j∈J Mj = M که طوری به باشد داشته وجود

۲ تعریف

اگر می نامیم، (f.e. اختصار، (به شده تولید هم متناهی یا شده نشانده متناهی را M R−مدول
متناهی زیرمجموعه ی ،⋂i∈I Mi = (۰) که M زیرمدول های از {Mi}i∈I خانواده ی هر برای

.⋂j∈J Mj = (۰) که طوری به باشد داشته وجود I از J

۳ مثال

برعکس، نیست. شده نشانده متناهی Z ولی است مولد متناهی Z آبلی گروه که است واضح
نیست. f.g. اما است، f.e. Z−مدول یک Zp∞ داد نشان می توان

۴ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۴ قضیه
این صورت: در باشد. ناصفر R−مدول یک M کنیم فرض

M از ماکسیمالی زیرمدول آنگاه باشد، M از سره ای زیرمدول L و مولد متناهی M اگر ۱

است. L شامل که دارد وجود
است. ماکسیمال زیرمدول دارای M آن گاه باشد، f.g. ،M اگر ۲

است. مینیمال زیرمدول دارای M آن گاه باشد، f.e. ،M اگر ۳

۵ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

آرتینی و نوتری مدول های

۵ تعریف

(ACC اختصار، (به صعودی زنجیر شرط دارای M گوییم باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
زیرمدول های از N۱ ⊆ N۲ ⊆ ⋯ صعودی زنجیر هر برای اگر است، خود زیرمدول های روی

M .Ni = Nk باشیم داشته i ≥ k هر برای که طوری به باشد داشته وجود k طبیعی عدد ،M
باشد. خود زیرمدول های روی ACC دارای هرگاه می نامیم، نوتری مدول یک را

۶ تعریف

(DCC اختصار، (به نزولی زنجیر شرط دارای M گوییم باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
،M زیرمدول های از N۱ ⊇ N۲ ⊇ ⋯ نزولی زنجیر هر برای اگر است، خود زیرمدول های روی

را M .Ni = Nk باشیم داشته i ≥ k هر برای که طوری به باشد داشته وجود k طبیعی عدد
باشد. خود زیرمدول های روی DCC دارای هرگاه می نامیم، آرتینی مدول یک

۶ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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آرتینی و نوتری مدول های

۵ تعریف

(ACC اختصار، (به صعودی زنجیر شرط دارای M گوییم باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
زیرمدول های از N۱ ⊆ N۲ ⊆ ⋯ صعودی زنجیر هر برای اگر است، خود زیرمدول های روی

M .Ni = Nk باشیم داشته i ≥ k هر برای که طوری به باشد داشته وجود k طبیعی عدد ،M
باشد. خود زیرمدول های روی ACC دارای هرگاه می نامیم، نوتری مدول یک را

۶ تعریف

(DCC اختصار، (به نزولی زنجیر شرط دارای M گوییم باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
،M زیرمدول های از N۱ ⊇ N۲ ⊇ ⋯ نزولی زنجیر هر برای اگر است، خود زیرمدول های روی

را M .Ni = Nk باشیم داشته i ≥ k هر برای که طوری به باشد داشته وجود k طبیعی عدد
باشد. خود زیرمدول های روی DCC دارای هرگاه می نامیم، آرتینی مدول یک

۶ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۷ تذکر

نوتری R−مدول یک عنوان به هرگاه می نامیم، چپ) (آرتینی چپ نوتری را R حلقه ی ◀

باشد. (آرتینی)
می دهد نشان زیر مثال ولی است نوتری آرتینی، حلقه ی هر هاپکینز−لویتزکی قضیه ی طبق ◀

نیست. نوتری آرتینی، مدول هر

۸ مثال

Zp∞ برعکس و نیست آرتینی که است نوتری Z−مدول یک Z که داد نشان می توان سادگی به
نیست. نوتری که است آرتینی Z−مدول یک

۷ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۷ تذکر

نوتری R−مدول یک عنوان به هرگاه می نامیم، چپ) (آرتینی چپ نوتری را R حلقه ی ◀

باشد. (آرتینی)
می دهد نشان زیر مثال ولی است نوتری آرتینی، حلقه ی هر هاپکینز−لویتزکی قضیه ی طبق ◀

نیست. نوتری آرتینی، مدول هر

۸ مثال

Zp∞ برعکس و نیست آرتینی که است نوتری Z−مدول یک Z که داد نشان می توان سادگی به
نیست. نوتری که است آرتینی Z−مدول یک

۷ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۹ قضیه
هستند: معادل زیر شرایط M R−مدول برای

است. نوتری M ۱

است. ماکسیمال عضو دارای M زیرمدول های از ناتهی خانواده ی هر ۲

است. f.g. ،M از زیرمدول هر ۳

۱۰ قضیه
هستند: معادل زیر شرایط M R−مدول برای

است. آرتینی M ۱

است. مینیمال عضو دارای M زیرمدول های از ناتهی خانواده ی هر ۲

است. f.e. ،M از قسمتی خارج مدول هر ۳

۸ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

۹ قضیه
هستند: معادل زیر شرایط M R−مدول برای

است. نوتری M ۱

است. ماکسیمال عضو دارای M زیرمدول های از ناتهی خانواده ی هر ۲

است. f.g. ،M از زیرمدول هر ۳

۱۰ قضیه
هستند: معادل زیر شرایط M R−مدول برای

است. آرتینی M ۱

است. مینیمال عضو دارای M زیرمدول های از ناتهی خانواده ی هر ۲

است. f.e. ،M از قسمتی خارج مدول هر ۳

۸ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۱۱ قضیه

(آرتینی) نوتری M صورت این در باشد. M از زیرمدولی N و R−مدول یک M کنیم فرض
باشند. (آرتینی) نوتری M

N
و N اگر وتنها اگر است

۱۲ گزاره

مدول یک نیز M آن گاه باشد، چپ (آرتینی) نوتری حلقه ی یک روی مولد متناهی مدولی M اگر
است. (آرتینی) نوتری

۹ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۱۱ قضیه

(آرتینی) نوتری M صورت این در باشد. M از زیرمدولی N و R−مدول یک M کنیم فرض
باشند. (آرتینی) نوتری M

N
و N اگر وتنها اگر است

۱۲ گزاره

مدول یک نیز M آن گاه باشد، چپ (آرتینی) نوتری حلقه ی یک روی مولد متناهی مدولی M اگر
است. (آرتینی) نوتری

۹ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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کوچک و اساسی زیرمدول های

۱۳ تعریف
و نامیم M در اساسی زیرمدول یک را M از N زیرمدول باشد. R−مدول یک M کنیم فرض

باشیم داشته M از K مانند ناصفر زیرمدول هر برای اگر می دهیم، نمایش N ≤e M نماد با
دهد نتیجه N ∩K = (۰) ،M از K زیرمدول هر برای دیگر، عبارت به .N ∩K ≠ (۰)

می نامیم. N از اساسی توسیع یک را M آن گاه ،N ≤e M اگر .K = (۰)
۱۴ تعریف

و نامیم M در کوچک زیرمدول یک را M از N زیرمدول باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
باشیم داشته M از K سره ی زیرمدول هر ازای به اگر می دهیم، نمایش N ≪ M نماد با

دهد نتیجه N +K = M ،M از K زیرمدول هر ازای به دیگر، عبارت به .N +K ≠ M
می نامیم. M

N
از کوچک پوش یک را M آن گاه ،N ≪ M اگر .K = M

۱۰ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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کوچک و اساسی زیرمدول های

۱۳ تعریف
و نامیم M در اساسی زیرمدول یک را M از N زیرمدول باشد. R−مدول یک M کنیم فرض

باشیم داشته M از K مانند ناصفر زیرمدول هر برای اگر می دهیم، نمایش N ≤e M نماد با
دهد نتیجه N ∩K = (۰) ،M از K زیرمدول هر برای دیگر، عبارت به .N ∩K ≠ (۰)

می نامیم. N از اساسی توسیع یک را M آن گاه ،N ≤e M اگر .K = (۰)
۱۴ تعریف

و نامیم M در کوچک زیرمدول یک را M از N زیرمدول باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
باشیم داشته M از K سره ی زیرمدول هر ازای به اگر می دهیم، نمایش N ≪ M نماد با

دهد نتیجه N +K = M ،M از K زیرمدول هر ازای به دیگر، عبارت به .N +K ≠ M
می نامیم. M

N
از کوچک پوش یک را M آن گاه ،N ≪ M اگر .K = M

۱۰ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۱۵ مثال

از اساسی زیرمدول یک I آن گاه باشد، R صحیح دامنه ی در ناصفر ایده آل یک I اگر ۱

است. R R−مدول
از کوچک زیرمدول یک I آن گاه باشد، R حلقه ی در پوچ توان چپ ایده آل یک I اگر ۲

است. R چپ R−مدول

۱۶ تذکر
داد نشان می توان راحتی به مثال برای کوچک، هم و باشد اساسی هم زیرمدول یک است ممکن

است. چنین این Zp∞ از نابدیهی زیرمدول هر

۱۱ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۱۵ مثال

از اساسی زیرمدول یک I آن گاه باشد، R صحیح دامنه ی در ناصفر ایده آل یک I اگر ۱

است. R R−مدول
از کوچک زیرمدول یک I آن گاه باشد، R حلقه ی در پوچ توان چپ ایده آل یک I اگر ۲

است. R چپ R−مدول

۱۶ تذکر
داد نشان می توان راحتی به مثال برای کوچک، هم و باشد اساسی هم زیرمدول یک است ممکن

است. چنین این Zp∞ از نابدیهی زیرمدول هر

۱۱ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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اساسی) زیرمدول های خواص از (بعضی ۱۷ لم

باشند. M از زیرمدول هایی H و N ،K و R−مدول دو M ′ و M کنیم فرض

.N ≤e M و K ≤e N اگر وتنها اگر K ≤e M آن گاه ،K ⊆ N اگر ۱

.N ′ ∩K
′ ≤e N ∩K آن گاه ،K ′ ≤e K و N ′ ≤e N اگر ۲

.K ≤e M و H ≤e M اگر وتنها اگر H ∩K ≤e M ۳

.N ∩K ≤e K آن گاه ،N ≤e M اگر ۴

.N ≤e M آن گاه ،N
K

≤e
M
K

و K ⊆ N اگر ۵

.f−۱(N) ≤e M
′ آن گاه ،N ≤e M و باشد همریختی یک f ∶ M ′ → M اگر ۶

۱۲ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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کوچک) زیرمدول های خواص از (بعضی ۱۸ لم

صورت: این در باشند. M از زیرمدول هایی H و N ،K و R−مدول دو M ′ و M کنیم فرض

.N
K

≪ M
K

و K ≪ M اگر وتنها اگر N ≪ M آن گاه ،K ⊆ N اگر ۱

.K ≪ M و H ≪ M اگر وتنها اگر H +K ≪ M ۲

.f(N) ≪ M
′ آن گاه ،N ≪ M و باشد همریختی یک f ∶ M → M

′ اگر ۳

.K ≪ M آن گاه ،K ≪ N اگر ۴

.K ≪ N اگر وتنها اگر K ≪ M آن گاه باشد، M مستقیم جمعوند N اگر ۵

باشد. مولد M
N

اگر وتنها اگر است مولد متناهی M آن گاه ،N ≪ M اگر ۶

۱۳ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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زیرمدول ها از هم مستقل و مستقل خانواده های

۱۹ تعریف

اگر باشد. M ناصفر زیرمدول های از خانواده ای {Mi}i∈I و R−مدول یک M کنیم فرض
باشیم داشته i ∈ I \ J هر برای و I از J متناهی زیرمجموعه ی هر به ازای

مجموع و مستقل خانواده ی یک را {Mi}i∈I آن گاه ،Mi ∩ (∑j∈J Mj) = (۰)
می دهیم. نمایش ⨁i∈I M با را آن و می نامیم M زیرمدول های مستقیم مجموع را ∑i∈I Mi

۲۰ تعریف

را M سره ی زیرمدول های از {Mi}i∈I ناتهی خانواده ی باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
از J متناهی مجموعه ی زیر هر و i ∈ I هر برای اگر می نامیم، هم مستقل خانواده ی یک

روی اشتراک که می کنیم قرارداد هم چنین .Mi +⋂j∈J Mj = M باشیم داشته I \ {i}
است. M برابر  ،(J = ∅) تهی مجموعه ی

۱۴ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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.

زیرمدول ها از هم مستقل و مستقل خانواده های

۱۹ تعریف

اگر باشد. M ناصفر زیرمدول های از خانواده ای {Mi}i∈I و R−مدول یک M کنیم فرض
باشیم داشته i ∈ I \ J هر برای و I از J متناهی زیرمجموعه ی هر به ازای

مجموع و مستقل خانواده ی یک را {Mi}i∈I آن گاه ،Mi ∩ (∑j∈J Mj) = (۰)
می دهیم. نمایش ⨁i∈I M با را آن و می نامیم M زیرمدول های مستقیم مجموع را ∑i∈I Mi

۲۰ تعریف

را M سره ی زیرمدول های از {Mi}i∈I ناتهی خانواده ی باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
از J متناهی مجموعه ی زیر هر و i ∈ I هر برای اگر می نامیم، هم مستقل خانواده ی یک

روی اشتراک که می کنیم قرارداد هم چنین .Mi +⋂j∈J Mj = M باشیم داشته I \ {i}
است. M برابر  ،(J = ∅) تهی مجموعه ی

۱۴ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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متمم و مکمل زیرمدول های

۲۱ تعریف

داد نشان می توان زرن لم از استفاده با باشد. آن از زیرمدولی N و R−مدول یک M کنیم فرض
خاصیت این به نسبت K و K ∩N = (۰) که طوری به دارد وجود M از K زیرمدول
را M از P زیرمدول می نامیم. M در N مکمل را K صورت این در است. ماکسیمال

باشد. M از زیرمدول یک مکمل اگر می نامیم، مکمل زیرمدول

۲۲ لم

این صورت در باشد. M در N مکمل A و N ≤ M ، R−مدول یک M کنیم فرض
.N ⊕A ≤e M

۱۵ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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متمم و مکمل زیرمدول های

۲۱ تعریف

داد نشان می توان زرن لم از استفاده با باشد. آن از زیرمدولی N و R−مدول یک M کنیم فرض
خاصیت این به نسبت K و K ∩N = (۰) که طوری به دارد وجود M از K زیرمدول
را M از P زیرمدول می نامیم. M در N مکمل را K صورت این در است. ماکسیمال

باشد. M از زیرمدول یک مکمل اگر می نامیم، مکمل زیرمدول

۲۲ لم

این صورت در باشد. M در N مکمل A و N ≤ M ، R−مدول یک M کنیم فرض
.N ⊕A ≤e M

۱۵ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۲۳ تعریف

اگر می نامیم، M در L متمم را N باشند. M R−مدول از زیرمدول هایی L و N کنیم فرض
را M از K زیرمدول هم چنین باشد. مینیمال خاصیت این به نسبت N و N + L = M

باشد. M از زیرمدول یک متمم اگر می گوییم، متمم زیرمدول
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متمم ،Z Z−مدول از ناصفری سره ی زیرمدول هیچ مثال، برای ندارد. وجود لزوماً و نیست گونه

نیست.
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۲۹ مثال

است Z−مدول یک Zp نتیجه در ،Zp ≅ Z
pZ می دانیم باشد. اول عدد یک p کنیم فرض ۱

غیر زیرمدول Zp که است واضح هستند. Zp ایده آل های همان دقیقا آن زیرمدول های که
است. ساده Z−مدول یک Zp لذا ندارد، بدیهی

است. نیم ساده نیست، ساده که (۰) مدول هم چنین، است. نیم ساده ساده، مدول هر ۲

۳۰ لم

خارج مدول هر و زیرمدول هر صورت، این در باشد. نیم ساده R−مدول یک M کنیم فرض
است. نیم ساده نیز M از قسمتی

۳۱ گزاره
ساده زیرمدولی شامل M صورت، این در باشد. ناصفر و نیم ساده R−مدول یک M کنیم فرض

است.
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۳۲ قضیه
هستند. معادل زیر شرایط صورت این در باشد. ناصفر R−مدول یک M کنیم فرض

است. خود ساده ی زیرمدول های از مجموعی M ۱

است. خود ساده ی زیرمدول های از مستقیمی مجموع M ۲

است. نیم ساده M ۳
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۳۳ تعریف
M ساکل را M (مینیمال) ساده  زیرمدول های مجموع باشد. R−مدول یک M کنیم فرض

می دهیم. نمایش Soc(M) نماد با و می نامیم

۳۴ تعریف

M رادیکال را M ماکسیمال ایده آل های تمام اشتراک باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
می دهیم. نمایش Rad(M) نماد با و می نامیم

۳۵ قضیه
صورت: این در باشد. R−مدول یک M کنیم فرض

Soc(M) = ∑
N∈Min(M)N = ⋂

K≤eM

K

و
Rad(M) = ⋂

L∈Max(M)L = ∑
P≪M

P.
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مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۳۳ تعریف
M ساکل را M (مینیمال) ساده  زیرمدول های مجموع باشد. R−مدول یک M کنیم فرض

می دهیم. نمایش Soc(M) نماد با و می نامیم

۳۴ تعریف

M رادیکال را M ماکسیمال ایده آل های تمام اشتراک باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
می دهیم. نمایش Rad(M) نماد با و می نامیم

۳۵ قضیه
صورت: این در باشد. R−مدول یک M کنیم فرض

Soc(M) = ∑
N∈Min(M)N = ⋂

K≤eM

K

و
Rad(M) = ⋂

L∈Max(M)L = ∑
P≪M

P.

۲۰ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۳۳ تعریف
M ساکل را M (مینیمال) ساده  زیرمدول های مجموع باشد. R−مدول یک M کنیم فرض

می دهیم. نمایش Soc(M) نماد با و می نامیم

۳۴ تعریف

M رادیکال را M ماکسیمال ایده آل های تمام اشتراک باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
می دهیم. نمایش Rad(M) نماد با و می نامیم

۳۵ قضیه
صورت: این در باشد. R−مدول یک M کنیم فرض

Soc(M) = ∑
N∈Min(M)N = ⋂

K≤eM

K

و
Rad(M) = ⋂

L∈Max(M)L = ∑
P≪M

P.

۲۰ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۳۳ تعریف
M ساکل را M (مینیمال) ساده  زیرمدول های مجموع باشد. R−مدول یک M کنیم فرض

می دهیم. نمایش Soc(M) نماد با و می نامیم

۳۴ تعریف

M رادیکال را M ماکسیمال ایده آل های تمام اشتراک باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
می دهیم. نمایش Rad(M) نماد با و می نامیم

۳۵ قضیه
صورت: این در باشد. R−مدول یک M کنیم فرض

Soc(M) = ∑
N∈Min(M)N = ⋂

K≤eM

K

و
Rad(M) = ⋂

L∈Max(M)L = ∑
P≪M

P.

۲۰ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

۳۶ تعریف

به را M نتوان هرگاه نامیم، ناپذیر تجزیه را M باشد. ناصفر R−مدول یک M کنیم فرض
مستقیم جمعوند فاقد M دیگر عبارت به نوشت. M از ناصفر زیرمدول دو مستقیم جمع صورت

باشد. غیربدیهی

۳۷ مثال
هستند. ناپذیر تجزیه Z−مدول، عنوان به Zp∞ و Z که است واضح

۲۱ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

۳۶ تعریف

به را M نتوان هرگاه نامیم، ناپذیر تجزیه را M باشد. ناصفر R−مدول یک M کنیم فرض
مستقیم جمعوند فاقد M دیگر عبارت به نوشت. M از ناصفر زیرمدول دو مستقیم جمع صورت

باشد. غیربدیهی

۳۷ مثال
هستند. ناپذیر تجزیه Z−مدول، عنوان به Zp∞ و Z که است واضح

۲۱ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۳۸ تعریف

اگر باشد. M زیرمدول های از مستقل خانواده ای {Mi}i∈I و R−مدول یک M کنیم فرض
که صورتی در می نامیم. M از مستقیم تجزیه ی یک را ⨁i∈I Mi آن گاه ،⨁i∈I Mi = M

M از تجزیه ناپذیر تجزیه ی یک را ⨁i∈I Mi آن گاه باشد، ناپذیر تجزیه Mi ،i ∈ I هر برای
می گوییم.

(کرول−اشمیت) ۳۹ قضیه
تجزیه ی دارای M صورت این در باشد. متناهی طول با ناصفر R−مدول یک M کنیم فرض

تجزیه تجزیه ی هر برای که طوری به است M = M۱ ⊕M۲ ⊕⋯⊕Mn متناهی ناپذیر تجزیه
وجود {۱, ۲ . . . , n} از σ جایگشت و n = k داریم M = N۱ ⊕N۲ ⊕⋯⊕Nk ناپذیر

.Mσ(i) ≅ Ni داریم ۱ ≤ i ≤ n هر برای که طوری به دارد

۲۲ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



مدول و حلقه روی زنجیری شرایط
کوچک و اساسی زیرمدول های

نیم ساده و ساده مدول های
اشمیت کرول قضیه ی و مدول ها تجزیه

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۳۸ تعریف

اگر باشد. M زیرمدول های از مستقل خانواده ای {Mi}i∈I و R−مدول یک M کنیم فرض
که صورتی در می نامیم. M از مستقیم تجزیه ی یک را ⨁i∈I Mi آن گاه ،⨁i∈I Mi = M

M از تجزیه ناپذیر تجزیه ی یک را ⨁i∈I Mi آن گاه باشد، ناپذیر تجزیه Mi ،i ∈ I هر برای
می گوییم.

(کرول−اشمیت) ۳۹ قضیه
تجزیه ی دارای M صورت این در باشد. متناهی طول با ناصفر R−مدول یک M کنیم فرض

تجزیه تجزیه ی هر برای که طوری به است M = M۱ ⊕M۲ ⊕⋯⊕Mn متناهی ناپذیر تجزیه
وجود {۱, ۲ . . . , n} از σ جایگشت و n = k داریم M = N۱ ⊕N۲ ⊕⋯⊕Nk ناپذیر

.Mσ(i) ≅ Ni داریم ۱ ≤ i ≤ n هر برای که طوری به دارد

۲۲ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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یکنواخت بعد و یکنواخت مدول های

۴۰ تعریف
یا باشد اساسی M از ناصفر زیرمدول هر که درصورتی  نامیم، یکنواخت را M ناصفرِ R−مدول

یک Z مثال عنوان به باشد. ناصفر ،M از ناصفر زیرمدول دو هر اشتراک معادل طور به
است. یکنواخت Z−مدول

۴۱ قضیه

زیرمدول یک دارای آن ناصفر زیرمدول هر که باشد ناصفر R−مدول یک M کنیم فرض
مجموع شکل به که دارد وجود M از N اساسی زیرمدول صورت این در باشد. یکنواخت

است. اساسی Ui هر آن در که N = ∑i∈I Ui یعنی است؛ یکنواخت زیرمدول های از مستقیمی

۲۳ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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یکنواخت بعد و یکنواخت مدول های

۴۰ تعریف
یا باشد اساسی M از ناصفر زیرمدول هر که درصورتی  نامیم، یکنواخت را M ناصفرِ R−مدول

یک Z مثال عنوان به باشد. ناصفر ،M از ناصفر زیرمدول دو هر اشتراک معادل طور به
است. یکنواخت Z−مدول

۴۱ قضیه

زیرمدول یک دارای آن ناصفر زیرمدول هر که باشد ناصفر R−مدول یک M کنیم فرض
مجموع شکل به که دارد وجود M از N اساسی زیرمدول صورت این در باشد. یکنواخت

است. اساسی Ui هر آن در که N = ∑i∈I Ui یعنی است؛ یکنواخت زیرمدول های از مستقیمی

۲۳ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۴۲ تعریف

udim(M) نماد با که را M گلدی بعد یا یکنواخت بعد باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
تمام اصلی عدد مساوی یا بزرگتر که می کنیم تعریف اصلی عدد کوچک ترین می دهیم، نمایش

است. M زیرمدول های از مستقل خانواده های

۴۳ مثال
باشد. یکنواخت M اگر وتنها اگر udim(M) = ۱ که است واضح ۱

است. متناهی یکنواخت بعد دارای ناصفر (آرتینی) نوتری مدول هر ۲

۲۴ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۴۲ تعریف

udim(M) نماد با که را M گلدی بعد یا یکنواخت بعد باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
تمام اصلی عدد مساوی یا بزرگتر که می کنیم تعریف اصلی عدد کوچک ترین می دهیم، نمایش

است. M زیرمدول های از مستقل خانواده های

۴۳ مثال
باشد. یکنواخت M اگر وتنها اگر udim(M) = ۱ که است واضح ۱

است. متناهی یکنواخت بعد دارای ناصفر (آرتینی) نوتری مدول هر ۲

۲۴ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۴۲ تعریف

udim(M) نماد با که را M گلدی بعد یا یکنواخت بعد باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
تمام اصلی عدد مساوی یا بزرگتر که می کنیم تعریف اصلی عدد کوچک ترین می دهیم، نمایش

است. M زیرمدول های از مستقل خانواده های

۴۳ مثال
باشد. یکنواخت M اگر وتنها اگر udim(M) = ۱ که است واضح ۱

است. متناهی یکنواخت بعد دارای ناصفر (آرتینی) نوتری مدول هر ۲

۲۴ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۴۴ قضیه

یک آن گاه باشد، متناهی گلدی بعد دارای M اگر باشد. ناصفر R−مدول یک M کنیم فرض
دارد. یکنواخت زیرمدول

۴۵ قضیه

که باشد ⨁λ∈Λ Uλ شکل به اساسی زیرمدول یک شامل که باشد R−مدول یک M کنیم فرض
M از N دلخواه زیرمدول صورت این در است. M از یکنواخت زیرمدول یک Uλ هر آن در

.N ∩ Uλ ≠ (۰) باشیم داشته λ ∈ Λ هر برای اگر وتنها اگر است اساسی

۲۵ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۴۴ قضیه

یک آن گاه باشد، متناهی گلدی بعد دارای M اگر باشد. ناصفر R−مدول یک M کنیم فرض
دارد. یکنواخت زیرمدول

۴۵ قضیه

که باشد ⨁λ∈Λ Uλ شکل به اساسی زیرمدول یک شامل که باشد R−مدول یک M کنیم فرض
M از N دلخواه زیرمدول صورت این در است. M از یکنواخت زیرمدول یک Uλ هر آن در

.N ∩ Uλ ≠ (۰) باشیم داشته λ ∈ Λ هر برای اگر وتنها اگر است اساسی

۲۵ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۴۶ قضیه

هستند: معادل M R−مدول برای زیر گزاره های
.udim(M) < ∞ ۱

که طوری به دارند وجود U۱, U۲, . . . , Un یکنواخت زیرمدول های و n طبیعی عدد ۲

و هستند M زیرمدول های از مستقل خانواده ای {U۱, U۲, . . . , Un}
.U۱ ⊕ U۲ ⊕⋯⊕ Un ≤e M

.udim(M) = n ۳

طبیعی عدد ،M زیرمدول های از A۱ ⊆ A۲ ⊆ ⋯ ⊆ An ⊆ ⋯ صعودی زنجیر هر برای ۴

.Ak ≤e Ai داریم i ⩾ k هر برای که به طوری دارد وجود k

است. خود مکمل زیرمدول های روی ACC دارای M ۵

k طبیعی عدد ،M زیرمدول های از A۱ ⊇ A۲ ⊇ ⋯ ⊇ An ⊇ ⋯ نزولی زنجیر هر برای ۶

.Ai ≤e Ak داریم i ⩾ k هر برای که طوری به دارد وجود

۲۶ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۴۶ قضیه

هستند: معادل M R−مدول برای زیر گزاره های
.udim(M) < ∞ ۱

که طوری به دارند وجود U۱, U۲, . . . , Un یکنواخت زیرمدول های و n طبیعی عدد ۲

و هستند M زیرمدول های از مستقل خانواده ای {U۱, U۲, . . . , Un}
.U۱ ⊕ U۲ ⊕⋯⊕ Un ≤e M

.udim(M) = n ۳

طبیعی عدد ،M زیرمدول های از A۱ ⊆ A۲ ⊆ ⋯ ⊆ An ⊆ ⋯ صعودی زنجیر هر برای ۴

.Ak ≤e Ai داریم i ⩾ k هر برای که به طوری دارد وجود k

است. خود مکمل زیرمدول های روی ACC دارای M ۵

k طبیعی عدد ،M زیرمدول های از A۱ ⊇ A۲ ⊇ ⋯ ⊇ An ⊇ ⋯ نزولی زنجیر هر برای ۶

.Ai ≤e Ak داریم i ⩾ k هر برای که طوری به دارد وجود

۲۶ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۴۶ قضیه

هستند: معادل M R−مدول برای زیر گزاره های
.udim(M) < ∞ ۱

که طوری به دارند وجود U۱, U۲, . . . , Un یکنواخت زیرمدول های و n طبیعی عدد ۲

و هستند M زیرمدول های از مستقل خانواده ای {U۱, U۲, . . . , Un}
.U۱ ⊕ U۲ ⊕⋯⊕ Un ≤e M

.udim(M) = n ۳

طبیعی عدد ،M زیرمدول های از A۱ ⊆ A۲ ⊆ ⋯ ⊆ An ⊆ ⋯ صعودی زنجیر هر برای ۴

.Ak ≤e Ai داریم i ⩾ k هر برای که به طوری دارد وجود k

است. خود مکمل زیرمدول های روی ACC دارای M ۵

k طبیعی عدد ،M زیرمدول های از A۱ ⊇ A۲ ⊇ ⋯ ⊇ An ⊇ ⋯ نزولی زنجیر هر برای ۶

.Ai ≤e Ak داریم i ⩾ k هر برای که طوری به دارد وجود

۲۶ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۴۶ قضیه

هستند: معادل M R−مدول برای زیر گزاره های
.udim(M) < ∞ ۱

که طوری به دارند وجود U۱, U۲, . . . , Un یکنواخت زیرمدول های و n طبیعی عدد ۲

و هستند M زیرمدول های از مستقل خانواده ای {U۱, U۲, . . . , Un}
.U۱ ⊕ U۲ ⊕⋯⊕ Un ≤e M

.udim(M) = n ۳

طبیعی عدد ،M زیرمدول های از A۱ ⊆ A۲ ⊆ ⋯ ⊆ An ⊆ ⋯ صعودی زنجیر هر برای ۴

.Ak ≤e Ai داریم i ⩾ k هر برای که به طوری دارد وجود k

است. خود مکمل زیرمدول های روی ACC دارای M ۵

k طبیعی عدد ،M زیرمدول های از A۱ ⊇ A۲ ⊇ ⋯ ⊇ An ⊇ ⋯ نزولی زنجیر هر برای ۶

.Ai ≤e Ak داریم i ⩾ k هر برای که طوری به دارد وجود

۲۶ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۴۶ قضیه

هستند: معادل M R−مدول برای زیر گزاره های
.udim(M) < ∞ ۱

که طوری به دارند وجود U۱, U۲, . . . , Un یکنواخت زیرمدول های و n طبیعی عدد ۲

و هستند M زیرمدول های از مستقل خانواده ای {U۱, U۲, . . . , Un}
.U۱ ⊕ U۲ ⊕⋯⊕ Un ≤e M

.udim(M) = n ۳

طبیعی عدد ،M زیرمدول های از A۱ ⊆ A۲ ⊆ ⋯ ⊆ An ⊆ ⋯ صعودی زنجیر هر برای ۴

.Ak ≤e Ai داریم i ⩾ k هر برای که به طوری دارد وجود k

است. خود مکمل زیرمدول های روی ACC دارای M ۵

k طبیعی عدد ،M زیرمدول های از A۱ ⊇ A۲ ⊇ ⋯ ⊇ An ⊇ ⋯ نزولی زنجیر هر برای ۶

.Ai ≤e Ak داریم i ⩾ k هر برای که طوری به دارد وجود

۲۶ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۴۶ قضیه

هستند: معادل M R−مدول برای زیر گزاره های
.udim(M) < ∞ ۱

که طوری به دارند وجود U۱, U۲, . . . , Un یکنواخت زیرمدول های و n طبیعی عدد ۲

و هستند M زیرمدول های از مستقل خانواده ای {U۱, U۲, . . . , Un}
.U۱ ⊕ U۲ ⊕⋯⊕ Un ≤e M

.udim(M) = n ۳

طبیعی عدد ،M زیرمدول های از A۱ ⊆ A۲ ⊆ ⋯ ⊆ An ⊆ ⋯ صعودی زنجیر هر برای ۴

.Ak ≤e Ai داریم i ⩾ k هر برای که به طوری دارد وجود k

است. خود مکمل زیرمدول های روی ACC دارای M ۵

k طبیعی عدد ،M زیرمدول های از A۱ ⊇ A۲ ⊇ ⋯ ⊇ An ⊇ ⋯ نزولی زنجیر هر برای ۶

.Ai ≤e Ak داریم i ⩾ k هر برای که طوری به دارد وجود

۲۶ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۴۶ قضیه

هستند: معادل M R−مدول برای زیر گزاره های
.udim(M) < ∞ ۱

که طوری به دارند وجود U۱, U۲, . . . , Un یکنواخت زیرمدول های و n طبیعی عدد ۲

و هستند M زیرمدول های از مستقل خانواده ای {U۱, U۲, . . . , Un}
.U۱ ⊕ U۲ ⊕⋯⊕ Un ≤e M

.udim(M) = n ۳

طبیعی عدد ،M زیرمدول های از A۱ ⊆ A۲ ⊆ ⋯ ⊆ An ⊆ ⋯ صعودی زنجیر هر برای ۴

.Ak ≤e Ai داریم i ⩾ k هر برای که به طوری دارد وجود k

است. خود مکمل زیرمدول های روی ACC دارای M ۵

k طبیعی عدد ،M زیرمدول های از A۱ ⊇ A۲ ⊇ ⋯ ⊇ An ⊇ ⋯ نزولی زنجیر هر برای ۶

.Ai ≤e Ak داریم i ⩾ k هر برای که طوری به دارد وجود

۲۶ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۴۷ قضیه

و است متناهی گلدی بعد دارای M صورت، این در .A ≤ M و R−مدول یک M کنیم فرض
.udim(A) = udim(M) و باشد متناهی گلدی بعد دارای A اگر وتنها اگر A ≤e M

۴۸ گزاره

آن گاه باشند. متناهی گلدی بعد دارای M
N

و N اگر .N ≤ M و R−مدول یک M کنیم فرض
.udim(M) ⩽ udim (M

N
) + udim(N) و است متناهی گلدی بعد دارای نیز M

۲۷ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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پوچ) (بعد یکنواخت بعد دوگان و پوچ مدول های

۴۹ تعریف

طور به یا باشد کوچک آن در M از سره  زیرمدول هر اگر می نامیم، پوچ را M ناصفر R−مدول
هر که است واضح بنابراین نوشت. سره اش زیرمدول دو مجموع صورت به نتوان را M معادل

است. پوچ ناپذیر، تجزیه مدول

۵۰ مثال
باشد. فرد به منحصر ماکسیمال زیرمدول یک دارای هرگاه می نامیم، موضعی را M مدول ۱

است. پوچ مدول یک موضعی مدول هر که است واضح صورت این در

هستند. پوچ مدول های از دیگری مثال های ساده مدول های و Zp∞ ۲

۵۱ لم

است. پوچ پوچ، مدول یک از قسمتی خارج مدول هر

۲۸ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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پوچ) (بعد یکنواخت بعد دوگان و پوچ مدول های

۴۹ تعریف

طور به یا باشد کوچک آن در M از سره  زیرمدول هر اگر می نامیم، پوچ را M ناصفر R−مدول
هر که است واضح بنابراین نوشت. سره اش زیرمدول دو مجموع صورت به نتوان را M معادل

است. پوچ ناپذیر، تجزیه مدول

۵۰ مثال
باشد. فرد به منحصر ماکسیمال زیرمدول یک دارای هرگاه می نامیم، موضعی را M مدول ۱

است. پوچ مدول یک موضعی مدول هر که است واضح صورت این در

هستند. پوچ مدول های از دیگری مثال های ساده مدول های و Zp∞ ۲

۵۱ لم

است. پوچ پوچ، مدول یک از قسمتی خارج مدول هر

۲۸ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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پوچ) (بعد یکنواخت بعد دوگان و پوچ مدول های

۴۹ تعریف

طور به یا باشد کوچک آن در M از سره  زیرمدول هر اگر می نامیم، پوچ را M ناصفر R−مدول
هر که است واضح بنابراین نوشت. سره اش زیرمدول دو مجموع صورت به نتوان را M معادل

است. پوچ ناپذیر، تجزیه مدول

۵۰ مثال
باشد. فرد به منحصر ماکسیمال زیرمدول یک دارای هرگاه می نامیم، موضعی را M مدول ۱

است. پوچ مدول یک موضعی مدول هر که است واضح صورت این در

هستند. پوچ مدول های از دیگری مثال های ساده مدول های و Zp∞ ۲

۵۱ لم

است. پوچ پوچ، مدول یک از قسمتی خارج مدول هر

۲۸ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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پوچ) (بعد یکنواخت بعد دوگان و پوچ مدول های

۴۹ تعریف

طور به یا باشد کوچک آن در M از سره  زیرمدول هر اگر می نامیم، پوچ را M ناصفر R−مدول
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۵۴ مثال
عضوی تک M از هم مستقل خانواده ی هر اگر وتنها اگر است پوچ M که است واضح ۱

.hdim(M) = ۱ اگر وتنها اگر باشد
است. متناهی پوچ بعد دارای آرتینی مدول هر که شده ثابت ۲

۵۵ گزاره
صورت: این در باشند. M از زیرمدول هایی N و R−مدول یک M کنیم فرض

پوچ بعد دارای M اگر برعکس، .hdim(M) = hdim (M
N
) آن گاه ،N ≪ M اگر ۱

.N ≪ M آن گاه ،hdim(M) = hdim (M
N
) و باشد متناهی

است. متناهی پوچ بعد دارای نیز M آن گاه باشند، متناهی پوچ بعد دارای M
N

و N اگر ۲

۳۰ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

۵۴ مثال
عضوی تک M از هم مستقل خانواده ی هر اگر وتنها اگر است پوچ M که است واضح ۱

.hdim(M) = ۱ اگر وتنها اگر باشد
است. متناهی پوچ بعد دارای آرتینی مدول هر که شده ثابت ۲

۵۵ گزاره
صورت: این در باشند. M از زیرمدول هایی N و R−مدول یک M کنیم فرض

پوچ بعد دارای M اگر برعکس، .hdim(M) = hdim (M
N
) آن گاه ،N ≪ M اگر ۱

.N ≪ M آن گاه ،hdim(M) = hdim (M
N
) و باشد متناهی

است. متناهی پوچ بعد دارای نیز M آن گاه باشند، متناهی پوچ بعد دارای M
N

و N اگر ۲

۳۰ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

۵۴ مثال
عضوی تک M از هم مستقل خانواده ی هر اگر وتنها اگر است پوچ M که است واضح ۱

.hdim(M) = ۱ اگر وتنها اگر باشد
است. متناهی پوچ بعد دارای آرتینی مدول هر که شده ثابت ۲

۵۵ گزاره
صورت: این در باشند. M از زیرمدول هایی N و R−مدول یک M کنیم فرض

پوچ بعد دارای M اگر برعکس، .hdim(M) = hdim (M
N
) آن گاه ،N ≪ M اگر ۱

.N ≪ M آن گاه ،hdim(M) = hdim (M
N
) و باشد متناهی

است. متناهی پوچ بعد دارای نیز M آن گاه باشند، متناهی پوچ بعد دارای M
N

و N اگر ۲

۳۰ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

۵۴ مثال
عضوی تک M از هم مستقل خانواده ی هر اگر وتنها اگر است پوچ M که است واضح ۱

.hdim(M) = ۱ اگر وتنها اگر باشد
است. متناهی پوچ بعد دارای آرتینی مدول هر که شده ثابت ۲

۵۵ گزاره
صورت: این در باشند. M از زیرمدول هایی N و R−مدول یک M کنیم فرض

پوچ بعد دارای M اگر برعکس، .hdim(M) = hdim (M
N
) آن گاه ،N ≪ M اگر ۱

.N ≪ M آن گاه ،hdim(M) = hdim (M
N
) و باشد متناهی

است. متناهی پوچ بعد دارای نیز M آن گاه باشند، متناهی پوچ بعد دارای M
N

و N اگر ۲

۳۰ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

۵۴ مثال
عضوی تک M از هم مستقل خانواده ی هر اگر وتنها اگر است پوچ M که است واضح ۱

.hdim(M) = ۱ اگر وتنها اگر باشد
است. متناهی پوچ بعد دارای آرتینی مدول هر که شده ثابت ۲

۵۵ گزاره
صورت: این در باشند. M از زیرمدول هایی N و R−مدول یک M کنیم فرض

پوچ بعد دارای M اگر برعکس، .hdim(M) = hdim (M
N
) آن گاه ،N ≪ M اگر ۱

.N ≪ M آن گاه ،hdim(M) = hdim (M
N
) و باشد متناهی

است. متناهی پوچ بعد دارای نیز M آن گاه باشند، متناهی پوچ بعد دارای M
N

و N اگر ۲

۳۰ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کرول بعد

۵۶ تعریف

و می دهیم نمایش k−dim(M) نماد با را M کرول بعد باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
می کنیم: تعریف زیر صورت به ترامتناهی استقرای از استفاده با

.M = (۰) اگر وتنها اگر k−dim(M) = −۱ ◀

باشد. شده تعریف α از کمتر ترتیبی اعداد برای M مدول  کرول بعد کنیم فرض ◀

زنجیر هر برای و k−dim(M) ⊀ α که درصورتی  k−dim(M) = α می کنیم تعریف ◀

وجود k طبیعی عدد ،M۱ ⊇ M۲ ⊇ ⋯ ⊇ Mn ⊇ ⋯ مانند M زیرمدول های از نزولی
.k−dim ( Mn

Mn+۱
) ≺ α باشیم داشته n ⩾ k هر برای که به طوری باشد داشته

۵۷ قرارداد

یک عنوان به R حلقه ی کرول بعد معنی به k−dim(R) آن گاه باشد، حلقه یک R اگر
می باشد. R−مدول
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زنجیر هر برای و k−dim(M) ⊀ α که درصورتی  k−dim(M) = α می کنیم تعریف ◀

وجود k طبیعی عدد ،M۱ ⊇ M۲ ⊇ ⋯ ⊇ Mn ⊇ ⋯ مانند M زیرمدول های از نزولی
.k−dim ( Mn

Mn+۱
) ≺ α باشیم داشته n ⩾ k هر برای که به طوری باشد داشته

۵۷ قرارداد

یک عنوان به R حلقه ی کرول بعد معنی به k−dim(R) آن گاه باشد، حلقه یک R اگر
می باشد. R−مدول

۳۱ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی
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۵۸ تذکر
با ترتیبی عدد کوچکترین نوتری، بعد تعریف در α ترتیبی عدد که است واضح تعریف، طبق ۱

است. k−dim(M) = α خاصیت
وجود k−dim(M) اگر باشد. M از زیرمدولی N و R−مدول یک M کنیم فرض ۲

علاوه به دارند. وجود نیز k−dim (M
N
) و k−dim(N) آن گاه باشد، داشته

.k−dim (M
N
) ≤ k−dim(M) و k−dim(N) ≤ k−dim(M)

۵۹ مثال

M اگر وتنها اگر k−dim(M) = ۰ که است واضح آن گاه باشد، R−مدول یک M اگر ۱

باشد. آرتینی
زنجیر هر برای آن گاه ،k−dim(M) = ۱ و باشد R−مدول یک M اگر ۲

هر برای که طوری به دارد وجود k طبیعی عدد ،M زیرمدول های از M۱ ⊇ M۲ ⊇ ⋯
.k−dim(Z) = ۱ مثال، برای است. آرتینی Mi

Mi+۱
،i ⩾ k
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۶۰ گزاره

بعد دارای M آن گاه باشد، داشته وجود M کرول بعد اگر باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
است. متناهی گلدی

۶۱ گزاره

است. پوچ توان ،R پوچ ایده آل هر آن گاه باشد، کرول بعد دارای R حلقه ی اگر
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بعد دارای M آن گاه باشد، داشته وجود M کرول بعد اگر باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
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۶۲ لم

است کرول بعد دارای نیز M آن گاه باشد کرول بعد دارای M R−مدول از سره زیرمدول هر اگر
.k−dim(M) = sup{k−dim(N) ∣ N ⊊ M} و

۶۳ لم

بعد دارای نیز M آن گاه باشد کرول بعد دارای M R−مدول از سره قسمتی خارج مدول هر اگر
.k−dim(M) ⪯ sup {k−dim (M

N
) ∣ (۰) ≠ N ≤ M} + ۱ و است کرول

۶۴ گزاره
است. کرول بعد دارای نوتری مدول هر
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است کرول بعد دارای نیز M آن گاه باشد کرول بعد دارای M R−مدول از سره زیرمدول هر اگر
.k−dim(M) = sup{k−dim(N) ∣ N ⊊ M} و

۶۳ لم

بعد دارای نیز M آن گاه باشد کرول بعد دارای M R−مدول از سره قسمتی خارج مدول هر اگر
.k−dim(M) ⪯ sup {k−dim (M

N
) ∣ (۰) ≠ N ≤ M} + ۱ و است کرول

۶۴ گزاره
است. کرول بعد دارای نوتری مدول هر
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۶۵ قضیه

این صورت در باشد. آن از زیرمدولی N و R−مدول یک M کنیم فرض

k−dim(M) = sup {k−dim(N), k−dim (M
N

)} .
باشد. داشته وجود تساوی طرف یک هرگاه

۶۶ نتیجه

هرگاه .k−dim (M۱ ⊕⋯⊕Mn) = sup {k−dim(M۱), . . . , k−dim(Mn)}
باشد. داشته وجود تساوی طرف یک

۶۷ لم

این صورت در باشد، کرول بعد دارای R و باشد مولد متناهی R−مدول یک M کنیم فرض
.k−dim(M) ⪯ k−dim(R)
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این صورت در باشد. آن از زیرمدولی N و R−مدول یک M کنیم فرض
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هرگاه .k−dim (M۱ ⊕⋯⊕Mn) = sup {k−dim(M۱), . . . , k−dim(Mn)}
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۶۸ قضیه

،i ∈ I برای هر و M = ∑i∈I Ni اگر باشد. کرول بعد دارای R−مدولِ یک M کنیم فرض
.k−dim(M) ⪯ α آن گاه باشد، داشته وجود k−dim(Ni) ⪯ α

۶۹ نتیجه

آن گاه باشند، کرول بعد دارای R و M اگر باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
.k−dim(M) ⪯ k−dim(R)

۷۰ قضیه

دارای M
N

یا N ،M از N نابدیهی زیرمدول برای هر اگر باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
است. کرول بعد دارای نیز M آن گاه باشد، کرول بعد
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بحرانی مدول های

۷۱ تعریف

هرگاه می نامیم، α−بحرانی را M R−مدول باشد. ترتیبی عدد یک α کنیم فرض
باشیم داشته M از N مانند ناصفر زیرمدول هر برای و k−dim(M) = α

ترتیبی عدد هرگاه نامیم، بحرانی را M R−مدول هم چنین .k−dim (M
N
) ≺ k−dim(M)

باشد. α−بحرانی مدول یک M که به طوری باشد داشته وجود α

۷۲ مثال

هستند. ساده مدول های همان دقیقا ۰−بحرانی مدول های که داد نشان می توان آسانی به

۷۳ گزاره
نیز ،M از ناصفر زیرمدول هر صورت این در باشد. α−بحرانی R−مدول یک M کنیم فرض

است. α−بحرانی
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باشد. α−بحرانی مدول یک M که به طوری باشد داشته وجود α

۷۲ مثال

هستند. ساده مدول های همان دقیقا ۰−بحرانی مدول های که داد نشان می توان آسانی به
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۷۴ قضیه
است. بحرانی زیرمدول دارای باشد، داشته کرول بعد که ناصفر R−مدول هر

۷۵ تعریف

N زیرمدول هر برای اگر می نامیم، تکریخت مدول را M باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
باشد. تکریختی f ∶ N → M همریختی هر ،M از

۷۶ گزاره
صورت: این در باشد. α−بحرانی R−مدول یک M کنیم فرض

است. یکنواخت M ۱

است. ناپذیر تجزیه M ۲

است. تکریخت M ۳
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۷۴ قضیه
است. بحرانی زیرمدول دارای باشد، داشته کرول بعد که ناصفر R−مدول هر

۷۵ تعریف

N زیرمدول هر برای اگر می نامیم، تکریخت مدول را M باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
باشد. تکریختی f ∶ N → M همریختی هر ،M از

۷۶ گزاره
صورت: این در باشد. α−بحرانی R−مدول یک M کنیم فرض

است. یکنواخت M ۱

است. ناپذیر تجزیه M ۲

است. تکریخت M ۳
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۷۷ قضیه
زیرمدول یک دارای M صورت این در باشد. داشته وجود M R−مدول کرول بعد کنیم فرض

می باشد. بحرانی زیرمدول های از متناهی تعدادی مستقیم جمع شکل به که است اساسی

۷۸ گزاره
خانواده ی یک باشند، متمایز کرول بعد دارای که M R−مدول بحرانی زیرمدول های از خانواده هر

هستند. مستقل

۷۹ لم

این در باشد. R از بحرانی چپ ایده آل یک I و کرول بعد دارای حلقه ی یک R کنیم فرض
.Ann(x) ∩ I = (۰) که دارد وجود I از x ناصفر عضو یا I۲ = (۰) صورت
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۸۰ تعریف

و می دهیم نمایش n−dim(M) نماد با را M نوتری بعد باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
می کنیم: تعریف زیر صورت به ترامتناهی استقرای از استفاده با

.M = (۰) اگر وتنها اگر n−dim(M) = −۱ ◀

باشد. شده تعریف α از کمتر ترتیبی اعداد برای M مدول  نوتری بعد کنیم فرض ◀

زنجیر هر برای و n−dim(M) ⊀ α که صورتی  در n−dim(M) = α می کنیم تعریف ◀

باشد داشته وجود k طبیعی عدد ،M۱ ⊆ M۲ ⊆ ⋯ مانند M زیرمدول های از صعودی
.n−dim (Mn+۱

Mn
) ≺ α باشیم داشته ،n ⩾ k هر برای که به طوری
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۸۱ تذکر
با ترتیبی عدد کوچکترین نوتری، بعد تعریف در α ترتیبی عدد که است واضح تعریف، طبق ۱

است. n−dim(M) = α خاصیت
وجود n−dim(M) اگر باشد. M از زیرمدولی N و R−مدول یک M کنیم فرض ۲

علاوه به دارند. وجود نیز n−dim (M
N
) و n−dim(N) آن گاه باشد، داشته

.n−dim (M
N
) ≤ n−dim(M) و n−dim(N) ≤ n−dim(M)

۸۲ مثال
باشد. نوتری M اگر وتنها اگر n−dim(M) = ۰ که است واضح ۱

،M زیرمدول های از M۱ ⊆ M۲ ⊆ ⋯ زنجیر هر برای آن گاه ،n−dim(M) = ۱ اگر ۲

مثال، برای است. نوتری Mi+۱
Mi

،i ⩾ k هر برای که طوری به دارد وجود k طبیعی عدد
.n−dim(Zp∞) = ۱ که است واضح
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یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۸۱ تذکر
با ترتیبی عدد کوچکترین نوتری، بعد تعریف در α ترتیبی عدد که است واضح تعریف، طبق ۱

است. n−dim(M) = α خاصیت
وجود n−dim(M) اگر باشد. M از زیرمدولی N و R−مدول یک M کنیم فرض ۲

علاوه به دارند. وجود نیز n−dim (M
N
) و n−dim(N) آن گاه باشد، داشته

.n−dim (M
N
) ≤ n−dim(M) و n−dim(N) ≤ n−dim(M)

۸۲ مثال
باشد. نوتری M اگر وتنها اگر n−dim(M) = ۰ که است واضح ۱

،M زیرمدول های از M۱ ⊆ M۲ ⊆ ⋯ زنجیر هر برای آن گاه ،n−dim(M) = ۱ اگر ۲

مثال، برای است. نوتری Mi+۱
Mi

،i ⩾ k هر برای که طوری به دارد وجود k طبیعی عدد
.n−dim(Zp∞) = ۱ که است واضح

۴۱ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۸۳ گزاره

بعد دارای نیز M آن گاه باشد، نوتری بعد دارای M R−مدول از سره قسمتی خارج مدول هر اگر
و است نوتری

n−dim(M) = sup {n−dim (M
N

) ∣ (۰) ≠ N ≤ M} .
۸۴ گزاره

نوتری بعد دارای نیز M آن گاه باشد، نوتری بعد دارای M R−مدول از سره زیرمدول هر اگر
و است

n−dim(M) ⪯ sup{n−dim(N) ∣ N ⪇ M} + ۱.

۴۲ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۸۳ گزاره

بعد دارای نیز M آن گاه باشد، نوتری بعد دارای M R−مدول از سره قسمتی خارج مدول هر اگر
و است نوتری

n−dim(M) = sup {n−dim (M
N

) ∣ (۰) ≠ N ≤ M} .
۸۴ گزاره

نوتری بعد دارای نیز M آن گاه باشد، نوتری بعد دارای M R−مدول از سره زیرمدول هر اگر
و است

n−dim(M) ⪯ sup{n−dim(N) ∣ N ⪇ M} + ۱.

۴۲ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۸۵ قضیه

این صورت در باشد. آن از زیرمدولی N و R−مدول یک M کنیم فرض

n−dim(M) = sup {n−dim(N), n−dim (M
N

)}
باشد. داشته وجود تساوی طرف یک هرگاه

۸۶ نتیجه
صورت این در باشند. R−مدول ،M۱, . . . ,Mn کنیم فرض

هرگاه .n−dim (M۱ ⊕⋯⊕Mn) = sup {n−dim(M۱), . . . , n−dim(Mn)}
باشد. داشته وجود تساوی طرف یک

۸۷ گزاره

.n−dim(M) ⪯ n−dim(R) آن گاه باشد، نوتری بعد دارای R و R−مدول یک M اگر

۴۳ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۸۵ قضیه

این صورت در باشد. آن از زیرمدولی N و R−مدول یک M کنیم فرض

n−dim(M) = sup {n−dim(N), n−dim (M
N

)}
باشد. داشته وجود تساوی طرف یک هرگاه

۸۶ نتیجه
صورت این در باشند. R−مدول ،M۱, . . . ,Mn کنیم فرض

هرگاه .n−dim (M۱ ⊕⋯⊕Mn) = sup {n−dim(M۱), . . . , n−dim(Mn)}
باشد. داشته وجود تساوی طرف یک

۸۷ گزاره

.n−dim(M) ⪯ n−dim(R) آن گاه باشد، نوتری بعد دارای R و R−مدول یک M اگر

۴۳ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۸۵ قضیه

این صورت در باشد. آن از زیرمدولی N و R−مدول یک M کنیم فرض

n−dim(M) = sup {n−dim(N), n−dim (M
N

)}
باشد. داشته وجود تساوی طرف یک هرگاه

۸۶ نتیجه
صورت این در باشند. R−مدول ،M۱, . . . ,Mn کنیم فرض

هرگاه .n−dim (M۱ ⊕⋯⊕Mn) = sup {n−dim(M۱), . . . , n−dim(Mn)}
باشد. داشته وجود تساوی طرف یک

۸۷ گزاره

.n−dim(M) ⪯ n−dim(R) آن گاه باشد، نوتری بعد دارای R و R−مدول یک M اگر

۴۳ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۸۸ قضیه

دارای M
N

یا N ،M از N نابدیهی زیرمدول برای هر اگر باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
است. نوتری بعد دارای نیز M آن گاه باشد، نوتری بعد

۸۹ گزاره

آن گاه باشد، متناهی گلدی بعد دارای M اگر باشد. R−مدول یک M کنیم فرض

n−dim(M) = sup {n−dim (M
E

) »»»»»» E ≤e M} .
باشد. داشته وجود تساوی طرف یک هرگاه

۴۴ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۸۸ قضیه

دارای M
N

یا N ،M از N نابدیهی زیرمدول برای هر اگر باشد. R−مدول یک M کنیم فرض
است. نوتری بعد دارای نیز M آن گاه باشد، نوتری بعد

۸۹ گزاره

آن گاه باشد، متناهی گلدی بعد دارای M اگر باشد. R−مدول یک M کنیم فرض

n−dim(M) = sup {n−dim (M
E

) »»»»»» E ≤e M} .
باشد. داشته وجود تساوی طرف یک هرگاه

۴۴ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

۹۰ قضیه

بعد دارای اگر وتنها اگر است نوتری بعد دارای M باشد. دلخواه R−مدول یک M کنیم فرض
باشد. کرول

۹۱ نتیجه

دارای M آن گاه باشد، داشته وجود M نوتری بعد اگر باشد. R−مدول یک M کنیم فرض ۱

است. متناهی گلدی بعد
است. نوتری بعد دارای آرتینی مدول هر ۲

۴۵ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۹۰ قضیه

بعد دارای اگر وتنها اگر است نوتری بعد دارای M باشد. دلخواه R−مدول یک M کنیم فرض
باشد. کرول

۹۱ نتیجه

دارای M آن گاه باشد، داشته وجود M نوتری بعد اگر باشد. R−مدول یک M کنیم فرض ۱

است. متناهی گلدی بعد
است. نوتری بعد دارای آرتینی مدول هر ۲

۴۵ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۹۰ قضیه

بعد دارای اگر وتنها اگر است نوتری بعد دارای M باشد. دلخواه R−مدول یک M کنیم فرض
باشد. کرول

۹۱ نتیجه

دارای M آن گاه باشد، داشته وجود M نوتری بعد اگر باشد. R−مدول یک M کنیم فرض ۱

است. متناهی گلدی بعد
است. نوتری بعد دارای آرتینی مدول هر ۲

۴۵ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۹۰ قضیه

بعد دارای اگر وتنها اگر است نوتری بعد دارای M باشد. دلخواه R−مدول یک M کنیم فرض
باشد. کرول

۹۱ نتیجه

دارای M آن گاه باشد، داشته وجود M نوتری بعد اگر باشد. R−مدول یک M کنیم فرض ۱

است. متناهی گلدی بعد
است. نوتری بعد دارای آرتینی مدول هر ۲

۴۵ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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۹۲ گزاره
باشند. M از زیرمدول هایی A۱, A۲, . . . , Ak و R−مدول یک M کنیم فرض

آن گاه ،n−dim (M
Ai

) = α باشیم داشته ۱ ≤ i ⩽ k هر برای اگر

n−dim( M

∩k
i=۱Ai

) = sup {n−dim (M
Ai

)}k
i=۱

.

۴۶ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی



یکنواخت بعد
یکنواخت) بعد (دوگان پوچ بعد

کرول بعد
نوتری بعد

مقدماتی تر مفاهیم
مدول یک بعد های بررسی
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ণپاساز৔وجهॷما با
۴۷ / ۴۷ آن ها به وابسته مفاهیم و مدول یک از بعد هایی بررسی
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