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قم دانشΎاه
پایه علوم دانش΋ده

ریاضیات گروه

کارشناسͳ ارشد پایان نامه

جبر گرایش محض ͳریاض رشته

عنوان:

انتقالی هیچ که آفین گروه های از منظم زیرگروه های

ندارند

راهنما: استاد

موسوی علی سید

نگارنده:

محمودی فاطمه

۱۴۰۰ تابستان
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چͺیده

شامل R آیا که کرد مطرح را پرسش این مͳ توان ،AGLn(F) از R شده داده منظم زیرگروه برای

AGL۲(p) برای ساکسل و پرگر ،Έلیب توسط سوال این به ͳمنف ΁پاس است. ͳبدیه غیر انتقال های

΁پاس اما است. شده داده AGL۴(۲) و فرد) اول عدد Έی p) AGL۳(p) اول)، عدد Έی p)

اگر و n ≥ ۴ باشد، فرد عددی p اگر آن در که AGLn(p) برای هΎدوس توسط سوال این به مثبت

،ͳمتناه میدان های برای هΎدوس روش تعمیم اولین بود. شده ارائه ،n ≥ ۵ یا n = ۳ آن گاه p = ۲

این از مثال هایی پایان نامه، این در است. شده آورده دست به ͳاستفانل و کولازو کاتینو، توسط اخیراً

شرایط ،n < ۵ برای مͳ دهیم. ارائه F میدان هر و n ≥ ۵ هر برای ،AGLn(F) در را زیرگروه ها

R آن گاه ،charF = ۰ اگر که فرض این با مͳ کنیم ارائه را زیرگروه ها این وجود برای ͳکاف و لازم

مͳ گیریم. نظر در تک توان را

انتقال. آفین، گروه منظم، زیرگروه کلیدی: کلمات
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مقدمه

را گروه این اعضای که باشد F میدان روی n درجه از آفین گروه AGLn(F) که کنید فرض

داد: نمایش زیر صورت به را آن ͬ توان م

AGLn (F) =


 ۱ v

۰ A

 : v ∈ Fn, A ∈ GLn(F)

 .

گروه باشد. F میدان روی n بعد از سطری بردارهای n برداری فضای Fn کنید فرض

ͬ کند. م عمل Fn مجموعه ی روی راست از AGLn(F)

روی منظم صورت به R اگر ͬ نامیم م منظم را AGLn(F) گروه از R زیرگروه ͷی

ͷی v ∈ Fn هر ازای به اگر است منظم R دیͽر عبارت به کند، عمل آفین نقاط مجموعه ی

باشد. آن اول سطر (۱, v) آفین نقطه ی که طوری به باشد موجود R از فرد به منحصر عضو

زیر صورت به که باشد GLn (F) گروه به AGLn (F) گروه از تابعͬ π که کنید فرض

ͬ شود: م تعریف

π : AGLn (F) → GLn (F) ۱ v

۰ A

 7→ A

ͬ گیریم م نظر در را به روریختͬ این هسته ی حال پوشاست. همریختͬ ͷی π صورت این در

دارای که AGLn(F) از منظمͬ زیرگروه های وجود مسئله ی ͬ نامیم. م T انتقال گروه را آن و
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ب مقدمه

۲۰۰۰ سال در ساکسل۳ و پرگر۲ ،۱ͷلیب توسط بار اولین نیستند، بدیهͬ از غیر انتقالͬ هیچ

فوق نویسندگان آن گاه بͽیریم، نظر در عضوی p میدان را Fp اگر شد. مطرح [۶] مقاله ی در

هر ازای به AGL۲ (Fp) گروه های برای فوق شرایط با منظمͬ زیرگروه هیچ که دادند نشان

ندارد. وجود AGL۴ (F۲) برای و p > ۲ اول عدد ازای به AGL۳ (Fp) ،p اول عدد

در ۲۰۰۰ درسال هͽدوس توسط باشد زیرگروه هایی چنین دارای که مثالͬ اولین

که کرد ثابت هͽدوس دقیق تر شͺل به شد. ساخته F = Fp حالت برای [۴] مقاله ی

هرگاه: است بدیهͬ غیر انتقال هیچ بدون منظم زیرگروه ͷی شامل AGLn (Fp) گروه

یا باشد. p = ۲ اگر n ≥ ۵ یا n = ۳ الف)

باشد. p > ۲ اگر n ≥ ۴ ب)

در استفانل۶ͬ و کولازو۵ کاتینو۴، توسط اخیراً کرد استفاده هͽدوس که روش هایی

توسعه F = Fpl برای هͽدوس نتایج تا گرفت قرار استفاده مورد [۳] مقاله ی در ۲۰۱۶ سال

شود. داده

که پرداخت خواهیم مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم بیان به نامه پایان این اول فصل در

شود. مͬ استفاده آنها از نامه پایان طول در

دست به نتایج و منظم زیرگروههای و آفین گروههای بررسͬ به نامه پایان دوم فصل

دارد. اختصاص آمده

زیرگروه هایی چنین وجود عدم مورد در آمده بدست نتایج ما نامه پایان این سوم فصل در

همچنین و ͬ دهیم م تعمیم دلخواه میدان ͷی برای را است شده بیان [۶] در که منظمͬ

فصل که فصل این مطالب داد. خواهیم ارائه منظم زیرگروههای وجود مورد در مثالهایی

است. [۷] از برگرفته باشد مͬ نامه پایان اصلͬ

1Liebeck 2Praeger 3Saxl 4Catino 5Colazzo 6Stefanelli
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مطالب فهرست

الف مقدمه

۱ مقدماتͬ مفاهیم ۱

۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروه ها نظریه از مقدماتͬ ۱ ⁃۱

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچ توان گروه های ۱ ⁃۱ ⁃۱

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . مجموعه روی گروه عمل ۲ ⁃۱ ⁃۱

۷ . . . . . . . . . . . . . . . . مستقیم نیم حاصلضرب ۳ ⁃۱ ⁃۱

۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری فضاهای ۲ ⁃۱

۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . تانسوری حاصلضرب ۱ ⁃۲ ⁃۱

۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژوردان فرم های ۲ ⁃۲ ⁃۱

۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوخطͬ فرم های ۳ ⁃۲ ⁃۱

۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم درجه فرم ۴ ⁃۲ ⁃۱

۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جایͽشتͬ ماتریس ۵ ⁃۲ ⁃۱

۱۵ منظم زیرگروه های و آفین گروه های ۲

۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آفین گروه های ۱ ⁃۲

۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم زیرگروه های ۲ ⁃۲
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ت مطالب فهرست

۲۷ . . . . . . . . غیربدیهͬ انتقال بدون آفین گروه منظم زیرگروه های ۳ ⁃۲

۳۲ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج ۳

۳۲ . غیربدیهͬ انتقال بدون منظم زیرگروه های وجود عدم قضایای تعمیم ۱ ⁃۳

۴۹ . . . . . غیربدیهͬ انتقال هیچ بدون منظم زیرگروه های وجود تعمیم ۲ ⁃۳

۶۰ کتاب نامه

۶۱ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه 

۶۳ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه 



0.
42

خۀ
نس

،t
he

si
s-

qo
m

س
کلا

سط
تو

ده
ش

ده 
آما

نمادها فهرست

۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G در H زیرگروه مرکزساز CG(H)

۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G گروه مرکز Z(G)

۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G در H زیرگروه نرمال ساز CG(H)

۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G در H مستقیم حاصلضرب H ×G

۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . g عضو توسط x عضو مزدوج g−۱xg

۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . g عضو توسط H زیرگروه مزدوج g−۱Hg

۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T تصویر Im(T )

۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T هسته ker(T )

۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G خودریختیهای گروه Aut(G)

۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G های درونریختͬ گروه End(G)

۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . X مجموعه های جایͽشت گروه SX

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . b و a اعضای جابه جاگر [a, b]

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B و A زیرگروه های جابه جاگر [A,B]

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G مشتق زیرگروه G′

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایینͬ مرکزی سری ام n جمله Γn(G)

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x مدار orb(x)

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x پایدارساز stab(x)

۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . H توسط K مستقیم نیم حاصلضرب H nK

۹ باشد صفر برابر آن درایه های بقیه و باشد ۱ برابر آن ,i)ام j) درایه که ماتریسͬ Eij

۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B در A تانسوری حاصلضرب A⊗B

۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A ماتریس مشخصه ای چندجمله CA(x)
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ج نمادها فهرست

۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n درجه از ژوردان بلوک Jn

۱۳ . . . . . . . . . . . . . Fm روی Q دوم درجه فرم ایزومتری های گروه Om(F, Q)

۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . F میدان روی n درجه از عام خطͬ گروه GLn(F)

۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . F میدان روی n درجه از خاص خطͬ گروه SLn(F)

۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V برداری فضای آفین گروه AGL(V )

۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Fn برداری فضای آفین گروه AGLn(F )

۲۴ . . . . . . . F میدان روی مثلثͬ بالا تک توان ماتریس های تمام مجموعه Un(F )
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اول فصل

مقدماتͬ مفاهیم

گروه ها نظریه از مقدماتͬ ۱ ⁃۱

خواهیم بیان را کنیم مͬ استفاده آنها از نامه پایان طول در که مقدماتͬ مطالب برخͬ بخش این در

با نیز را بدیهͬ زیرگروه و ۱ نماد با را G گروه خنثͬ عضو باشد. گروه ͷی G که کنید فرض کرد.

میدهیم. نمایش ۱ نماد همان

با را G در H مرکزساز باشد. G از زیرگروهͬ H و باشد گروه ͷی G که کنید فرض .۱ ⁃۱ تعریف

شود: مͬ تعریف زیر صورت به و داده نمایش CG(H) نماد

CG(H) = {g ∈ G|xg = gx ∀x ∈ H}

ͬ دهند. م نمایش Z(G) نماد با آنرا و نامیده G گروه مرکز را CG(G) خاص حالت در

با را G در H نرمال ساز باشد. G از زیرگروهͬ H و باشد گروه ͷی G که کنید فرض .۲ ⁃۱ تعریف

شود: مͬ تعریف زیر صورت به و داده نمایش NG(H) نماد

NG(H) = {g ∈ G|Hg = gH}
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۲ مقدماتͬ مفاهیم .۱ فصل

تعریف با G×H صورت این در باشند. دلخواه گروه هایی (H, ◦) و (G, ⋆) کنید فرض .۳ ⁃۱ لم

G×H = {(a, b) : a ∈ G, b ∈ H}

عمل با همراه

(a, b).(a′, b′) = (a ⋆ a′, b ◦ b′)

است. گروه ͷی

هم چنین ͬ نامیم. م H و G خارجͬ مستقیم ضرب حاصل را قبل لم در G×H گروه .۴ ⁃۱ تعریف

ͬ نامیم. م G×H مستقیم عامل های را H و G

a گوییم صورت این در باشند. G از اعضایی b و a و باشد گروه ͷی G کنید فرض .۵ ⁃۱ تعریف

یعنͬ .b = x−۱ax که طوری به باشد داشته وجود x ∈ G هرگاه هستند، G در یͺدیͽر مزدوج b و

است. a مزدوج نیز b آن گاه باشد، b مزدوج a اگر

ͬ نامیم م G در H مزدوج را G از K زیرگروه باشد. G از زیرگروهͬ H کنید فرض .۶ ⁃۱ تعریف

.K = gHg−۱ که طوری به باشد داشته وجود g ∈ G اگر

صورت این در باشند. دلخواه گروه دو (H, ⋆) و (G, ◦) کنید فرض .۷ ⁃۱ تعریف

x, y ∈ G هر برای هرگاه ͬ نامیم م H گروه به G گروه از همریختͬ ͷی را α : G→ H تابع الف)

.α(x ◦ y) = α(x) ⋆ α(y) باشیم داشته

α هرگاه ͬ نامیم م H گروه به G گروه از یͺریختͬ ͷی را H گروه به G گروه از همریختͬ ͷی ب)

ͷی همریختͬ معنای به تکریختͬ هم چنین باشد. نیز (ͷی به ͷی (تناظر پوشا و ͷی به ͷی

است. پوشا همریختͬ معنای به بروریختͬ و بوده ͷی به

در و باشد موجود H به G از یͺریختͬ ͷی هرگاه ͬ نامیم م یͺریخت H گروه با را G گروه ج)

(اگر ͬ دهیم. م نشان G ∼= H نماد با ساده تر طور به یا و (G, ◦) ∼= (H, ⋆) نماد با حالت این

ͬ کنیم.) م استفاده G � H نماد از نباشد، یͺریخت H با G
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۳ مقدماتͬ مفاهیم .۱ فصل

ͬ نامیم. م G از خودریختͬ ͷی را خودش به G گروه از یͺریختͬ ͷی د)

H گروه به G گروه از همریختͬ ͷی α : G → H کنید فرض یͺریختͬ). اول (قضیه ۸ ⁃۱ قضیه

. G
Kerα

∼= Imα صورت این در باشد.

شود. مراجعه [۲] از ۳ .۵ .۱۲ قضیه به برهان.

صورت این در .H ≤ G و N ⊴ G و گروه ͷی G کنید فرض یͺریختͬ). دوم (قضیه ۹ ⁃۱ قضیه

HN ≤ G الف)

.N ⊴ HN ب)

.H ∩N ⊴ H ج)

.HNN ∼= H
H∩N د)

شود. مراجعه [۲] از ۳ .۵ .۱۴ قضیه به برهان.

در .N ⊆ H و H ⊴ G و N ⊴ G و گروه ͷی G کنید فرض یͺریختͬ). سوم (قضیه ۱۰ ⁃۱ قضیه

.
G
N
H
N

∼= G
N و H

N ⊴ G
N ،N ⊴ H صورت این

شود. مراجعه [۲] از ۳ .۵ .۱۶ قضیه به برهان.

از پوشا و ͷی به ͷی همریختͬ ͷی شد؛ بیان ،۷ ⁃۱ تعریف در که همان گونه الف) .۱۱ ⁃۱ تعریف

را G گروه ͬ های خودریخت تمام مجموعه و نامیده G از خودریختͬ ͷی را خودش به G گروه

ͬ دهیم. م نشان Aut(G) با

درون تمام مجموعه و نامیده G از درون ریختͬ ͷی را خودش به G گروه از همریختͬ ͷی ب)

ͬ دهیم. م نشان End(G) با را G گروه ͬ های  ریخت

لذا و بوده G از جایͽشت ͷی پس است، نیز G از ͷی به ͷی تناظر ͷی ،G گروه از خودریختͬ ͷی

ͷی توابع) (ترکیب جایͽشت ها ضرب عمل با همراه Aut(G) مجموعه هم چنین .Aut(G) ⊆ SG

است. گروه
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۴ مقدماتͬ مفاهیم .۱ فصل

صورت این در Gباشد، گروه از Hزیرگروهͬ کنید فرض نرمال ساز⁃مرکزساز). (قضیه ۱۲ ⁃۱ قضیه

است. یͺریخت Aut(H) از زیرگروهͬ با NG(H)
CG(H) و CG(H) ⊴ NG(H)

شود. مراجعه [۲] از ۴ .۱ .۲۰ قضیه به برهان.

باشند. G از زیرگروه هایی B و A و باشند G گروه از عضوهایی b و a کنید فرض .۱۳ ⁃۱ تعریف

صورت: این در

.[a, b] = a−۱b−۱ab از است عبارت ͬ دهیم م نشان [a, b] با که b و a جابه جاگر الف)

زیرگروه از است عبارت ͬ دهیم م نشان [A,B] نماد با که B و A جابه جاگر زیرگروه ب)

[A,B] = 〈[a, b] | a, b ∈ G〉.

′Gنشان نماد با و نامیده (G مشتق گروه یا (و G مشتق زیرگروه را [G,G] جابه جاگر زیرگروه ج)

ͬ دهیم م

G′ = 〈[a, b] | a, b ∈ G〉.

G′ با را G گروه اعضای جابه جاگر های تمام وسیله به شده تولید زیرگروه دیͽر عبارت به

دهیم. مͬ نمایش

باشند. G از زیرگروه هایی B و A و آن از اعضایی x و b ،a و گروه ͷی G کنید فرض .۱۴ ⁃۱ نکته

صورت: این در

.ab = ba اگر تنها و اگر [a, b] = e الف)

.[b, a] = b−۱a−۱ba = [a, b]−۱ ب)

جابه جاگر زیرگروه هم چنین ͬ کنیم؛ م تعریف [[a, b], c] با برابر را [a, b, c] تایی سه جابه جاگر

تعریف در n⁃تایی جابه جاگرهای تعمیم ͬ کنیم. م تعریف [[A,B], C] با برابر را [A,B,C] تایی سه

است. آمده ذیل
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۵ مقدماتͬ مفاهیم .۱ فصل

از زیرگروه هایی A۱, A۲, . . . , An و a۱, a۲, . . . , an ∈ G گروه، ͷی G کنید فرض .۱۵ ⁃۱ تعریف

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به بازگشتͬ طور به n⁃تایی جابه جاگرهای صورت این در باشند. G

.[a۱, . . . , an−۱, an] = [[a۱, . . . , an−۱], an] الف)

.[A۱, . . . , An−۱, An] = [[A۱, . . . , An−۱], An] ب)

پوچ توان گروه های ۱ ⁃۱ ⁃۱

که طوری به باشند G از زیرگروه هایی ،۰ ≤ i ≤ n Giها، کنید فرض G گروه در .۱۶ ⁃۱ تعریف

{e} = G۰ ⊴G۱ ⊴ · · ·⊴Gn−۱ ⊴Gn = G (۱ ⁃۱)

سری این جملات را Gi زیرگروه های ͬ نامیم. م G از n طول به سری ͷی را (۱ ⁃۱) صورت این در

صورت به ͬ توانیم م را فوق سری ͬ نامیم. م سری این عوامل را Gi
Gi−۱

قسمتͬ خارج گروه های و

G = Gn ⊴Gn−۱ ⊴ · · ·⊴G۱ ⊴G۰ = {e}

باشند). نرمال G در Giها که نیست نیازی کلͬ حالت (در بنویسیم نیز

ͬ نامیم. م G از نرمال سری ͷی را (۱ ⁃۱) سری ،Gi ⊴G ،i هر ازای به اگر

نرمال سری ͷی {e} = G۰ ⊴ G۱ ⊴ · · · ⊴ Gn−۱ ⊴ Gn = G کنید فرض الف) .۱۷ ⁃۱ تعریف

هر ازای به هرگاه ͬ نامیم م G برای مرکزی سری ͷی را فوق سری صورت این در باشد. G گروه برای

ͬ نامیم). م G مرکزی عوامل را Gi
Gi−۱

گروه های (هم چنین Gi
Gi−۱

≤ Z
(

G
Gi−۱

)
،i

باشد. مرکزی سری ͷی دارای G هرگاه ͬ نامیم م پوچ توان را G گروه ب)

تعریف زیر صورت به بازگشتͬ طور به را Γn(G) زیرگروه های ،G گروه هر برای .۱۸ ⁃۱ تعریف

ͬ کنیم م

.Γn(G) = [Γn−۱, G] ،n > ۱ هر برای و Γ۱(G) = G
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۶ مقدماتͬ مفاهیم .۱ فصل

داریم فوق تعریف بنابر هم چنین .Γn(G) ≤ Γn−۱(G) و Γn(G)⊴G که ͬ کنیم م دقت

Γn(G) = [G,G, . . . , G]︸ ︷︷ ︸
n⁃بار

.

ͬ نامیم. م G پایینͬ مرکزی سری را G = Γ۱(G) ≥ Γ۲ ≥ Γ۳(G) ≥ · · · نزولͬ دنباله

ارزند: هم زیر احͺام اینصورت در باشد. گروه ͷی G که کنید فرض .۱۹ ⁃۱ قضیه

است. پوچ توان G الف.

.Γn(G) = ۱ که طوری به است موجود n مانند طبیعͬ عدد ͷی ب.

شود. مراجعه [۹] از ۷ .۵۴ قضیه به برهان.

مجموعه روی گروه عمل ۲ ⁃۱ ⁃۱

g ∈ G هر ازای به کنید فرض باشد. ناتهͬ مجموعه ی X و گروه ͷی G کنید فرض .۲۰ ⁃۱ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود ͬ دهیم م نشان x.g علامت با را آن که X از یͺتایی عضو ،x ∈ X و

است. G گروه همانͬ عضو ۱ ∈ G آن در که x۱ = x باشیم داشته x ∈ X هر ازای به .۱

.∀g۱, g۲ ∈ G , x ∈ X x(g۱g۲) = (xg۱)g۲ .۲

ͬ کند. م عمل X مجموعه روی G گروه گوییم صورت این در

صورت به و ͬ دهیم م نشان orb(x) علامت با را x مدار آن گاه .g ∈ G و x ∈ X اگر .۲۱ ⁃۱ تعریف

کنیم: مͬ تعریف زیر

orb(x) = {xg | g ∈ G}.

صورت این در .x ∈ X و ͬ کند م عمل X ناتهͬ مجموعه ی بر G کنید فرض .۲۲ ⁃۱ تعریف

stab(x) = {g ∈ G | xg = x}

.stab(x) ≤ G که داریم و ͬ نامند م G در x پایدارساز را
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۷ مقدماتͬ مفاهیم .۱ فصل

به ͷی تناظری صورت این در .x ∈ X و ͬ کند م عمل X مجموعه ی بر G کنید فرض .۲۳ ⁃۱ قضیه

اگر خصوص به دارد وجود G در stab(x) راست هم دسته های همه ی مجموعه ی و orb(x) بین ͷی

.|G : stab(x)| = | orb(x)| آن گاه باشد، متناهͬ orb(x)

شود. مراجعه [۱] از ۲.۳.۲ قضیه ی به برهان.

تنها X اگر ͬ شود م نامیده ترایا عمل این کند. عمل X مجموعه ی بر G کنید فرض .۲۴ ⁃۱ تعریف

به باشد داشته وجود g مانند G از عنصری ،x۱, x۲ ∈ X هر برای دیͽر عبارت به باشد. عمل مدار

.x۱g = x۲ که طوری

،x ∈ X هر ازای به و باشد ترایا عمل این اگر گوییم منظم Xرا مجموعه ی Gبر عمل تعریف۱⁃ ۲۵.

.stab(x) = ۱

،g ∈ G هر برای صورت این در کند. عمل X مجموعه روی G گروه کنید فرض .۲۶ ⁃۱ تعریف

با τ : X → X تابع هم چنین است. X از جایͽشت ͷی τg(x) = gx ضابطه با τg : X → X تابع

ͬ نامیم. م عمل این با متناظر G جایͽشتͬ نمایش را آن که است همریختͬ ͷی τ(g) = τg ضابطه

اگر گوییم (باوفا) صادق را عمل این کند. عمل X مجموعه ی بر G کنید فرض .۲۷ ⁃۱ تعریف

باشد. ͷی به ͷی G با متناظر جایͽشتͬ نمایش

مستقیم نیم حاصلضرب ۳ ⁃۱ ⁃۱

کند مͬ عمل گروه ͷی عنوان به K روی H گروه گوییم باشند. گروه دو K و H که کنید فرض

kh نماد با را k عضو روی h عضو عمل اینجا (در کند عمل مجموعه عنوان به K روی H هرگاه

باشیم: داشته H از h عضو هر و K از k۱, k۲ هر ازای به آن بر علاوه و ( میدهیم نمایش

(k۱k۲)
h = kh۱k

h
۲ .
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۸ مقدماتͬ مفاهیم .۱ فصل

در کند. عمل گروه عنوان به K روی H و باشند گروه دو K و H که کنید فرض .۲۸ ⁃۱ تعریف

مجموعه اینصورت

H ×K = {(h, k)|h ∈ H, k ∈ K}

دهد: مͬ گروه ͷی تشͺیل زیر عمل با همراه

(h۱, k۱) · (h۲, k۲) = (h۱h۲, k
h۲
۱ k۲)

دهیم. مͬ نمایش H nK نماد با آنرا و نامیده H توسط K مستقیم نیم حاصلضرب را گروه این

برداری فضاهای ۲ ⁃۱

نمایش I نماد با نباشد ابهام بیم که جایی در یا و In نماد با را n×n همانͬ ماتریس نامه پایان این در

ͬ دهیم. م

صفر برابر مولفه ها بقیه و ۱ برابر آن iام مولفه که سطری بردار باشد. میدان ͷی F کنید فرض

یعنͬ: ͬ دهیم. م نمایش ei نماد با را باشد

ei = (۰, . . . , ۰, ۰
iام مولفه

, ۰, . . . , ۰).

Fn (متعارف) استاندارد پایه را آن که است Fn برداری فضای برای پایه ای {e۱, . . . , en} مجموعه

ͬ نامند. م

نماد با را باشد صفر برابر آن درایه های بقیه و باشد ۱ برابر آن ,i)ام j) درایه که n×n ماتریس
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۹ مقدماتͬ مفاهیم .۱ فصل

یعنͬ: ͬ دهیم. م نمایش Ei,j

Ei,j =

jام ستون



۰ · · · ۰ ↑۰ ۰ · · · ۰
... ... ... ... ...

۰ · · · ۰ ۰ ۰ · · · ۰

۰ · · · ۰ ۱ ۰ · · · ۰ → iام سطر

۰ · · · ۰ ۰ ۰ · · · ۰
... ... ... ... ...

۰ · · · ۰ ۰ ۰ · · · ۰

گرفت. خواهد قرار استفاده مورد نامه پایان اثباتهای از بسیاری در Eij ماتریسهای مورد در زیر قضیه

برابر آن درایه های بقیه و ۱ برابر آن ,i)ام j) درایه که باشد ماتریسͬ Eij که کنید فرض .۲۹ ⁃۱ قضیه

داریم: اینصورت در باشد. صفر

.EijEkl = δjkEil الف.

.E۲
ij = Eij آنگاه i = j اگر و E۲

ij = ۰ آنگاه i 6= j اگر ب.

تانسوری حاصلضرب ۱ ⁃۲ ⁃۱

حاصل ضرب باشد. p × q ماتریس ͷی B و m × n ماتریس ͷی A کنید فرض .۳۰ ⁃۱ تعریف

بلوکͬ شͺل به که است pm× qn ماتریس ͷی و ͬ دهند م نمایش A⊗B نماد با را B در A کرونکر

است: زیر

A⊗B =


a۱۱B · · · a۱nB

... ...

am۱B · · · amnB


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۱۰ مقدماتͬ مفاهیم .۱ فصل

آن گاه: B = [bij ] اگر دقیق تر صورت به .A = [aij ] آن در که

A⊗B =



a۱۱b۱۱ · · · a۱۱b۱q a۱nb۱۱ · · · a۱nb۱q
... ... · · ·

... ...

a۱۱bp۱ · · · a۱۱bpq a۱nbp۱ · · · a۱nbpq
... ... ... ... ...

am۱b۱۱ · · · am۱b۱q amnb۱۱ · · · amnb۱q
... ... · · ·

... ...

am۱b۱q · · · amnb۱۱ amnbp۱ · · · amnbpq


داریم: مثال عنوان به

۱ ۲

۳ ۴

⊗

۰ ۵

۶ ۷

 =



۱

۰ ۵

۶ ۷

 ۲

۰ ۵

۶ ۷



۳

۰ ۵

۶ ۷

 ۴

۰ ۵

۶ ۷




=



۰ ۵ ۰ ۱۰

۶ ۷ ۱۲ ۱۴

۰ ۱۵ ۰ ۲۰

۱۸ ۲۱ ۲۴ ۲۸


.

است: زیر خواص دارای (کرونکر) تانسوری حاصل ضرب

A⊗ (B + C) = A⊗B +A⊗ C .۱

(B + C)⊗A = B ⊗A+ C ⊗A .۲

(kA)⊗B = A⊗ (kB) = k(A⊗B) .۳

A⊗ (B ⊗ C) = (A⊗B)⊗ C .۴

A⊗ ۰ = ۰⊗A = ۰ .۵

نوشت ͬ توان م خاص حالت در .(A⊗B)(C ⊗D) = (AC ⊗BD) .۶

A⊗B = (A⊗ I۱)(I۲ ⊗B).

و باشند معکوس پذیر B و A اگر تنها و اگر است معکوس پذیر A⊗B .۷

(A⊗B)−۱ = A−۱ ⊗B−۱.
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۱۱ مقدماتͬ مفاهیم .۱ فصل

.B = ۰ یا A = ۰ اگر تنها و اگر A⊗B = ۰ .۸

شود. مراجعه [۱۰] به خواص این اثبات برای برهان.

ژوردان فرم های ۲ ⁃۲ ⁃۱

ͷی را λ اسͺالر باشد. (n× n ماتریس ͷی A (یا خطͬ عملͽر ͷی T کنید فرض .۳۱ ⁃۱ تعریف

T (x) = λx که طوری به باشد موجود x مانند صفری غیر بردار هرگاه ͬ نامند م (A (یا T ویژه مقدار

ͬ نامند. م λ با متناظر ویژه بردار ͷی را x بردار هم چنین .(Ax = λx)

CA(x) نماد با را A مشخصه چندجمله ای باشد. n× n ماتریس ͷی A کنید فرض .۳۲ ⁃۱ تعریف

مقادیر همان CA(x) ریشه های ͬ شود. م تعریف CA(x) = det(xI − A) صورت به و داده نمایش

ͬ باشند. م A ویژه

صورت به Jn ماتریس باشد. اسͺالر ͷی λ کنید فرض .۳۳ ⁃۱ تعریف

Jn =



λ ۱ ۰ · · · ۰

۰ λ ۱ · · · ۰

۰ ۰ λ · · · ۰
... ... . . . . . . ...

۰ ۰ · · · ۰ λ


درایه هایی ،λ آن اصلͬ قطر روی درایه های که است ماتریسͬ Jn یعنͬ ͬ نامند. م ژوردان بلوک ͷی را

است. صفر آن درایه های بقیه و ۱ ͬ اند اصل قطر بالای بلافاصله که

زیر صورت به J ماتریس

J =



J۱ ۰ ۰ · · · ۰

۰ J۲ ۰ · · · ۰

۰ ۰ J۳ · · · ۰
... ... ... . . . ...

۰ ۰ ۰ · · · Jr


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۱۲ مقدماتͬ مفاهیم .۱ فصل

Ji آن در که ͬ دهند) م نمایش diag(J۱, J۲, . . . , Jr) صورت به موارد از بسیاری در ماتریس را (این

ͬ نامند. م ژوردان نرمال صورت به ماتریس ͷی را باشد mi ×mi اندازه از ژوردان بلوک ͷی

اگر جبرخطͬ، در قضیه ای به توجه با باشد. F میدان روی مربعͬ ماتریس ͷی A کنید فرض

A که معنͬ این به بود خواهد ژوردان نرمال فرم ͷی دارای A آن گاه باشند، F در A ویژه مقادیر تمام

بود. خواهد متشابه ژوردان نرمال فرم به ماتریس ͷی با

یعنͬ ͬ کنیم. م استفاده تک توان مثلثͬ بالا ژوردان بلوک برای Jm نماد از نامه پایان این در

Jm = Im +

m−۱∑
i=۱

Ei,i+۱

عنوان به ͬ باشد. م ۱ برابر آن اصلͬ قطر روی درایه های که است ژوردان بلوک همان حقیقت در که

مثال

J۲ =

۱ ۱

۰ ۱

 , J۴ =



۱ ۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۱ ۰

۰ ۰ ۱ ۱

۰ ۰ ۰ ۱


دوخطͬ فرم های ۳ ⁃۲ ⁃۱

دوخطͬ فرم ͷی از منظور باشد. F میدان روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .۳۴ ⁃۱ تعریف

اسͺالر ͷی V بردارهای از β و α مرتب زوج هر ازای به که طوری به است Q تابعیمانند V روی

:α۱, α۲, β۱, β۲ ∈ V هر و c ∈ F هر ازای به که طوری به ͬ کند م متناظر را F از Q(α, β)

Q(cα۱ + α۲, β) = cQ(α۱, β) +Q(α۲, β)

Q(α, cβ۱ + β۲) = cQ(α, β۱) +Q(α, β۲).

که است Q مانند تابعͬ V روی دوخطͬ فرم ͷریͽدی عبارت به

Q : V × V → F

باشد. خطͬ دیͽر مولفه به نسبت مولفه هایش، از کدام هر بودن ثابت شرط با Q تابع و
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۱۳ مقدماتͬ مفاهیم .۱ فصل

دوم درجه فرم ۴ ⁃۲ ⁃۱

هر ازای به که طوری به است q : V → F مانند تابعͬ دوم درجه فرم ͷی از منظور .۳۵ ⁃۱ تعریف

باشیم داشته v ∈ V هر و a ∈ F

q(av) = a۲q(v)

تابع و

q۱ : V × V → F

q۱(u, v) = q(u+ v)− q(u)− q(v)

بر دو درجه از همͽن چندجمله ای ͷی n⁃تایی دوخطͬ فرم ͷی ͬ تر کل صورت به باشد. دوخطͬ

یعنͬ است. F میدان در ضرایب با متغیر n حسب

q(x۱, . . . , xn) =
n∑
i=۱

n∑
j=۱

aijxixj , aij ∈ F.

مولفه های با ستونͬ بردار ͷیX کنید فرض کرد. بازنویسͬ ماتریس ها حسب بر ͬ توان م را فرمول این

q ضرایب همان آن درایه های که باشد F روی n × n ماتریس ͷی A = [aij ] و باشد xn ،. . . ،x۱

صورت این در باشد.

q(x) = XTAX.

داده ,Om(Fنمایش Q) نماد با را Fm روی Q دوم درجه فرم ͷی ایزومتری های گروه .۳۶ ⁃۱ تعریف

است زیر صورت به و

Om(F, Q) = {A ∈ GLm(F) | Q(vA) = Q(v) ∀v ∈ Fn} .
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۱۴ مقدماتͬ مفاهیم .۱ فصل

جایͽشتͬ ماتریس ۵ ⁃۲ ⁃۱

جایͽشتͬ ماتریس باشد. {۱, . . . ,m} مجموعه روی جایͽشت ͷی αکنید فرض .۳۷ ⁃۱ تعریف

که ͬ کنیم م تعریف Pα = (Pij) صورت به را m×m اندازه از Pα
Pij = ۱ j = α(i) اگر

Pij = ۰ صورت این غیر در

حاصل همانͬ ماتریس (سطرهای) ستون های روی جایͽشت ͷی با جایͽشتͬ ماتریس هر حقیقت در

ستون در واقع درایه از غیر به ͬͽهم P جایͽشتͬ ماتریس iام سطر در واقع درایه های چون ͬ شود. م

زیر صورت به ͬ توان م را Pα بنابراین است. ۱ برابر α(i)ام ستون در واقع درایه و صفرند برابر α(i)

داد: نمایش

Pα =



eα(۱)

eα(۲)
...

eα(m)


.

آن گاه ،α = (۱ ۲)(۳ ۴) اگر مثال عنوان به

Pα =



eα(۱)

eα(۲)

eα(۳)

eα(۴)


=



e۲

e۱

e۴

e۳


=



۰ ۱ ۰ ۰

۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱

۰ ۰ ۱ ۰


.

سطر های روی جایͽشتͬ PA حاصل آن گاه باشد ماتریس ͷیA و باشد جایͽشتͬ ماتریس ͷی P اگر

بود. خواهد A ستون های روی جایͽشتͬ AP حاصل و A
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دوم فصل

منظم زیرگروه های و آفین گروه های

زیرگروه های سپس و پرداخت خواهیم آفین گروه های مورد در لازم تعاریف بیان به ابتدا فصل این در

را است شده انجام منظم زیرگروه های زمینه در که کارهایی از برخͬ کرد. خواهیم بررسͬ را منظم

کرد. خواهیم اثبات و بیان فصل این در

آفین گروه های ۱ ⁃۲

مخالف آن دترمینان که F میدان در درایه هایی با n× n ماتریس های تمام مجموعه ی .۱ ⁃۲ تعریف

نمایش GLn(F) با و ͬ نامند م F میدان روی n درجه ی از عام یا عمومͬ خطͬ گروه را است صفر

را V برداری فضای روی معکوس پذیر خطͬ عملͽرهای تمام مجموعه مشابه صورت به ͬ دهند. م

ͬ دهند. م نمایش GL(V ) نماد با آن را و نامیده V برداری فضای روی عام خطͬ گروه

دترمینان که F میدان در درایه هایی با پذیر معکوس n×nماتریس های تمام مجموعه ی تعریف۲⁃ ۲.

نمایش SLn(F) با و ͬ نامند م F میدان روی n درجه ی از خاص خطͬ گروه را باشد ۱ برابر آن ها

ͬ دهند. م

صورت این در باشد. V عام خطͬ گروه GL(V ) و باشد برداری فضای ͷی V کنید فرض

را GL(V ) توسط V مستقیم نیم حاصلضرب بنابراین ͬ کند. م عمل V روی طبیعͬ طور به GL(V )
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۱۶ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

نمایش AGL(V ) نماد با و نامیده V آفین گروه را مستقیم نیم حاصلضرب این داد. تشͺیل ͬ توان م

با را آن بͽیریم نظر در F میدان روی n بعد از Fn برداری فضای را V که خاص حالت در ͬ دهند. م

بنابراین: ͬ دهند، م نمایش AGLn(F) نماد

AGLn(F) = Fn oGLn(F).

عضو هر حالت این در که داد نمایش نیز بلوکͬ ماتریسͬ شͺل به ͬ توان م را AGLn(F) گروه اعضای

است: زیر شͺل به AGLn(F) از ۱ v

۰ A

 , v ∈ Fn , A ∈ GLn(F).

داریم: ماتریسͬ نمایش این با بنابراین

AGLn(F) =


۱ v

۰ A

 ∣∣∣ v ∈ Fn , A ∈ GLn(F)

 .

است: زیر شͺل به بلوکͬ صورت به AGLn(F ) گروه در ضرب ۱عمل v

۰ A

 ·

۱ v′

۰ B

 =

۱ v′ + vB

۰ AB


است: زیر صورت به عضو ͷی معکوس ۱همچنین v

۰ A


−۱

=

۱ −vA−۱

۰ A−۱


ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را Tv تابع ،v ∈ Fn هر برای

Tv = x+ v.

ͬ دهیم م قرار و

T = {Tv | v ∈ Fn}.

ͬ نامند. م انتقال زیرگروه را آن که است AGLn(F) گروه از زیرگروهͬ T صورت این در
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۱۷ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

کنید فرض

Ω = {(۱, v) | v ∈ Fn}.

یعنͬ ͬ کند، م عمل Ω مجموعه روی راست از ماتریس ها معمولͬ ضرب با AGLn(F) صورت این در

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به عمل ،A ∈ AGLn(F) هر و x ∈ Ω هر ازای به

xA = xA.

زیرا: ͬ کند م مشخص را Ω بر AGLn(F) عمل ͷی واقعاً فوق تعریف که است واضح

داریم Ω از x هر ازای به .۱

x

۱ ۰

۰ I

 = x.

داریم ماتریس ها ضرب به توجه با ،x ∈ Ω هر و A۱,A۲ ∈ AGLn(F) هر ازای به .۲

x.(A۱A۲) = x(A۱A۲) = (xA۱)A۲ = (x.A۱).A۲.

منظم زیرگروه های ۲ ⁃۲

منظم صورت به R هرگاه گوییم منظم زیرگروه ͷی را AGLn(F) گروه از R زیرگروه .۳ ⁃۲ تعریف

هیچ R غیربدیهͬ اعضای و باشد انتقالͬ Ω روی R دیͽر عبارت به کند، عمل Ω مجموعه روی

ندارند. نگه ثابت را نقطه ای

منحصر عضو ،v ∈ Fn هر ازای به اگر تنها و اگر است منظم AGLn(F) از R زیرگروه .۴ ⁃۲ قضیه

باشد. آن اول سطر (۱, v) که طوری به باشد موجود R از فردی به

است منظم R چون باشدد. دلخواه v ∈ Fn کنید فرض است. منظم R که کنید فرض ابتدا برهان.

که است موجود A مانند R از عضوی لذا است. انتقالͬ Ω روی R عمل پس

(۱, ۰, . . . , ۰)A = (۱, v).
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۱۸ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

(۱, v) صورت به A اول سطر صورت این در که است واضح ماتریس ها ضرب عمل به توجه با

حال است. آن اول سطر (۱, v) که است موجود R از عضوی ،v ∈ Fn هر ازای به پس بود. خواهد

(۱, v) که باشد R از دیͽری عضو B که کنید فرض است. فرد به منحصر عضو این که ͬ دهیم م نشان

صورت این در است. آن اول سطر

(۱, ۰, . . . , ۰)A = (۱, v) = (۱, ۰, . . . , ۰)B.

باشیم داشته باید R بودن منظم به توجه با که ͬ دارد م نگه ثابت را (۱, ۰, . . . , ۰) عضو AB−۱ بنابراین

که است موجود R از فردی به منحصر عضو v ∈ Fn هر ازای به پس .A = B بنابراین .AB−۱ = I

است. آن اول سطر (۱, v)

که است موجود R از فردی به منحصر عضو v ∈ Fn هر ازای به که کنید فرض برعکس،

فرض طبق باشد دلخواه (۱, v) ∈ Ω اگر است. منظم R ͬ دهیم م نشان است. آن اول سطر (۱, v)

پس است. موجود A =
( ۱ V
۰ A

)
∈ R مانند فردی به منحصر عضو

(۱, ۰, . . . , ۰)A = (۱, v).

است. انتقالͬ Ω روی R عمل لذا و است (۱, ۰, . . . , ۰) عضو مدار از عضوی Ω عضو هر بنابراین

ثابت را (۱, x) مانند Ω از عضوی که باشد R از بدیهͬ غیر عضوی A =
( ۱ V
۰ A

)
اگر این بر علاوه

بنابراین .(۱, x)A = (۱, x) داریم صورت این در ͬ دارد م نگه

(۱, x)

۱ v

۰ A

 = (۱, v + xA) = (۱, x) ⇒ v + xA = x. (۱ ⁃۲)

فرض است. آن اول سطر (۱, x) که است موجود R از فرد به منحصر عضوی که ͬ دانیم م طرفͬ از

ͬ گیریم: م نظر در را BA ضرب حاصل حال باشد. B =
( ۱ x
۰ B

)
عضو این کنیم

BA =

۱ x

۰ B


۱ v

۰ A

 =

۱ v + xA

۰ BA

 (۲−۱)
=

۱ x

۰ BA

 .

خواهیم آن گاه باشد B همان BA اگر است. آن اول سطر (۱, x) که یافتیم R از دیͽری عضو پس

دیͽری عضو BA پس است. R از بدیهͬ غیر عضوی A که است این با متناقض که A = I داشت
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۱۹ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

عضو x ∈ Fn هر ازای به که است این با متناقض هم این و است آن اول سطر (۱, x) که است R از

R از بدیهͬ غیر عضو هیچ پس است. آن اول سطر (۱, x) که است موجود R از فردی به منحصر

است. منظم زیرگروه ͷی R پس بود انتقالͬ هم R عمل چون و ندارد ثابت نقطه

ازای به قبل قضیه ی به توجه با باشد. AGLn(F) از منظم زیرگروه ͷی R کنید فرض .۵ ⁃۲ نکته

عضو این اگر است. آن اول سطر (۱, v) که است موجود R از فردی به منحصر عضو v ∈ Fn هر

GLn(F) به Fn از تابعͬ حقیقت در را R ͬ توانیم م آن گاه باشد
(

۱ v
۰ R(v)

)
صورت به فرد به منحصر

ͬ برد. م R(v) به را v عضو هر که بͽیریم نظر در

است: زیر صورت به که باشد ماتریس هایی تمام از متشͺل Rزیرمجموعه که کنید فرض .۶ ⁃۲ مثال

R =


۱ v

۰ I

 ∣∣ v ∈ Fn

 .

داریم: AGLn(F) در عضو دو حاصل ضرب تعریف به توجه با صورت این ۱در v

۰ I


۱ −v′

۰ I

 =

۱ −v′ + v

۰ I

 ∈ R

است. زیرگروه ͷی R ͬ دهد م نشان که

از فردی به منحصر عضو ،v ∈ Fn عضو هر ازای به ،R اعضای تعریف به باتوجه هم چنین

AGLn(F) از منظمͬ زیرگروه R ؟؟، قضیه طبق لذا و است آن اول سطر (۱, v) که است موجود R

است. انتقال زیرگروه همان حقیقت در R زیرگروه است.

روی n+۱ درجه از تک توان مثلثͬ بالا ماتریس های گروه U = Un+۱(F) که کنید فرض .۷ ⁃۲ مثال

چندجمله ای با (n+ ۱)× (n+ ۱) ژوردان بلوک ͷی J ∈ U که کنید فرض هم چنین باشد. F میدان

زیرگروه ͷی CU (J) که است شده داده نشان [۱۱] در صورت این در باشد. (x − ۱)n+۱ مینیمال

است. AGLn(F) از منظم آبلͬ

هستند. آبلͬ شده بیان منظم زیرگروه های بالا مثال های در که کنید توجه
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۲۰ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

زیر صورت به ماتریس های از متشͺل AGL۲(R) متناهͬ زیرمجموعه R که کنید فرض .۸ ⁃۲ مثال

باشد:

R =




۱ x y

۰ ey ۰

۰ ۰ ۱


∣∣∣ x, y ∈ R

 .

چون است، بسته R اولا˟ زیرا است. AGL۲(R) از زیرگروهͬ R اولا˟ صورت این در
۱ x y

۰ ey ۰

۰ ۰ ۱



۱ x′ y′

۰ ey
′ ۰

۰ ۰ ۱

 =


۱ x′ + xey y′ + y

۰ ey+y
′ ۰

۰ ۰ ۱

 (۲ ⁃۲)

است. زیر صورت به R عضو هر معکوس هم چنین و

۱ x y

۰ ey ۰

۰ ۰ ۱


−۱

=


۱ −xey −y

۰ e−y ۰

۰ ۰ ۱

 ∈ R

اول سطر (۱, x, y) که است موجود R از فردی به منحصر عضو ،(x, y) ∈ R۲ هر ازای به چون حال

فردی به منحصر که کنید (توجه است AGL۲(R) از منظمͬ زیرگروه R ؟؟، قضیه طبق پس است آن

,۲)ام ۲) درایه که ماتریس دیͽر متغیر درایه تنها باشد مشخص اول سطر وقتͬ که است دلیل این به

به زیرا است آبلͬ غیر R زیرگروه این ͬ شود). م مشخص اول سطر روی از بلافاصله است ey یعنͬ

داریم: مثال عنوان
۱ ۰ ۱

۰ e ۰

۰ ۰ ۱



۱ ۱ ۱

۰ e ۰

۰ ۰ ۱

 =


۱ ۱ ۲

۰ e۲ ۰

۰ ۰ ۱

 .

اما
۱ ۱ ۱

۰ e ۰

۰ ۰ ۱



۱ ۰ ۱

۰ e ۰

۰ ۰ ۱

 =


۱ e ۲

۰ e۲ ۰

۰ ۰ ۱

 .
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۲۱ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

هم بدیهͬ غیر انتقال های شامل R هم چنین است. AGL۲(R) از آبلͬ غیر منظم زیرگروه ͷی R پس

اگر مثلا́ هست،

A =


۱ ۱ ۰

۰ e۰ ۰

۰ ۰ ۱

 ∈ R

است. بدیهͬ غیر انتقال ͷی A آن گاه

ͬ دهیم: م قرار و i 6= j و n ≥ ۳ کنید فرض .۹ ⁃۲ مثال

R =




۱ v x

۰ I + xEi,j ۰

۰ ۰ ۱


∣∣∣ v ∈ Fn−۱, x ∈ F

 .

چون است بسته R اولا˟ زیرا است، AGLn(F) از زیرگروهͬ R صورت این در
۱ v x

۰ I + xEi,j ۰

۰ ۰ ۱



۱ v′ x′

۰ I + x′Ei,j ۰

۰ ۰ ۱

 =


۱ v′ + v + x′vEij x′ + x

۰ I + (x′ + x)Ei,j ۰

۰ ۰ ۱

 .

است زیر صورت به R عضو هر معکوس هم چنین
۱ v x

۰ I + xEi,j ۰

۰ ۰ ۱


−۱

=


۰ v(−I + xEi,j) −x

۰ I − xEij ۰

۰ ۰ ۱

 ∈ R

ͬ شوند م مشخص اول سطر روی از بلافاصله بعد به دوم سطرهای (v, x) ∈ Fn هر ازای به هم چنین

طبق پس است. آن اول سطر (۱, v, x) که است موجود R از فردی به منحصر عضو ͬ دهد م نشان که

را آن (که باشد صفر مخالف آن iام مولفه که باشد برداری v اگر هم چنین است. منظم R ؟؟، قضیه

دهیم قرار و ͬ نامیم) م vi

A =


۱ v ۱

۰ I + Ei,j ۰

۰ ۰ ۱

 , B =


۱ v ۰

۰ I ۰

۰ ۰ ۱


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۲۲ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

آن گاه

AB =


۱ ۲v ۱

۰ I + Ei,j ۰

۰ ۰ ۱

 6=


۱ ۲v + vEij ۱

۰ I + Ei,j ۰

۰ ۰ ۱

 = BA

vi = ۰ لذا و vEij = ۰ ͬ دهد م نتیجه که ۲v = ۲v+ vEij باشیم داشته باید برابری صورت در زیرا

دهیم قرار اگر هم چنین است. آبلͬ غیر زیرگروه ͷی R زیرگروه بنابراین است. تناقض که

A =


۱ ۱ ۰

۰ I ۰

۰ ۰ ۱

 ∈ R

است. بدیهͬ غیر انتقال های تمام شامل R لذا و است R از بدیهͬ غیر انتقال ͷی A آن گاه

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را π تابع

π : AGLn (F) → GLn (F) ۱ v

۰ A

 7→ A

زیرا، است GLn(F) به AGLn(F) از همریختͬ ͷی π که است واضح

π


۱ v

۰ A


۱ u

۰ B


 = π


۱ u+ vB

۰ AB


 = AB

= π


۱ v

۰ A


π


۱ u

۰ B


 .

آن گاه باشد، دلخواه A ∈ GLn(F) اگر زیرا پوشاست π هم چنین

π


۱ ۰

۰ A


 = A.
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۲۳ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

است: زیر صورت به همریختͬ این هسته است. بروریختͬ ͷی π بنابراین

ker(π) = {A ∈ AGLn(F) | π(A) = I}

=

A۱

۱ v

۰ A

 ∣∣∣ A = I


=


۱ v

۰ I

 ∣∣∣ v ∈ Fn

 .

داریم: یͺریختͬ اول قضیه به توجه با است. T یعنͬ انتقال زیرگروه همان هسته پس

AGLn(F)
T

∼= GLn(F).

شامل که پرداخت خواهیم AGLn(F) از منظمͬ زیرگروه های بررسͬ به نامه پایان این در .۱۰ ⁃۲ نکته

.R ∩ T = ۱ داریم بنابراین باشد زیرگروهͬ چنین R اگر نباشند. همانͬ عضو از غیر انتقالͬ هیچ

اول قضیه به توجه با لذا و R ∩ kerπ = ۱ آن گاه کنیم محدود R به را π همریختͬ اگر بنابراین

داریم: زیرگروه هایی چنین برای یͺریختͬ

R ∼= π(R).

نیستند، بدیهͬ از غیر انتقالͬ هیچ دارای که AGLn(F) از منظمͬ زیرگروه های وجود مسئله ی

میدان را Fp اگر شد. مطرح [۶] مقاله ی در ۲۰۰۰ سال در ساکسل۹ و پرگر۸ ،۷ͷلیب توسط بار اولین

زیرگروه های چنین وجود عدم مورد در را زیر احͺام فوق نویسندگان آن گاه بͽیریم، نظر در عضوی p

کردند: ثابت

زیرگروه هیچ AGL۲(F) اینصورت در باشد. عضوی p میدان F = Fp کنید فرض .۱۱ ⁃۲ قضیه

نباشد. غیربدیهͬ انتقال شامل که طوری به ندارد منظمͬ

شود. مراجعه [۶] از ۷ بخش به برهان.
7Liebeck 8Praeger 9Saxl



0.
42

خۀ
نس

،t
he

si
s-

qo
m

س
کلا

سط
تو

ده
ش

ده 
آما

۲۴ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

اینصورت در باشد. عضوی p میدان F = Fp و باشد فرد اول عدد ͷی p کنید فرض .۱۲ ⁃۲ قضیه

.R ∩ T = ۱ که طوری به ندارد R منظم زیرگروه هیچ AGL۳(F)

شود. مراجعه [۶] از ۱ .۷ قضیه به برهان.

از R منظم زیرگروه هیچ اینصورت در باشد. عضوی ۲ میدان F = F۲ کنید فرض .۱۳ ⁃۲ قضیه

AGL۴(F)

.R ∩ T = ۱ که طوری به ندارد وجود

شود. مراجعه [۶] از ۲ .۷ لم به برهان.

پرداخت. خواهیم فوق وجود عدم قضایای تعمیم به ما نامه پایان این سوم فصل در

باشد ۱ ویژه مقدار دارای U عضو هر هرگاه گویند تک توان را GLn(F) از U زیرگروه .۱۴ ⁃۲ تعریف

منحصر ویژه مقدار عنوان به را ۱ عدد U عضو هر دیͽر عبارت به باشد، آن ویژه مقدار تنها ۱ عدد و

Un(F) نماد با را F میدان روی مثلثͬ بالا تک توان ماتریس های تمام مجموعه باشد. داشته فرد به

ͬ دهیم. م نمایش

با G صورت این در باشد. GLn(F) از تک توان زیرگروه ͷی G که کنید فرض .۱۵ ⁃۲ قضیه

است. پوچ توان G ویژه به است. مزدوج Un(F) از زیرگروهͬ

شود. مراجعه [۵] از ۱۷.۵ بخش نتیجه به برهان.

R آن گاه باشد آبلͬ R اگر باشد. AGLn(F) از منظم زیرگروه ͷی R کنید فرض .۱۶ ⁃۲ قضیه

است. تک توان

شود. مراجعه [۱۱] از ۳.۱ قضیه به برهان.

از منظم زیرگروه ͷی R اگر .char (F) = p > ۰ که باشد میدان ͷی F کنید فرض .۱۷ ⁃۲ قضیه

است. تک توان R آن گاه باشد AGLn(F)
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۲۵ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

شود. مراجعه [۱۱] از ۳.۲ قضیه به برهان.

R ≤ Un+۱(F) کنید فرض باشد. AGLn(F) از منظمͬ زیرگروه R که کنید فرض .۱۸ ⁃۲ قضیه

.R(en) = I داریم صورت این در باشد. F استاندارد پایه {e۱, . . . , en} و باشد آبلͬ

شود. مراجعه [۱۱] از ۵.۲ لم به برهان.

به این .R(en) = I آن گاه باشد AGLn(F) از آبلͬ منظم زیرگروه R اگر فوق قضیه به توجه با

به را en تابع این ͬ شود م گرفته نظر در GLn(F) به Fn از تابعͬ عنوان به R وقتͬ که است معنͬ این

عضو بنابراین ͬ برد. م همانͬ ۱عضو en

۰ R(en)


.R∩T 6= ۱ ͬ دهد م نشان موضوع این است. انتقال زیرگروه همان که دارد قرار π همریختͬ هسته در

کرده ایم. ثابت را زیر قضیه بنابراین

شامل R صورت این در باشد. AGLn(F) از آبلͬ منظم زیرگروه ͷی R که کنید فرض .۱۹ ⁃۲ قضیه

است. بدیهͬ غیر انتقال ͷی

ͷی R ∩ T از بدیهͬ غیر عضو هر حال .R ∩ T 6= ۱ داریم قضیه از قبل مطلب به توجه با برهان.

است. بدیهͬ غیر انتقال

است. بدیهͬ غیر انتقال شامل AGL۲(F) از R تک توان منظم زیرگروه هر .۲۰ ⁃۲ لم

انتقال هیچ شامل R کنید فرض باشد. AGL۲(F) از تک توانͬ منظم زیرگروه R کنید فرض برهان.

است تک توان R چون .R ∼= π(R) داریم ۱۰ ⁃۲ نکته به توجه با صورت این در نباشد. بدیهͬ غیر

است. مزدوج U۲(F) از زیرگروهͬ با π(R) ،۱۵ ⁃۲ قضیه طبق لذا و است تک توان هم π(R) پس

شامل ۱۹ ⁃۲ قضیه طبق نتیجه در و بود خواهد آبلͬ R نتیجه در و π(R) پس است آبلͬ U۲(F) چون

نیست. بدیهͬ غیر انتقال هیچ شامل R پس است. فرض با متناقض که است بدیهͬ غیر انتقال
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۲۶ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

R مرکز از عضوی z 6= In و باشد AGLn(F) از منظم زیرگروه ͷی R کنید فرض .۲۱ ⁃۲ قضیه

آن ژوردان فرم با را z ͬ توانیم م AGLn(F) تحت R تزویج حد در صورت این در باشد. Z(R) یعنͬ

(به ni ≥ ni+۱ اندازه از ترتیب به ژوردان بلوک های دارای که Jz = diag(Jn۱ , Jn۲ , . . . , Jnk
) یعنͬ

بͽیریم. نظر در ͬͺی ،(i ≥ ۱ هر ازای

شود. مراجعه [۸] از ۴.۴ قضیه به برهان.

R ∩ T = {I۵} که طوری به باشد AGL۴(F) از تک توانͬ زیرگروه R که کنید فرض .۲۲ ⁃۲ قضیه

.r۴ = I داریم r ∈ R هر ازای به صورت این در .char (F) = ۲ و

است تک توان R چون .r 6= I که کنیم فرض پس .r۴ = I که است واضح آن گاه r = I اگر برهان.

مشخصه چندجمله ای عامل تنها لذا و است ۱ با برابر r ویژه مقدار تنها ،R از r عضو هر ازای به لذا

(x− ۱)۵ برابر آن مشخصه چندجمله ای پس است ۵× ۵ ماتریسͬ r چون که است (x− ۱) برابر آن

که کنیم فرض ͬ باشد. م

r =

۱ v

۰ A


داریم صورت این در

r۴ =

۱ v + vA+ vA۲ + vA۳

۰ A۴


پس .(r − I)۵ = ۰ داریم بنابراین ͬ کند م صدق خود مشخصه چندجمله ای در ماتریس هر چون

داریم:

۰ = (r − I)۵ =

۰ v

۰ A− I


۵

=

۰ v + v(A− I) + v(A− I)۲ + v(A− I)۳ + v(A− I)۴

۰ (A− I)۵


چندجمله ای درجه و است ۴×۴ ماتریسͬ چون mA(x)که | (x−۱)۵ بنابراین .(A−I)۵ = ۰ بنابراین

،char (F) = ۲ چون که (A − I)۴ = ۰ لذا و mA(x) | (x − ۱)۴ پس است ۴ برابر A مشخصه
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۲۷ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

که ͬ دهد م نتیجه

۰ = (A− I)۴ = A۴ − I

داریم: بنابراین .A۴ = I پس

r۴ =

۱ v + vA+ vA۲ + vA۳

۰ A۴

 =

۱ v + vA+ vA۲ + vA۳

۰ I


ͬ باشد. م Rنیز عضو که است T از عضوی r۴ لذا v+vA+vA۲+vA۳ 6= ۰ آن گاه باشد r 6= I۴ اگر

.r۴ = I باشیم داشته باید حتما بنابراین است. تناقض که I 6= r۴ ∈ R ∩ T = {I۵} پس

غیربدیهͬ انتقال بدون آفین گروه منظم زیرگروه های ۳ ⁃۲

آفین گروه های از منظمͬ زیرگروه های بررسͬ نامه پایان این در ما هدف شد اشاره قبلا که همانطور

آفین گروه از منظمͬ زیرگروه های بخش، این در نباشند. غیربدیهͬ انتقال هیچ شامل که است

هستند. بدیهͬ انتقال شامل فقط که ساخت خواهیم AGLn(Fp)

ͬ گیریم م نظر در را n ≥ ۵ یا n = ۳ آن گاه ،p = ۲ اگر باشد. اول عدد ͷی p کنیم فرض .۲۳ ⁃۲ قضیه

دارای AGLn(Fp) آفین گروه صورت این در .n ≥ ۴ ͬ کنیم م فرض آن گاه باشد، فرد عدد ͷی p اگر و

نیست. همانͬ جز به انتقالͬ هیچ شامل که است منظم زیرگروه ͷی

زوج، nهای و p = ۲ (برای باشد Fn−۱
p روی نامولد دوم درجه فرم ͷی f(v) کنیم فرض برهان.

دوم درجه فرم با متناظر دوخطͬ فرم با متناظر ماتریس X کنیم فرض و ندارد) وجود fای چنین

f(u+ w) = f(v) + f(w) + vxwT , v, w ∈ Fn−۱
p (۳ ⁃۲)

دهیم: مͬ قرار Fn−۱
p در v هر ازای به باشد.

gv =


I XvT ۰T

۰ ۱ ۰

v f(v) ۱


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۲۸ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

از منظور است. بلوکͬ شͺل ͷی در ستون n + ۱ و سطر n + ۱ با ماتریس ͷی gv صورت این در

u, v ∈ Fn−۱
p بردار هر برای ͬ گیریم م نتیجه (۳ ⁃۲) رابطه ی طبق است. Fn−۱

p صفر بردار بالا در ۰

داریم

gvgw = gwgv = gv+w

زیرا

gvgu =


I XvT ۰T

۰ ۱ ۰

v f(v) ۱




I XuT ۰T

۰ ۱ ۰

u f(u) ۱

 (۴ ⁃۲)

=


I X(vT + uT ) ۰T

۰ ۱ ۰

v + u vxuT + f(v) + f(u) ۱

 (۵ ⁃۲)

=


I X(vT + uT ) ۰T

۰ ۱ ۰

v + u f(v + u) ۱

 (۶ ⁃۲)

= gv+u = gu+v = gugv (۷ ⁃۲)

دهیم قرار اگر بنابراین

H = {gv | v ∈ Fn−۱
p }

که ͬ شود م نتیجه فوق رابطه به توجه با همچنین است. آبلͬ گروه ͷی H آنگاه

(gv)
p = gpv = g۰

.( باشد مͬ گروه خنثͬ عضو همان g۰ که ͬ کنیم م (توجه است مقدماتͬ آبلͬ H ͬ دهد م نتیجه که

انتقال فقط آن گاه باشد، نامنفرد X اگر ͬ باشد. م pn−۱ با برابر H مرتبه  که است واضح همچنین
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۲۹ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

کنیم فرض ͬ باشد. م H در مشمول بدیهͬ

h =


A ۰T ۰T

۰ ۱ ۰

۰ ۱ ۱


نامنفرد (n−۱)× (n−۱) ماتریس ͷی A ماتریس که باشد یͺسان بلوکͬ شͺل با دیͽر ماتریس ͷی

از عضوی hآن گاه ،h−۱gvh ∈ H باشیم داشته v ∈ Fn−۱
p هر ازای به اگر صورت این در باشد.

داریم: مزدوج ماتریس درایه های محاسبه ی با اما است. H نرمالساز

h−۱gvh =


A−۱ ۰T ۰T

۰ ۱ ۰

۰ −۱ ۱




I XvT ۰T

۰ ۱ ۰

v f(v) ۱




A ۰T ۰T

۰ ۱ ۰

۰ ۱ ۱



=


A−۱ ۰T ۰T

۰ ۱ ۰

۰ −۱ ۱




A XvT ۰T

۰ ۱ ۰

vA ۱+ f(v) ۱



=


I A−۱XvT ۰T

۰ ۱ ۰

vA f(v) ۱


باشد: برقرار زیر شرایط باید بودن نرمال برای که ͬ شود م مشاهده

.XAT = A−۱X (الف)

.f(v) = f(vA) باشیم داشته v هر برای (ب)

آنگاه: باشد برقرار (ب) اگر زیرا ͬ دهد. نتیجه م را (الف) (ب)، شرط ،(۳ ⁃۲) رابطه ی طبق

f(v) + f(w) + vXwT = f(v + w)

= f((v + w)A) = f(vA+ wA)

= f(vA) + f(wA) + (vA)X(ATwT )
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۳۰ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

داریم: بنابراین

vAXATwT = vXwT −→ v(AXAT −X)wT = ۰

که میدهد نتیجه هستند دلخواه w و v چون که

AXAT = X −→ XAT = A−۱X

داریم: همچنین

hk =


Ak ۰T ۰T

۰ ۱ ۰

۰ k ۱


زیرا است p مرتبه از نیز h آن گاه باشد، p مرتبه از A اگر بنابراین

hp =


Ak ۰T ۰T

۰ ۱ ۰

۰ p ۱

 =


I ۰T ۰T

۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۱


بنابراین است p مرتبه دارای که است H نرمالساز از عضوی h و است pn−۱ مرتبه از H چون بنابراین

علاوه به است. pn مرتبه از G =< h,H > گروه

gvh
k =


Ak ⋆ ۰T

۰ ۱ ۰

vAk ⋆ ۱


در .v = ۰ که باشد بدیهͬ ͬ تواند م حالتͬ در فقط آخر سطر A بودن معکوس پذیر به توجه با حال

داشت خواهیم نتیجه در و ،k = ۰ که است لازم بنابراین است. (۰|k|۱) برابر آخر سطر حالت این

ͬ دارند. نم نگه ثابت را g۰ غیربدیهͬ اعضای دیͽر عبارت به .gvhk = g۰h
۰ = I

gvh
k صورت به میتوان را G عضو هر بنابراین است H نرمالساز از عضوی h چون که کنید توجه

gv بنابراین ، k = mp = ۰ بنابراین و Ak = I داریم آن گاه باشد، انتقال ͷی gvhk اگر داد. نمایش

انتقال هیچ شامل G پس نیست. انتقال ͷی g(v) آن گاه باشد، v 6= ۰ اگر ولͬ باشد. انتقال ͷی باید

نیست. غیربدیهͬ
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۳۱ منظم زیرگروه های و آفین گروه های .۲ فصل

ثابت میخواستیم که است چیزی همان  این و است، غیربدیهͬ انتقال بدون و منظم G بنابراین

کنیم.

متناظر ماتریس که است موجود نامولد دوم درجه فرم ͷی آن گاه p > ۲ و n−۱ > ۲ اگر حال

بنابراین دارد. وجود p مرتبه از و (ب) خواص با A ماتریس هم چنین و است X نامنفرد ماتریس آن با

انجام قابل ساخت روش بازهم p = ۲ و باشد زوج n− ۱ ≥ ۲ اگر است. انجام قابل ساخت روش

است.

اعداد این از کدام (هر ͬ باشد. م فرد عدد دو مجموع n آن  گاه ،n = ۲l ≥ ۶ و p = ۲ اگر

دهد. مͬ نتیجه را n درجه از ͬͺی آفین گروه دو با متناظر مستقیم حاصل ضرب و هستند) ۱ از بزرگتر

n = ۳ و p > ۲ برای و n = ۴ و p = ۲ برای ͬ دهد م نشان [۶] در شده انجام محاسبات

برقرار دلخواه p عدد و n ≤ ۲ برای حͺم این که است بدیهͬ ندارند. وجود منظم زیرگروه های این

است.
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سوم فصل

از مثال هایی و وجود عدم نتایج

منظم زیرگروه های

بدون منظم زیرگروه های وجود عدم قضایای تعمیم ۱ ⁃۳

غیربدیهͬ انتقال

شامل که منظمͬ زیرگروه های وجود نتایج تعمیم به فصل این در ما شد اشاره دوم فصل در که همانطور

منظمͬ زیرگروه هیچ که دادند نشان نویسندگان [۶] در پرداخت. خواهیم نباشند غیربدیهͬ انتقال هیچ

به AGL۳ (Fp) ،p اول عدد هر ازای به AGL۲ (Fp) گروه های برای نباشد غیربدهͬ انتقال شامل که

اولین شد. بیان دوم فصل در فوق احͺام که ندارد وجود AGL۴ (F۲) برای و p > ۲ اول عدد ازای

زیرگروه های چنین وجود مورد در است شده اثبات منظم زیرگروه بودن توان تک شرط با که تعمیم

است. AGL۳ (F۲) برای

که طوری به است R مانند تک توان منظم زیرگروه ͷی شامل AGL۳(F) آفین گروه .۱ ⁃۳ قضیه

.|F| = ۲ اگر تنها و اگر R ∩ T = {I۴}

R∩T = که طوری به باشد AGL۳(F) از تک توان منظم زیرگروه ͷی R که کنید فرض ابتدا برهان.
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۳۳ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

آبلͬ R اگر زیرا باشد آبلͬ ͬ تواند نم R که ͬ کنیم م توجه ابتدا در .|F| = ۲ که ͬ دهیم م نشان .{I۴}

فرض با متناقض که بود خواهد بدیهͬ غیر انتقال ͷی شامل R ،۱۵ ⁃۲ قضیه به توجه با آن گاه باشد،

نکته به توجه با پس نیست بدیهͬ غیر انتقال شامل R چون هم چنین است. آبلͬ غیر R پس است.

عضو ͷی شامل Z(R) که کنیم فرض ͬ توانیم م ،۲۱ ⁃۲ قضیه به توجه با .R ∼= π(R) داریم ۱۰ ⁃۲

است. diag(J۲, J۱, J۱) یا و diag(J۲, J۲) ،diag(J۳, J۱) ،J۴ ژوردان فرم های از ͬͺی به که است z̃

به ۲۱ ⁃۲ قضیه طبق را ژوردان بلوک های اندازه و است ۴ × ۴ ماتریسͬ z̃ چون که ͬ کنیم م توجه

توجه با آن گاه z̃ = J۴ اگر است. پذیر امͺان فوق حالت های فقط گرفتیم نظر در نزولͬ صورت

که بود خواهد هم R پس R ⊆ CAGL۳(F)(z̃) و است آبلͬ CAGL۳(F)(J۴) چون ،[۵] از ۵.۲ لم به

توجه با هم باز آن گاه z̃ = diag(J۳, J۱) اگر صورت همین به .z̃ 6= J۴ پس است. فرض با متناقض

چون و است آبلͬ π(CAGL۳(F)(diag(J۳, J۱))) از تک توان زیرگروه هر ،[۵] از ۵ بخش مطالب به

R چون که π(R) ≤ π(CAGL۳(F)(diag(J۳, J۱))) پس R ≤ CAGL۳(F)(z̃) حالت این در

بنابراین است. π(CAGL۳(F)(diag(J۳, J۱))) از تک توانͬ زیرگروه هم π(R)پس است تک  توان

پس است. فرض با متناقض هم باز که است آبلͬ هم R پس R ∼= π(R) این که به توجه با

آن گاه z̃ = diag(J۲, J۱, J۱) اگر .z̃ 6= diag(J۳, J۱)

z̃ =



۱ ۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱


.

پس .R∩ T = {I۴} که است این با متناقض هم باز که است R از بدیهͬ غیر انتقال ͷی z̃ بنابراین

که است این است پذیر امͺان z̃ برای که حالتͬ تنها بنابراین .z̃ 6= diag(J۲, J۱, J۱)

z̃ = diag(J۲, J۲).
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۳۴ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

بنابراین

z̃ =



۱ ۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۱

۰ ۰ ۰ ۱


.

که کنیم فرض ͬ کنیم. م تعویض جایͽشتͬ ماتریس ͷی توسط آن از مزدوجͬ با را z̃ کار راحتͬ برای

جایͽشتͬ ماتریس P و باشد α = (۲ ۳) صورت به {۱, ۲, ۳, ۴} مجموعه روی جایͽشت روی α

داریم اول فصل مطالب به توجه با . باشد α با متناظر

P =



eα(۱)

eα(۲)

eα(۳)

eα(۴)


=



e۱

e۳

e۲

e۴


=



۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱


.

بنابراین

P−۱z̃P =



۱ ۰ ۱ ۰

۰ ۱ ۰ ۱

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱


.

کنیم فرض ͬ توانیم م پس ͬ کنیم. م استفاده z = P−۱zP از z̃ جای به حال

z =



۱ ۰ ۱ ۰

۰ ۱ ۰ ۱

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱


∈ Z(R).

کنید فرض حال

c =



a۱ a۲ a۳ a۴

b۱ b۲ b۳ b۴

c۱ c۲ c۳ c۴

d۱ d۲ d۳ d۴


∈ CAGL۳(F)(z).
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۳۵ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

داشت: خواهیم cz = zc رابطه از این در

c =



a۱ a۲ a۳ a۴

b۱ b۲ b۳ b۴

۰ ۰ a۱ a۲

۰ ۰ b۱ b۲


صورت به باید c ͬ شود م نتیجه آن از که b۱ = ۰ باشیم داشته باید c ∈ AGL۳(F) این که به توجه با که

باشد. مثلثͬ بالا

b۱ = ۰ =⇒ c =



a۱ a۲ a۳ a۴

۰ b۲ b۳ b۴

۰ ۰ a۱ a۲

۰ ۰ ۰ b۲


. (۱ ⁃۳)

به توجه با R اعضای پس است تک توان R چون .R ≤ CAGL۳(F)(z) پس z ∈ Z(R) چون طرفͬ از

خواهد زیر شͺل به ماتریس های شامل (۱ ⁃۳) رابطه و R بودن تک توان و R ≤ CAGL۳(F)(z) این که

بود.

r(x۱,x۲,x۳) =



۱ x۱ x۲ x۳

۰ ۱ a(X) b(X)

۰ ۰ ۱ x۱

۰ ۰ ۰ ۱


, X = (x۱, x۲, x۳).

R از فردی به منحصر عضو X ∈ F۳ هر ازای به لذا است منظم R این که به توجه با فوق رابطه

را دوم سطر در فرد به منحصر عضو این درایه های که است آن اول سطر (۱, X) که است موجود

ͬ دهیم م قرار x ∈ F هر ازای به حال داده ایم. نمایش b(X) و a(X) با X به وابستگͬ خاطر به
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۳۶ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

داریم صورت این در .b̃(x) = b(۰, ۰, x) و ã(x) = a(۰, ۰, x) ،tx = r(۰, ۰, x)

txty =



۱ ۰ ۰ x

۰ ۱ a(X) b(X)

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱





۱ ۰ ۰ y

۰ ۱ a(Y ) b(Y )

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱



=



۱ ۰ ۰ x+ y

۰ ۱ a(X) + a(Y ) b(X) + b(Y )

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱


.

اول سطر (۱, x) که است موجود R از فردی به منحصر عضو x ∈ F۳ هر ازای به که ͬ دانیم م حال

و است آن اول سطر (۱, ۰, ۰, x+ y) که است R از عضوی txty و است آن

tx+y =



۱ ۰ ۰ x+ y

۰ ۱ a(X + Y ) b(X + Y )

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱


ͬ دهد م نتیجه فردی به منحصر پس است آن اول سطر (۱, ۰, ۰, x+y) که Rاست از دیͽری عضو نیز

که

txty = tx+y.

داریم: بنابراین

b̃(x+ y) = b̃(x) + b̃(y), ∀x, y ∈ F.

برابر [r(۱,۰,۰), tx] جابه جاگر صورت این در .ã = ۰ باشیم داشته x ∈ F هر ازای به کنید فرض حال
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۳۷ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

:(Y = (۰, ۰, x) و X = (۱, ۰, ۰) کنیم (فرض با است

[r(۱,۰,۰), tx] = r−۱
(۱,۰,۰)t

−۱
x r(۱,۰,۰)tx

=



۱ −۱ a(X) −a(X) + b(X)

۰ ۱ −a(X) a(X)− b(X)

۰ ۰ ۱ −۱

۰ ۰ ۰ ۱





۱ ۰ ۰ −x

۰ ۱ −a(Y ) −b(Y )

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱



×



۱ ۱ ۰ ۰

۰ ۱ a(X) b(X)

۰ ۰ ۱ ۱

۰ ۰ ۰ ۱





۱ ۰ ۰ x

۰ ۱ a(Y ) b(Y )

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱



=



۱ −۱ a(Y ) + a(X) −x+ b(Y )− a(X) + b(X)

۰ ۱ −a(Y )− a(X) −b(Y ) + a(X)− b(X)

۰ ۰ ۱ −۱

۰ ۰ ۰ ۱



×



۱ ۱ a(Y ) x+ b(Y )

۰ ۱ a(X) + a(Y ) b(X) + b(Y )

۰ ۰ ۱ ۱

۰ ۰ ۰ ۱



=



۱ ۰ a(Y ) a(Y ) + b(Y )

۰ ۱ ۰ −a(Y )

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱


.

داریم فرض طبق طرفͬ از

a(Y ) = a(۰, ۰, x) = ã(x) = ۰ , b(Y ) = b(۰, ۰, x) = b̃(x).
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۳۸ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

است: زیر صورت به حاصل پس

[r(۱,۰,۰), tx] =



۱ ۰ ۰ b̃(x)

۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱


= I۴ + b̃(x)E۱,۴.

عضوی هم [r(۱,۰,۰), tx] پس است زیرگروه R و هستند R اعضای دو هر tx و r(۱,۰,۰) چون طرفͬ از

یعنͬ است R از

I۴ + b̃(x)E۱,۴ ∈ R.

پس .I۴ + b̃E۱,۴ ∈ T که است واضح T تعریف به توجه با هم چنین

I۴ + b̃E۱,۴ ∈ R ∩ T = {I۴}.

توجه با هم باز و tx ∈ T داریم T انتقال مجموعه و tx تعربف به توجه با نتیجه در .b̃ = ۰ بنابراین

ã(x) = ۰ اگر پس .x = ۰ ͬ دهد م نتیجه که tx = {I۴} داشت خواهیم R ∩ T = {I۴} این که به

این که به توجه با x 6= ۰ عضو هر برای لذا .ã(x) 6= ۰ آن گاه x 6= ۰ اگر بنابراین .x = ۰ آن گاه

ͬ توان م قبل قسمت همانند محاسبه ای با بͽیریم. نظر در را r(ã(x)−۱,۰,۰) عضو ͬ توانیم م ã(x) 6= ۰

که: داد نشان

[r(ã(x)−۱,۰,۰), tx] = I۴ + ۲E۱,۳ +
b̃(x) + ۱
ã(x)

+ E۱,۴. (۲ ⁃۳)

متناقض که ͬ باشد م هم R عضو که است بدیهͬ غیر انتقال ͷی فوق عضو ،char (F) 6= ۲ اگر حال

آن گاه b̃(x)+۱
ã(x) 6= ۰ اگر نیز حالت این در .char (F) = ۲ باشیم داشته باید حتما پس است. فرض با

که b̃(x) + ۱ = ۰ باشیم داشته باید پس است. تناقض هم باز که داریم R در بدیهͬ غیر انتقال ͷی

|F| > ۲ کنید فرض .|F| = ۲ ͬ دهیم م نشان حال .b̃(x) = −۱ = ۱ داریم پس char (F) = ۲ چون

(به b̃(x) = ۱ این که و b̃ جمعͬ خاصیت به توجه با .w 6= ۰, ۱ که طوری به w ∈ F کنید فرض و

داریم: (x 6= ۰ هر ازای

۱ = b̃(۱+ w) = b̃(۱) + b̃(w) = ۱+ ۱ = ۰
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۳۹ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

شد. ثابت حͺم و |F| = ۲ بنابراین است. تناقض که

زیرگروه صورت این در .F = F۲ یعنͬ |F| = ۲ که کنید فرض برعکس،

R = 〈(I۴ + E۱,۲ + E۲,۳ + E۳,۴), (I۴ + E۱,۴ + E۲,۳ + E۲,۴)〉

.R ∩ T = {I۴} که طوری به است AGL۳(۲) از منظم زیرگروه ͷی

قضیه این از تعمیمͬ اینجا در ما است. شده ثابت عضوی دو میدان برای [۶] در ۱۳ ⁃۲ قضیه

کنیم. مͬ ارائه را باشد ۲ برابر میدان مشخصه که حالتͬ برای را

از R منظم گروه زیر هر صورت این در باشد. ۲ مشخصه از میدان ͷی F کنید فرض .۲ ⁃۳ قضیه

است. بدیهͬ غیر انتقال  شامل AGL۴(F)

طبق پس ،charF = ۲ > ۰ چون باشد. AGL۴(F) از منظم زیرگروه ͷی R که کنید فرض برهان.

ͬ توانیم م AGL۴(F) تحت تزویج حد در ،۲۱ ⁃۲ قضیه از استفاده با است. تک توان R ،۱۷ ⁃۲ قضیه

است: زیر شͺل های از ͬͺی به که است z̃ عضو ͷی شامل Z(R) که کنیم فرض

.diag(J۲, J۱, J۱, J۱) یا diag(J۲, J۲, J۱) ،diag(J۳, J۱, J۱) ،diag(J۳, J۲) ،diag(J۴, J۱) ،J۵

همین فقط است نزولͬ ژوردان بلوک های اندازه و است ۵ × ۵ ماتریسͬ z̃ چون که ͬ کنیم م توجه

نباشد چنین کنید فرض است. بدیهͬ غیر انتقال شامل R دهیم نشان ͬ خواهیم م داریم. را حالت ها

قضیه طبق آن گاه باشد آبلͬ R اگر زیرا است آبلͬ غیر R که ͬ کنیم م توجه اولا˟ .R ∩ T = {I۵} و

انتقال شامل R چون که کنید توجه هم چنین است. تناقض که است ببدیهͬ غیر انتقال شامل ،۱۹ ⁃۲

r ∈ R هر برای ۲۲ ⁃۲ قضیه به توجه با .R ∼= π(R) داریم ۱۰ ⁃۲ نکته به توجه با نیست بدیهͬ غیر

داشت خواهیم آن گاه z̃ = J۵ اگر .r۴ = I۵ داریم

z̃۴ =



۱ ۴ ۶ ۴ ۱

۰ ۱ ۴ ۶ ۴

۰ ۰ ۱ ۴ ۶

۰ ۰ ۰ ۱ ۴

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


6= I۵
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۴۰ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

داریم آن گاه z̃ = diag(J۳, J۲) اگر .z̃ 6= J۵ پس .z̃ ∈ R که است این با متناقض که

z̃۲ =
(
diag(J۳, J۲)

)۲
=



۱ ۲ ۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۲ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۲

۰ ۰ ۰ ۰ ۱



char (F)=۲
========



۱ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


= I۵ + E۱,۴.

z̃ 6= پس است. فرض با متناقض z̃۲ ∈ R چون که است بدیهͬ غیر انتقال ͷی z̃۲ بنابراین

باز که z̃ = I۵ + E۱,۳ داریم قبل حالت مانند آن گاه z̃ = diag(J۳, J۱, J۱) اگر .diag(J۳, J۲)

z̃ = diag(J۲, J۱, J۱, J۱) اگر .z̃ 6= diag(J۳, J۱, J۱) پس است. تناقض ͷی قبل حالت مانند هم

پس .R ∩ T = {I۵} که است این با متناقض هم باز که است بدیهͬ غیر انتقال ͷی z̃ خود آن گاه

هر [۵] از ۵ بخش مطلب به توجه با آن گاه z̃ = diag(J۴, J۱) اگر .z̃ 6= diag(J۲, J۱, J۱, J۱)

π(R) ≤ پس R ≤ CAGL۴(F)(z̃) چون حال است. آبلͬ π(CAGL۴(F)(z̃)) از تک توان زیرگروه

است π(CAGL۴(F)(z̃)) از تکتوانͬ زیرگروه π(R) پس است تک توان R چون که π(CAGL۴(F)(z̃))

R گفتیم (چون است تناقض که بود خواهد آبلͬ هم R پس R ∼= π(R) چون است. آبلͬ نتیجه در و

.z̃ = diag(J۲, J۲, J۱) که است این است امͺان پذیر z̃ برای که حالتͬ تنها بنابراین است). آبلͬ غیر

جایͽزین جایͽشتͬ ماتریس ͷی تحت آن از مزدوجͬ با را z̃ کار راحتͬ برای ؟؟، قضیه همانند

ماتریس P و باشد {۱, ۲, ۳, ۴, ۵} مجموعه روی (۲ ۴ ۵ ۳) جایͽشت α که کنید فرض ͬ کنیم. م
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۴۱ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

پس باشد. α با متناظر جایͽشتͬ

P =



eα(۱)

eα(۲)

eα(۳)

eα(۴)

eα(۵)


=



e۱

e۴

e۲

e۵

e۳


=



۱ ۰ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱

۰ ۰ ۱ ۰ ۰


.

داریم: صورت این در

P−۱z̃P =



۱ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۱ ۰ ۰ ۱

۰ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


= I۵ + E۱,۴ + E۲,۵.

R بودن تک توان به توجه با هم چنین .z = P−۱z̃P = I۵ + E۱,۴ + E۲,۵ ∈ Z(R) ͬ دهیم م قرار

نوشت: ͬ توان م ...... طبق

R ≤





۱ ρ۱ ρ۲ ρ۳ ρ۴

۰ ۱ ۰ ρ۲ ۰

۰ ρ۵ ۱ ρ۶ ρ۷

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ρ۸ ۰ ρ۹ ۱


: ρi ∈ F


نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را R از r عضو هر P جایͽشتͬ ماتریس تحت سازی مزدوج با و

r =



۱ x۱ x۲ x۳ x۴

۰ ۱ α۱(X) α۲(X) α۳(X)

۰ ۰ ۱ α۴(X) α۵(X)

۰ ۰ ۰ ۱ x۱

۰ ρ۸ ۰ ρ۹ ۱


, X = (x۱, x۲, x۳, x۴). (۳ ⁃۳)

R ∼= π(R) ≤ که کنیم فرض ͬ توانیم م لذا و بود خواهد مثلثͬ بالا تزویج تحت R عضو هر بنابراین

.U۴(F)
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۴۲ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

داریم ۱۹ ⁃۱ قضیه به توجه با بنابراین است ۴ کلاس از پوچ توان U۴(F ) اینکه به توجه با بنابراین

[[r۱, r۲], r۳] ∈ داریم R از r۳ و r۲ ،r۱ هر ازای به بنابراین Γ۳(U۴) ≤ Z(G). لذا و Γ۴(U۴) = ۱

کنید فرض ͬ نامیم. م s را است (۱, ۱, ۰, ۰, ۰) آن اول سطر که را R از عضوی اثبات ادامه در .Z(R)

داریم صورت این در g = I۵ + α۵(۱, ۰, ۰, ۰)E۳,۴ که

gz = (I۵ + α۵(۱, ۰, ۰, ۰)E۳,۴) (I۵ + E۱,۴ + E۲,۵)

= I۵ + E۱,۴ + E۲,۵ + α۵(۱, ۰, ۰, ۰)E۳,۴ = zg.

:(αi(۱, ۰, ۰, ۰) = αi فرض (با داریم هم چنین ͬ شوند. م جابجا هم با z و g پس

g−۱sg = g−۱



۱ ۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۱ α۱ α۲ α۳

۰ ۰ ۱ α۴ α۵

۰ ۰ ۰ ۱ ۱

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


g =



۱ ۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۱ α۱ α۲ + α۱α۵ α۳

۰ ۰ ۱ α۴ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۱

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


.

آن اول سطر (۱, ۱, ۰, ۰, ۰) که است Rg از عضوی هم gsg−۱ و z = g−۱zg ∈ Z(Rg) بنابراین

است R با یͺریخت که Rg از ͬ توانیم م R جای به لذا است. صفر با برابر آن ,۳)ام ۵) مولفه و است

کنیم فرض نماد تغییر بدون کار راحتͬ برای کنیم. استفاده

z =



۱ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۱ ۰ ۰ ۱

۰ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


∈ Z(R), s =



۱ ۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۱ β۱ β۲ β۳

۰ ۰ ۱ β۴ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۱

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


∈ R. (۴ ⁃۳)

نباشد چنین کنیم فرض .α۱(x) 6= ۰ آن در که طوری به است موجود R از عضوی که ͬ کنیم م ادعا

کنیم فرض .(β۱ = ۰ داریم هم s عضو در ویژه (به .α۱(x) = ۰ باشیم داشته x ∈ F۴ هر ازای به و

و e۴ ،e۲ ،e۱ بردارهای توسط آمده پدید زیرفضای V۰ که باشد R در V۰ زیرفضای پایدارساز R۰ که
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۴۳ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

یعنͬ است e۵

V۰ = 〈e۱, e۲, e۴, e۵〉 = {(a۰, a۱, ۰, a۲, a۳) | ai ∈ F}.

از متشͺل R۰ اعضای که است مشخص V۰ اعضای روی R اعضای دادن اثر با صورت این در

از R̃ منظم زیرگروه ͷی R۰ ، ........ قضیه طبق حال .x۲ = ۰ آن ها در که هستند ماتریس هایی

نتیجه در و R۰ ∩ T = {I۵} پس ،R۰ ∩ T ⊂ R ∩ T = {I۵} چون حال ͬ کند. م القا AGL۳(F)

.F = F۲ باشیم داشته باید ؟؟ قضیه به توجه با بنابراین نیست. همانͬ از غیر انتقالͬ هیچ شامل R̃

ͬ گیریم: م نظر در را R از زیر عضو دو حال

v =



۱ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۰ v۲ v۳

۰ ۰ ۱ v۴ v۵

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


t =



۱ ۰ ۰ ۰ ۱

۰ ۱ ۰ ξ۲ ξ۳

۰ ۰ ۱ ξ۴ ξ۵

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


.

داریم صورت این در

v۲ =



۱ ۰ ۰ v۴ v۵

۰ ۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


= I۵ + v۴E۱,۴ + v۵E۱,۵.

هم چنین .v۴ = v۵ = ۰ باشیم داشته باید پس نیست بدیهͬ غیر انتقال شامل R و v۲ ∈ R چون

داشت: خواهیم

[v, t] = v−۱t−۱vt =



۱ ۰ ۰ ξ۴ ξ۵

۰ ۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


= I۵ + ξ۴E۱,۴ + ξ۵E۱,۵.
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۴۴ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

ξ۲ = ۰ اگر .ξ۴ = ξ۵ = ۰ بنابراین نیست بدیهͬ غیر انتقال شامل R و [v, t] ∈ R چون هم باز که

داریم آن گاه

[s, t] = s−۱t−۱st =



۱ ۰ ۰ ۰ ξ۳

۰ ۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


= I۵ + ξ۳E۱,۵.

خواهیم پس .ξ۳ = ۰ که ͬ شود م نتیجه نیست بدیهͬ غیر انتقال شامل R و [s, t] ∈ R چون هم باز

R عضو که است بدیهͬ غیر انتقال ͷی t که است معنͬ این به که ξ۲ = ξ۳ = ξ۴ = ξ۵ = ۰ داشت

داریم صورت این در اما .ξ۲ = ۱ لذا و ξ۲ 6= ۰ بنابراین است. تناقض که ͬ باشد م نیز

z[s, t] = z(s−۱t−۱st) =



۱ ۰ ۰ ۰ (۱+ ξ۳)

۰ ۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


= I۵ + (۱+ ξ۳)E۱,۵.

که ͬ باشد م هم R عضو که است بدیهͬ غیر انتقال ͷی z[s, t] یعنͬ فوق عضو آن گاه ξ۳ = ۰ اگر

و vt ،vz ،v اعضای از کدام هیچ این که به توجه با مشابه محاسبات با .ξ۳ = ۱ پس است. تناقض

است بدیهͬ غیر انتقال شامل R صورت این در (چون باشند بدیهͬ غیر انتقال های ͬ توانند نم vtz

که ͬ شود م نتیجه بنابراین است) تناقض که

(v۳, v۴) 6= (۰, ۰), (۰, ۱), (۱, ۱), (۱, ۰)

α۱(X) = باشیم داشته X ∈ F۴ این که فرض با بنابراین .(v۳, v۴ ∈ F۲ (زیرا است تناقض هم باز که

به عضو این کنیم فرض .α۱(X) 6= ۰ که داشت خواهیم R از عضوی نتیجه در و است باطل ۰
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۴۵ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

صورت

u =



۱ y۱ y۲ y۳ y۴

۰ ۱ γ۱ γ۲ γ۳

۰ ۰ ۱ γ۴ γ۵

۰ ۰ ۰ ۱ y۱

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


∈ R

بنابراین [[s, u], s] ∈ Z(R) چون باشد. (۴ ⁃۳) رابطه عضو همان s که کنید فرض .γ۱ 6= ۰ که باشد

داریم:

s[[s, u], s] = [[s, u], s]s

داشت خواهیم آن روی از که

βk =
β۱γk
γ۱

.

داریم: صورت این در .γ۴ 6= ۰ که کنید فرض

s۴ =



۱ ۰ ۰ ۰ β۱β۴

۰ ۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


= I۵ + β۱β۴E۱,۵ = I۵ +

β۲۱γ۴

γ۱
E۱,۵.

پس s۴ = I۵ باشیم داشته باید چون

β۲۱γ۴

γ۱
= ۰ γ۴ ̸=۰

===⇒ β۱ = ۰.

داریم طرفͬ از

[s, u]۲ = [s, u][s, u] =



۱ ۰ ۰ ۰ γ۱γ۴

۰ ۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


= I۵ + γ۱γ۴E۱,۵
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۴۶ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

پس است. تناقض که داریم R در بدیهͬ غیر انتقال ͷی پس صفرند مخالف دو هر γ۴ و γ۱ چون که

:(β۴ = γ۴ = ۰ (چون داشت خواهیم حال .β۴ = ۰ لذا و γ۴ = ۰

[[s, u], u] =



۱ ۰ ۰ ۰ γ۱γ۵

۰ ۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


= I۵ + γ۱γ۵E۱,۵.

چون که γ۱γ۵ = ۰ باشیم داشته باید نیست بدیهͬ غیر انتقال شامل R این که به توجه با هم باز

پس [[s, r], u] ∈ Z(R) چون باشد، (۳ ⁃۳) شͺل به r ∈ R کنید فرض حال .γ۵ = ۰ پس γ۱ 6= ۰

s[[s, r], u] = [[s, r], u]s

بنابراین .X ∈ F۴ هر ازای به α۴(X) = ۰ ͬ شود م نتیجه آن از که

[[u, r], s] =



۱ ۰ ۰ ۰ γ۱α۵(X)

۰ ۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


= I۵ + γ۱α۵(X)E۱,۵.

باید X ∈ F۴ هر ازای به پس γ۱ 6= ۰ و نیست بدیهͬ غیر انتقال شامل R این که به توجه با دوباره

شͺل به r ∈ R عضو هر که رسیدیم نتیجه این به مرحله این تا بنابراین .α۵(X) = ۰ باشیم داشته

است: زیر

r =



۱ x۱ x۲ x۳ x۴

۰ ۱ α۱(X) α۲(X) α۲(X)

۰ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ x۱

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


, X = X(x۱, x۲, x۳, x۴). (۵ ⁃۳)
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۴۷ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

α̃i(x۲, x۴) = ͬ دهیم م قرار هم چنین .t(x۲,x۴) = r(۰,x۲,۰,x۴) و mx = r(x,۰,۰,۰) ͬ دهیم م قرار حال

داریم: صورت این در .i = ۱, ۲, ۳ هر ازای به α̃i(۰, x۲, ۰, x۴)

t(x۲,x۴)t(y۳,y۴) =



۱ ۰ x۲ + y۲ ۰ x۴ + y۴

۰ ۱ α۱(X) + α۱(Y ) α۲(X) + α۲(Y ) α۳(X) + α۳(Y )

۰ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


.

باید R بودن منظم به توجه با که دارد فوق ماتریس با یͺسان اول سطر نیز t(x۲+y۲,x۴+y۴) طرفͬ از

باشیم داشته

t(x۲,x۴)t(y۲,y۴) = t(x۲+x۴,y۲+y۴).

:(i = ۱, ۲, ۳ هر ازای (به که ͬ شود م نتیجه ماتریس دو این دوم سطر مقایسه با بنابراین

αi(۰, x۲ + y۲, ۰, x۴ + y۴) = αi(۰, x۲, ۰, x۴) + αi(۰, y۲, ۰, y۴).

داریم: x۲, x۴, y۲, y۴ ∈ F هر ازای به نتیجه در

α̃i(x۲ + y۲, x۴ + y۴) = α̃i(x۲, x۴) + α̃i(y۲, y۴), i = ۱, ۲, ۳ (۶ ⁃۳)

داریم صورت این در .α̃۲(x۲, x۴) = ۰ که طوری به باشند موجود x۲, x۴ ∈ F کنید فرض حال

[s, t(x۲,x۴)] =



۱ ۰ α̃۱(x۲, x۴) ۰ α̃۳(x۲, x۴)

۰ ۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱


= I۵ + α̃۱(x۲, x۴)E۱,۳ + α̃۳(x۲, x۴)E۱,۵.

باشیم: داشته باید بنابراین نیست بدیهͬ غیر انتقال شامل R چون که [s, t(x۲,x۴)] ∈ T یعنͬ

α̃۱(x۲, x۴) = α̃۳(x۲, x۴) = ۰.
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۴۸ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

نیست بدیهͬ غیر انتقال شامل R چون هم باز که t(x۲,x۴) ∈ T داشت خواهیم حالت این در اما

عبارت به .x۲ = x۴ = ۰ داریم آن گاه α̃۲(x۲, x۴) = ۰ اگر پس .x۲ = x۴ = ۰ که ͬ شود م نتیجه

نظر در را mα̃۲(x۲,x۴)−۱ عضو ͬ توانیم م لذا و α̃۲(x۲, x۴) 6= ۰ آن گاه (x۲, x۴) 6= (۰, ۰) اگر دیͽر

داریم: بͽیریم.

z[mα̃۲(x۲,x۴)−۱ , t(x۲,x۴)] = I۵ +
α̃۱(x۲, x۴)

α̃۲(x۲, x۴)
E۱,۳ +

α̃۳(x۲, x۴) + ۱
α̃۲(x۲, x۴)

E۱,۵.

و α۱(x۲, x۴) = ۰ باشیم داشته باید پس نیست بدیهͬ غیر انتقال شامل R چون هم باز که

برای بنابراین .α̃۳(x۲, x۴) = ۰ ͬ دهد م نتیجه char (F) = ۲ چون که α̃۳(x۲, x۴) + ۱ = ۰

(x۲, x۴) = دادن قرار با بنابراین .α̃۳(x۲, x۴) = ۰ و α̃۱(x۲, x۴) = ۰ داریم (x۲, x۴) 6= (۰, ۰) هر

داریم: (۶ ⁃۳) رابطه به توجه با (۱, ۱)

۱ = α̃۳(۱, ۱)α̃۳(۱+ ۰, ۰+ ۱) = α̃۳(۰, ۱) = ۱+ ۱ = ۰.

حتماً R و است باطل R ∩ T = {I۵} فرض بنابراین آمد. دست به نهایی تناقض که ۱ = ۰ پس

ͬ آید. م دست به قضیه حͺم و است بدیهͬ غیر انتقال شامل

کند. مͬ بیان را آمده دست به وجود عدم نتایج از بندی جمع ͷی حقیقت در زیر قضیه

تک توان R که کنید فرض و باشد AGLn (F) از منظم زیرگروه ͷی R که کنید فرض .۳ ⁃۳ قضیه

است: برقرار زیر شرایط از ͬͺی که کنید فرض .char (F) = ۰ هرگاه باشد

.n ≤ ۲ الف.

.F 6= F۲ و n = ۳ ب.

.charF = ۲ و n = ۴ پ.

است. بدیهͬ غیر انتقال ͷی شامل R صورت این در

به توجه با زیرا است، بدیهͬ حͺم حالت این در بنابراین .AGL۱(F) = T آن گاه n = ۱ اگر برهان.

منظم برای پس است عضو دو حداقل دارای Ω = {(۱, x) | x ∈ F} مجموعه حالت این در این که
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۴۹ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

فرض بود. خواهد بدهͬ غیر انتقال شامل نتیجه در که باشد بدیهͬ غیر باید حتماً R زیرگروه بودن،

غیر انتقال ͷی شامل ؟؟ لم طبق لذا و است تک توان R فرض طبق ،char (F) = ۰ اگر .n = ۲ کنیم

؟؟ لم طبق هم باز و است تک توان R ،۱۷ ⁃۲ قضیه طبق آن گاه باشد char (F) > ۲ اگر است. بدیهͬ

؟؟، قضیه طبق لذا و F 6= F۲ داریم فرض طبق آن گاه n = ۳ اگر بود. خواهد بدیهͬ غیر انتقال شامل

و char (F) = ۲ داریم فرض طبق آن گاه n = ۴ اگر بالاخره بود. خواهد بدیهͬ غیر انتقال شامل R

ͬ شود. م تمام حͺم اثبات و است بدیهͬ غیر انتقال شامل R ،۲ ⁃۳ قضیه طبق نتیجه در

غیربدیهͬ انتقال هیچ بدون منظم زیرگروه های وجود تعمیم ۲ ⁃۳

بدیهͬ انتقال هیچ شامل که منظمͬ زیرگروه های آن از استفاده با و لم ͷی اثبات از پس بخش این در

ساخت. خواهیم را نباشند

درجه فرم ͷیQ کنید فرض باشد. Fk از ثابت سطری بردار ͷی d ,mو k ≥ ۱ کنید فرض .۴ ⁃۳ لم

گروهͬ همریختͬ ͷی φ : (Fk,+) → Om(F, Q) که کنید فرض و J قطبی فرم با Fm روی دوم

است: برقرار زیر احͺام صورت این در باشد.

مجموعه الف.

N =




۱ v Q(v)d

۰ Im JvT ⊗ d

۰ ۰ Ik


∣∣∣ v ∈ Fm


است. AGLm+k(F) از گروهͬ زیر

مجموعه ب.

M =




۱ ۰ a

۰ φ(a) ۰

۰ ۰ Ik


∣∣∣ a ∈ Fk


.M ≤ NAGLm+k(F)(N) که طوری به است AGLm+k(F) از گروهͬ زیر
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۵۰ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

و باشد نامولد Q اگر و است AGLm+k(F) از منظم گروه زیر ͷی R = M n N گروه پ.

.R ∩ T ∼= ker(φ) داریم آن گاه ،d 6= ۰

هم چنین هستند. (m+k+۱)×(m+k+۱) Nماتریس هایی اعضای که ͬ کنیم م توجه ابتدا برهان.

پس است، m× ۱ ماتریس ͷی vT لذا و v ∈ Fn و است m×m ماتریسͬ J ،JvT ⊗ d عبارت در

بخش های اثبات به حال است. سازگار شده بیان بلوکͬ ساختار با که است m× d ماتریس ͷی JvT

ͬ پردازیم. م مختلف

است: زیر بلوکͬ شͺل به N اعضای حاصل ضرب که ͬ کنیم م توجه ابتدا الف.
۱ v Q(v)d

۰ Im JvT ⊗ d

۰ ۰ Ik



۱ v′ Q(v′)d

۰ Im J(v′)T ⊗ d

۰ ۰ Iv



=


۱ v′ + v Q(v′)d+ vJ(v′)T ⊗ d+Q(v)d

۰ Im Jv′T ⊗ d+ JvT ⊗ d

۰ ۰ Ik



=


۱ v′ + v Q(v′ + v)d

۰ Im J(v′T + vT )⊗ d

۰ ۰ Ik


به N اعضای معکوس حاصلضرب، عمل به توجه با همچنین است. بسته N دهد مͬ نشان که

است: زیر صورت
۱ v Q(v)d

۰ Im JvT ⊗ d

۰ ۰ Ik


−۱

=


۱ −v Q(−v)d

۰ Im J(−v)T ⊗ d

۰ ۰ Ik

 ∈ N

ͬ باشد. م AGLm+k(F) از زیرگروهͬ N بنابراین
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۵۱ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

است: زیر بلوکͬ شͺل به M اعضای حاصل ضرب که ͬ کنیم م توجه ب.
۱ ۰ a

۰ φ(a) ۰

۰ ۰ Ik


۱ ۰ b ۰ φ(b) ۰

۰ ۰ Ik

 =


۱ ۰ b+ a

۰ φ(a)φ(b) ۰

۰ ۰ Ik



=


۱ ۰ b+ a

۰ φ(b+ a) ۰

۰ ۰ Ik


ͬ دهد م نتیجه (که کرده ایم استفاده φ : (Fk,+) → Om(F, Q) بودن همریختͬ از فوق رابطه در که

و است M از عضوی دوباره M از عضو دو هر حاصل ضرب بنابراین .(φ(a)φ(b) = φ(a + b)

که است واضح هم چنین

۱ ۰ a

۰ φ(a) ۰

۰ ۰ Ik


−۱

=


۱ ۰ −a

۰ φ(−a) ۰

۰ ۰ Ik

 ∈M

در N نرمال ساز از زیرگروهͬ M ͬ دهیم م نشان حال ͬ باشد. م AGLm+k(F) از زیرگروهͬ M پس

که کنید فرض ͬ باشد. م AGLm+k(F)

A =


۱ v Q(v)d

۰ Im JvT ⊗ d

۰ ۰ Ik

 ∈ N, B =


۱ ۰ a

۰ φ(a) ۰

۰ ۰ Ik

 ∈M.

داریم: صورت این در

B−۱AB =


۱ ۰ −a

۰ φ(a)−۱ ۰

۰ ۰ Ik



۱ v Q(v)d

۰ Im JvT ⊗ d

۰ ۰ Ik



۱ ۰ a

۰ φ(a) ۰

۰ ۰ Ik



=


۱ vφ(a) Q(v)d

۰ Im φ(a)−۱JvT ⊗ d

۰ ۰ Ik

 =


۱ vφ(a) Q(vφ(a))d

۰ Im J(vφ(a))T ⊗ d

۰ ۰ Ik

 .
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۵۲ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

.Q(vφ(a)) = Q(v) تعریف طبق پس φ(a) ∈ Om(F, Q) چون که ͬ کنیم م دقت فوق رابطه در

داریم: آن قطبی شͺل و Q دوم درجه فرم خواص به توجه با هم چنین

J(vφ(a))T = Jφ(a)T vT = φ(a)−۱φ(a)Jφ(a)T vT = φ(a)−۱JvT .

.M ≤ NAGLm+k(F)(N) لذا و B−۱AB ∈ N که ͬ بینیم م B−۱AB شͺل به توجه با بنابراین

لذا و ͬ کند م عمل سازی مزدوج با N روی M بنابراین M ≤ NAGLm+k(F)(N) چون پ.

توجه با .R = M o N ͬ دهیم م قرار داد. تشͺیل را M o N مستقیم نیم حاصل ضرب ͬ توان م

برای مرتب زوج از استفاده جای به لذا .M ∩ N = ۱ که است واضح N و M اعضای شͺل به

N از عضوی در M از عضوی حاصل ضرب صورت به را R عضو هر ͬ توانیم م R اعضای نمایش

A ∈M که نوشت r = AB یͺتای صورت به ͬ توان م را r مانند R عضو هر بنابراین دهیم. نمایش

است: زیر صورت به نمایشͬ دارای r لذا و B ∈ N و

r = AB =


۱ ۰ a

۰ φ(a) ۰

۰ ۰ Ik



۱ v Q(v)d

۰ Im JvT ⊗ d

۰ ۰ Ik



=


۱ v a+Q(v)d

۰ φ(a) φ(a)JvT ⊗ d

۰ ۰ Ik


بنابراین

R =




۱ v a+Q(v)d

۰ φ(a) φ(a)JvT ⊗ d

۰ ۰ Ik


∣∣∣ v ∈ Fm, a ∈ Fk



=




۱ v a

۰ φ(a−Q(v)d) φ(a−Q(v)d)JvT ⊗ d

۰ ۰ Ik


∣∣∣ v ∈ Fm, a ∈ Fk


ͬ کند نم ایجاد اشͺالͬ هیچ امر این است. شده استفاده a = φ(v)d از a جای به آخر رابطه در که



0.
42

خۀ
نس

،t
he

si
s-

qo
m

س
کلا

سط
تو

ده
ش

ده 
آما

۵۳ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

نوشت ͬ توان م زیرا

Fk =
{
a− φ(v)d | a ∈ Fk

}
(۷ ⁃۳)

نشان که a − φ(v)d ∈ Fk داریم a ∈ Fk هر ازای به اولا˟ زیرا است واضح (۷ ⁃۳) رابطه درستͬ

ͬ دهد }م
a− φ(v)d | a ∈ Fk

}
⊆ Fk

آن گاه a = b+ φ(v)d دهیم قرار اگر مثلا́ ،b+ φ(v)d ∈ Fk آن گاه باشد، دلخواه b ∈ Fk اگر ثانیاً و

است. برقرار (۷ ⁃۳) رابطه پس .Fk ⊆ {a − φ(v)d | a ∈ Fk} ͬ دهد م نشان که b = a − φ(v)d

شͺل به یͺتایی صورت به R عضو هر که دادیم نشان لذا
۱ v a

۰ φ(a−Q(v)d) φ(a−Q(v)d)JvT ⊗ d

۰ ۰ Ik

 , v ∈ Fm, a ∈ Fk

ͬ شوند. م مشخص a و v ازروی کاملا́ بعد سطرهای درایه های که است این یͺتایی دلیل نوشت.

بنابراین ،a ∈ Fk و v ∈ Fm که نوشت x = (v, a) صورت به ͬ توان م را x ∈ Fm+k عضو هر چون

R لذا و است آن اول سطر x که است موجود R از فردی به منحصر عضو x ∈ Fm+k هر ازای به

است. منظم

است. آن اول سطر (۱, v, a) که باشد R از عضوی r و باشد نامولد Q که کنید فرض حال

اگر r ∈ R ∩ T تعریف به توجه با .R ∩ T ∼= kerφ آن گاه ،d 6= ۰ اگر که دهیم نشان ͬ خواهیم م

d = ۰ یا که ͬ شود م نتیجه JvT ⊗ d = ۰ از .JvT ⊗ d = ۰ و φ (a− φ(v)d) = Im اگر تنها و

و Q(v) 6= ۰ آن گاه v 6= ۰ اگر است نامولد Q چون .JvT = ۰ پس d 6= ۰ چون .JvT = ۰ یا و

لذا و Im = φ(a) پس .Im = φ(a− φ(v)d) = φ(a) بنابراین .v = ۰ باشیم داشته باید حتماً لذا



0.
42

خۀ
نس

،t
he

si
s-

qo
m

س
کلا

سط
تو

ده
ش

ده 
آما

۵۴ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

کنیم: تعریف زیر صورت به را ψ تابع است کافͬ حال .a ∈ kerφ

ψ : R ∩ T −→ kerφ

ψ(r) = a

.R ∩ T ∼= kerφ داشت خواهیم لذا و است یͺریختͬ φ بالا موارد به توجه با صورت این در

زیرمیدان ،F زیرمیدان های همه ی اشتراک آن گاه باشد، میدان ͷی F اگر که ͬ شود م یادآوری

ͬ شود. م نامیده F اول

فضای ͷی عنوان به که باشد F از زیرفضایی W و باشد میدان ͷی F که کنید فرض .۵ ⁃۳ قضیه

است: برقرار زیر شرایط از ͬͺی که کنید فرض ͬ شود. م گرفته نظر در F۰ اول زیرمیدان روی برداری

،F = F۲ و n = ۳ الف.

،charF 6= ۲ و n ≥ ۴ ب.

.charF = ۲ و n ≥ ۵ پ.

.RW ∩T ∼= (W,+) که طوری به است موجود AGLn (F) RWاز منظم زیرگروه ͷی صورت این در

.R{۰} ∩ T = {In+۱} که طوری به است موجود R{۰} منظم زیرگروه ویژه به

(m, k) = (n−۲, ۲) ͬ دهیم م قرار ،۴ ⁃۳ لم اثبات در آن گاه charF = ۲ و باشد زوج n اگر برهان.

فصل به توجه با صورت این در .(m, k) = (n− ۱, ۱) ͬ دهیم م قرار ۴ ⁃۳ لم در حالت ها بقیه در و

ͷی شامل Om(F, Q) که طوری به است موجود Fm روی Q نامولد دوم درجه فرم ͷی [۱۲] از ۱۱

که کنید فرض است. (Fk,+) با یͺریخت گروه زیر

ψ : (Fk,+) → Om(F, Q)

U که کنید فرض هم چنین باشد. Qm(F, Q) از شده بیان زیرگروه و (Fk,+) بین یͺریختͬ همان

را Fk از a عضو هر پس Fk = U ⊕W چون .Fk = U ⊕W یعنͬ باشد، Fk در W برای متممͬ
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۵۵ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

نوشت: زیر شͺل به فردی به منحصر صورت به ͬ توان م

a = ua + wa, ua ∈ U, wa ∈W.

یعنͬ باشد U روی به Fk از تصویر تابع ϖ که کنید فرض

ϖ : Fk −→ Fk

ϖ(ua + wa) = ua

زیرا است، Om(F, Q) به (Fk,+) از گروهͬ همریختͬ ͷی ϖ = ψϖ تابع صورت این در

ψϖ(a+ b) = ψϖ
(
(ua + wa) + (ua + wb)

)
= ψϖ

(
(ua + ua) + (wa + wb)

)
= ψ(ua + ub)

همریختͬ ψ
======= ψ(ua) + ψ(ub) = ψϖ(a) + ψϖ(b).

با: است برابر ψϖ همریختͬ هسته

ker(ψϖ) = {a ∈ Fk | ψϖ(a) = I}

= {a ∈ Fk | ψ(ua) = I}

شمول همریختͬ ψ
=========== {a ∈ Fk | ua = ۰} =W.

در شده معرفͬ زیرگروه های N و M که کنید فرض حال است. W با برابر ψϖ همریختͬ هسته پس

هم چنین ͬ باشد. م AGLn(F) از منظم زیرگروه ͷی R = M n N صورت این در باشند. ۴ ⁃۳ لم

اثبات اول قسمت پس .R ∩ T ∼= ker(ψϖ) = (W,+) داریم: ۴ ⁃۳ لم سوم قسمت به توجه با

همان یعنͬ بدیهͬ گروه R ∩ T صورت این در W = {۰} دهیم قرار اگر خاص حالت در ͬ شود. م

بود. خواهد {In+۱}

صورت به را Fn−۱ روی Q دوم درجه فرم و ،n ≥ ۴ ،charF 6= ۲ کنید فرض .۶ ⁃۳ مثال

Q(x۱, . . . , xn−۱) = x۱x۳ − x۲۲ +
۱
۲

n−۱∑
i=۴

x۲i .
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۵۶ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

و J ∈ GLn−۱(F) که است J = diag(A, In−۴) صورت به Q قطبی شͺل ͬ گیریم. م نظر در

A =


۰ ۰ ۱

۰ −۲ ۰

۱ ۰ ۰

 .
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را φ : F → GLn−۱(F) تابع

φ : F −→ GLn−۱(F)

φ(a) = In−۱ + ۲aE۲,۱ + a۲E۳,۱ + aE۳,۲

چون است همریختͬ φ اولا˟ زیرا است. On−۱(F, Q) به (F,+) از تکریختͬ ͷی φ صورت این در

φ(a+ b) = In−۱ + ۲(a+ b)E۲,۱ + (a+ b)۲E۳,۱ + (a+ b)E۳,۲

= (In−۱ + ۲aE۲,۱ + a۲E۳,۱ + aE۳,۲)(In−۱ + ۲bE۲,۱ + b۲E۳,۱ + bE۳,۲)

= φ(a)φ(b)

چون است ͷی به ͷی φ هم چنین و

φ(a) = In−۱ → ۲a = ۰ → a = o→ kerφ = {۰}.

صورت به R زیرگروه ،۴ ⁃۳ لم به توجه با حال است. تکریختͬ φ پس

R =




۱ v a+Q(v)

۰ φ(a) φ(a)JvT

۰ ۰ ۱


∣∣∣ v ∈ Fn−۱, a ∈ F


زیرا نیست بدیهͬ غیر انتقال هیچ شامل که است AGLn(F) از منظم گروه زیر ͷی

R ∩ T ∼= kerφ = {۰}.

صورت به را F۲t روی Q دوم درجه فرم و n = ۲t+ ۱ ≥ ۳ ،charF = ۲ کنید فرض .۷ ⁃۳ مثال

Q(x۱, . . . , x۲t) =

t∑
i=۱

xixt+i
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۵۷ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

،(t ≥ ۲ نتیجه در (که n ≥ ۵ اگر دارد.
( ۰ It
It ۰

)
شͺل به ماتریس Q قطبی شͺل ͬ گیریم. م نظر در

تابع

φ : F −→ GL۲t(F)

φ(a) = I۲t + a(E۱,t + E۲t,t+۱)

زیرا: است. O۲t(F, Q) به (F,+) از یͷ همریختͬ

φ(a+ b) = I۲t + (a+ b)(E۱,t + E۲t,t+۱)

=
(
I۲t + a(E۱,t + E۲t,t+۱)

)(
I۲t + b(E۱,t + E۲t,t+۱)

)
= φ(a)φ(b)

داریم: هم چنین است. همریختͬ φ ͬ دهد م نشان که

a ∈ kerφ→ φ(a) = I۲t → a = ۰ → kerφ = {۰}.

صورت به R زیرگروه ،۴ ⁃۳ لم به توجه با بنابراین

R =




۱ v a+Q(v)

۰ φ(a) φ(a)Jvt

۰ ۰ ۱


∣∣∣ v ∈ F۲t, a ∈ Fk


شامل R ،R∩T ∼= kerφ = {۰} این که به توجه با هم باز که است AGLn(F) از منظم زیرگروه ͷی

صورت به را φ تابع ،F = F۲ و (t = ۱ لذا (و n = ۳ که حالتͬ در نیست. بدیهͬ غیر انتقال هیچ

φ : F۲ −→ O۲(F۲)

φ(۱) = E۱,۲ + E۲,۱

،۴ ⁃۳ لم طبق هم باز صورت این در ͬ کنیم. م تعریف

R =




۱ v a+Q(v)

۰ φ(a) φ(a)JvT

۰ ۰ ۱


∣∣∣ v ∈ F۲, a ∈ F


نیست. بدیهͬ غیر انتقال هیچ شامل که است AGLn(F) از منظم گروه زیر ͷی
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۵۸ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

F۲t روی دوم درجه فرم Q کنید فرض و n = ۲t + ۲ ≥ ۶ و charF = ۲ کنید فرض .۸ ⁃۳ مثال

باشد. زیر صورت به که باشد

φ : F۲ −→ GL۲t(F)

φ(a, b) = I۲t + a(E۱,t + E۲t,t+۱) + b(E۱,۲t + Et,t+۱) + abE۱,t+۱

که است همریختͬ ͷی φ صورت این در

kerφ = {(a, b) | φ(a, b) = I۲t} = {(a, b) | a = ۰, b = ۰} = {(۰, ۰)}.

که AGLn(F) از منظم زیرگروه ͷی است زیر صورت به که R زیرگروه ۴ ⁃۳ لم طبق هم باز بنابراین

نیست. بدیهͬ غیر انتقال هیچ شامل

R =




۱ v a+Q(v)d

۰ φ(a) φ(a)JvT

۰ ۰ ۱


∣∣∣ v ∈ Fn−۱, a ∈ F


.R ∩ T ∼= kerφ = {(۰, ۰)} داریم ۴ ⁃۳ لم طبق هم باز که ͬ کنیم م توجه

انتقال بدون منظم زیرگروه های وجود مورد در آمده دست به گزاره های و مطالب بندی جمع

کرد. بیان زیر نتایج قالب در ͬ توان م را زیرگروه هایی چنین وجود عدم و غیربدیهͬ

گروه صورت این در باشد. مثبت عددی مشخصه از میدان ͷی F که کنید فرض .۹ ⁃۳ نتیجه

زیر احͺام از ͬͺی اگر تنها و اگر است غیربدیهͬ انتقال بدون منظم زیرگروه ͷی شامل AGLn(F )

باشد: برقرار

|F|؛ = ۲ و n = ۳ الف.

char(F)؛ > ۲ و n = ۴ ب.

.n ≥ ۵ پ.

است. واضح حͺم ۵ ⁃۳ و ۳ ⁃۳ قضایای به توجه با برهان.
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۵۹ منظم زیرگروه های از مثال هایی و وجود عدم نتایج .۳ فصل

AGLn(F ) گروه صورت این در باشد. صفر مشخصه از میدان ͷی F که کنید فرض .۱۰ ⁃۳ نتیجه

.n ≥ ۴ اگر تنها و اگر است غیربدیهͬ انتقال بدون منظم زیرگروه ͷی شامل

است. واضح حͺم ۵ ⁃۳ و ۳ ⁃۳ قضایای به توجه با برهان.
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انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه 

آ

Abelian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آبلͬ

Translation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتقال

Affine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آفین

ب

Upper triangular . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثͬ بالا

پ

Basis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه

Canonical basis . . . . . . . . . . . . . . . . کانونͬ پایه

ت

Projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصویر

Unipotent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تک توان

Monomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکریختͬ

ج

Permutation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جایͽشت

د

Quadratic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم درجه

ز

Subgroup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرگروه

ف

Vector space . . . . . . . . . . . . . . . . برداری فضای

ق

Diagonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطری

گ

Group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروه

Affine group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آفین گروه

Additive group . . . . . . . . . . . . . . . . جمعͬ گروه

Orthogonal group . . . . . . . . . . . . . . متعامد گروه

م

Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس

Finite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ

Centralizer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزساز

Conjugate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مزدوج

Conjugation . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازی مزدوج

Characteristic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه

Regular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم
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۶۲ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه 

Field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میدان

Prime field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول. میدان

ن

Non-degenerate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامولد

ھ

Homomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . همریختͬ.

ی

Isomorphic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺریخت

Isomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺریختͬ
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Abstract

Given a regular subgroup R of AGLn(F), one can ask if R contains nontrivial
translations. A negative answer to this question was given by Liebeck, Praeger
and Saxl for AGL2(p) (p a prime), AGL3(p) (p odd prime) and for AGL4(2). A
positive answer was given by Hegedus for AGLn(p) when n ≤ 4 if p is odd and
for n = 3 or n ≤ 5 if p = 2. A first generalization to finite fields of Hegedus’
construction was recently obtained by Catino, Colazzo and Stefanelli. In this thesis
we give examples of such subgroups in AGLn(F) for any n ≤ 5 and any field F. For
n < 5 we provide necessary and sufficient conditions for their existence, assuming R
to be unipotent if charF = 0.

Keywords: Regular subgroup, Affine group, Translations.
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