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۱ فصل

فازی متریک فضاهای و فازی نرم دار فضاهای

مقدمه ۱ .۱

بخش اواسط از و می باشد [۲] کتاب (۴۰ تا ۲۶ (صفحه ی فصل این از بخشی ترجمه ی حاضر پروژه ی

آورده مستقل طور به قضایا و تعاریف شماره ی ولی است شده  آغاز فازی) توپولوژیکی (ساختارهای زیر

است. شده

فازی توپولوژیکی ساختارهای ۲ .۱

در باشد. فازی نرم دار فضای یک (Y,N ′, ∗′) و ناتهی مجموعه یک X کنید فرض .۱ .۲ .۱ تعریف

X از f نگاشت به یکنواخت همگرای Y به X نگاشت های از متشکل {fn} دنباله گوییم صورت این

که طوری به باشد داشته وجود n۰ ≥ ۱ ،t > ۰ و r ∈ (۰, ۱) هر برای اگر است Y به

N ′ (fn(x)− f(x), t) > ۱ − r

.x ∈ X و n ≥ n۰ هر برای

یک به (X,N, ∗) فازی دار نرم فضای یک از نگاشت هایی از متشکل F خانواده .۲ .۲ .۱ تعریف

،t > ۰ و r ∈ (۰, ۱) هر برای اگر می گویند هم پیوسته را (Y,N ′, ∗′) کامل فازی دار نرم فضای

۱



که طوری به باشد داشته وجود t۰ > ۰ و r۰ ∈ (۰, ۱)

N (x− y, t۰) > ۱ − r۰ =⇒ N ′(f(x)− f(y), t) > ۱ − r

.f ∈ F هر برای

فازی دار نرم فضای یک از نگاشت هایی از پیوسته هم به دنباله ای {fn} کنید فرض .۳ .۲ .۱ لم

زیرمجموعه از نقطه  هر برای {fn} اگر باشد. (Y,N ′, ∗′) فازی دار نرم فضای یک به (X,N, ∗)

است. پیوسته تابع حد و می شود همگرا X از نقطه هر برای {fn} آن گاه شود، همگرا X از D متراکم

را r ∈ (۰, ۱) می توانیم صورت این در باشند. مشخص t > ۰ و s ∈ (۰, ۱) کنید فرض اثبات.

که قسمی به آوریم بدست

(۱ − r) ∗′ (۱ − r) ∗′ (۱ − r) > ۱ − s.

و r۱ ∈ (۰, ۱) ،t > ۰ و r ∈ (۰, ۱) هر برای است، هم پیوسته خانواده یک F = {fn} که آنجا از

،x, y ∈ X هر برای که قسمی به دارد وجود t۱ > ۱

N (x− y, t۱) > ۱ − r۱ ⇒ N ′
(
fn(x)− fn(y),

t

۳

)
> ۱ − r

پس است، متراکم X در D چون .fn ∈ F هر برای

y ∈ Bx (r۱, t۱)
∩

D

هر برای است، کوشی دنباله {fn(y)} چون است. همگرا y نقطه به که دارد وجود {fn(y)} و

که قسمی به دارد وجود n۰ ≥ ۱ ،t > ۰ و r ∈ (۰, ۱)

(۱ − r) ∗′ (۱ − r) ∗′ (۱ − r) > ۱ − s.

۲



داریم: ،x ∈ X برای حال .m,n ≥ n۰ هر برای

N ′ (fn(x)− fm(x), t)

≥ N ′
(
fn(x)− fn(y),

t

۳

)
∗′ N ′

(
fn(y)− fm(y),

t

۳

)
∗′ N ′

(
fm(x)− fm(y),

t

۳

)
≥ (۱ − r) ∗′ (۱ − r) ∗′ (۱ − r)

> ۱ − s

می شود همگرا {fn(x)} است، کامل Y که آنجا از است. Y در کوشی دنباله یک {fn(x)} بنابراین

.f(x) = lim fn(x) می کنیم فرض بنابراین و

این در باشند. مشخص t۰ > ۰ و so ∈ ۱− r کنید فرض است. پیوسته f که می کنیم ادعا حال

که قسمی به کنیم پیدا را r۰ ∈ ۱ − r می توانیم صورت

N (x− y, t۲) > ۱ − r۲ =⇒ N ′
(
fn(x)− fn(y),

t۰

۳

)
> ۱ − r۰

و r۲ ∈ (۰, ۱) دارد وجود ،t۰ > ۰ و r۰ ∈ (۰, ۱) هر برای است، هم پیوسته F که آنجا از باشد.

که قسمی به t۲ > ۰

N (x− y, t۲) > ۱ − r۲ =⇒ N ′
(
fn(x)− fn(y),

t۰

۳

)
> ۱ − r۰

،t۰ > ۰ و r۰ ∈ (۰, ۱) هر برای می شود، همگرا f(x) به {fn(x)} که آنجا از .fn ∈ F هر برای

که قسمی به n۱ ≥ ۱ دارد وجود

N ′
(
fn(x)− f(x),

t۰

۳

)
> ۱ − r۰.

دارد وجود ،t۰ > ۰ و r۰ ∈ (۰, ۱) هر برای است، همگرا f(y) به {fn(y)} که آنجا از همچنین

که قسمی به n۲ ≥ ۱

N ′
(
fn(y)− f(y),

t۰

۳

)
> ۱ − r۰

۳



داریم ،n ≥ max {n۱, n۲} هر برای اکنون .n ≥ n۲ هر برای

N ′ (f(x)− f(y), t۰)

≥ N ′
(
f(x)− fn(x),

t۰

۳

)
∗′ N ′

(
fn(x)− fn(y),

t۰

۳

)
∗′ N ′

(
fn(y)− f(y),

t۰

۳

)
≥ (۱ − r۰) ∗′ (۱ − r۰) ∗′ (۱ − r۰)

> ۱ − s۰.

است. اثبات کننده تکمیل این و است پیوسته f بنابراین،

و فازی دار نرم فشرده فضای یک (X,N, ∗) کنید فرض آسکولی−ارزیلا۱). قضیه ) ۴ .۲ .۱ قضیه

از متشکل هم پیوسته ی خانواده یک F کنید فرض باشد. کامل فازی دار نرم فضای یک (Y,N ′, ∗′)

که قسمی به باشد F در دنباله ای {fn} اگر باشد. Y به X از نگاشت های

{fn(x) : n ∈ N}

زیردنباله و Y به X از f پیوسته ی نگاشت آن گاه باشد، x ∈ X هر برای Y از فشرده زیرمجموعه یک

می شود. همگرا X روی f به یکنواخت طور به {gn} که قسمی به دارد وجود {fn} از {gn}

که می گیریم نتیجه ۱۹ .۲ .۲ قضیه از است، فازی دار نرم فشرده فضای یک (X,N, ∗) چون اثبات.

کنید فرض است. پذیر تفکیک X

D = {xi : i = ۱, ۲, · · · }

،i ≥ ۱ هر برای اینکه فرض با باشد. X شمارش قابل متراکم زیرمجموعه یک

{fn (xi) : n ≥ ۱}
1Ascoli-Arzela

۴



است، اول نوع شمارش قابل فضای فازی، دار نرم فضای هر که آنجا از است. Y فشرده ی زیرمجموعه

{gn} زیرمجموعه استاندارد، استدلال یک با بنابراین، است. متراکم آن تبع به Y متراکم زیرمجموعه هر

،۳ .۲ .۱ لم طبق بنابراین، می شود. همگرا i ≥ ۱ هر برای {gn (xi)} که قسمی به داریم را {fn} از

همگرا f(x) به x ∈ X هر برای {gn(x)} که قسمی به دارد وجود Y به X از f پیوسته ی نگاشت

می شود.

کنید فرض می شود. همگرا X روی f نگاشت به یکنواخت طور به {gn} که می کنیم ادعا اکنون

قسمی به آوریم بدست را r ∈ (۰, ۱) می توانیم صورت این در باشند. مشخص t > ۰ و s ∈ (۰, ۱)

که

(۱ − r) ∗′ (۱ − r) ∗′ (۱ − r) > ۱ − s.

که قسمی به دارد وجود و r۰ ∈ (۰, ۱) است، هم پیوسته F که آنجا از

N (x− y, t۱) > ۱ − r۱ ⇒ N ′
(
gn(x), gn(y),

t

۳

)
> ۱ − r

است. پیوسته یکنواخت طور به f ،۱۷ .۲ .۲ قضیه طبق است، متراکم X چون .n ≥ ۱ هر برای

که قسمی به t۲ > ۰ و r۲ ∈ (۰, ۱) دارد وجود ،t۲ > ۰ و r ∈ (۰, ۱) هر برای بنابراین،

N (x− y, t۲) > ۱ − r۲ ⇒ N ′
(
f(x)− f(y),

t

۳

)
> ۱ − r

فشرده X چون .t۰ = min {t۱, t۲} و r۰ = min {r۱, r۲} کنید فرض .x, y ∈ X همه برای

داریم است، متراکم X در D و است

X =
k∪

i=۱

Bxi
(r۰, t۰)

که قسمی به ،i, i ≤ i ≤ k دارد وجود ،x ∈ X هر برای بنابراین .k ≥ ۱ از برخی برای

N (x− xi, t۰) > ۱ − r۰.

۵



داریم F هم پیوستگی براساس است، t۰ = min {t۱, t۲} و r۰ = min {r۱, r۲} چون اما

N ′
(
gn(x)− gn (xi) ,

t

۳

)
> ۱ − r

داریم f یکنواخت پیوستگی براساس همچمین و

N ′
(
f(x)− f (xi) ,

t

۳

)
> ۱ − r.

دارد وجود ،t > ۰ و r ∈ (۰, ۱) هر برای همگراست، f (xj) سمت به {gn (xj)} که آنجا از

قسمی به n۰ ≥ ۱

N ′
(
gn (xj)− f (xj) ,

t

۳

)
> ۱ − r.

داریم ،x ∈ X هر برای اکنون

N ′ (gn(x)− f(x), t)

≥ N ′
(
gn(x)− gn (xi) ,

t

۳

)
∗′ N ′

(
gn (xi)− f (xi) ,

t

۳

)
∗′ N ′

(
f (xi)− f(x),

t

۳

)
≥ (۱ − r) ∗′ (۱ − r) ∗′ (۱ − r)

> ۱ − s.

می  کند. کامل را اثبات این می شود. همگرا X روی f نگاشت به یکنواخت طور به {gn} بنابراین،

داشته وجود اگر است F−کراندار ،(R, N, ∗) در A زیرمجموعه یک می شود گفته که داریم یاد به

باشد. برقرار ،N (x, t۰) > ۱ − r۰ هر برای که قسمی به r۰ ∈ (۰, ۱) و t۰ > ۰ باشد

R در کراندار اگر فقط و اگر است. (R, N, ∗) در F−کراندار ،R از A زیرمجموعه یک .۵ .۲ .۱ لم

باشد.

۶



این در باشد. است، (R, N, ∗) در F−کراندار که باشد R در زیرمجموعه ای A کنید فرض اثبات.

x ∈ A هر برای N (x, t۰) > ۱ − r۰ که قسمی به دارد وجود r۰ ∈ (۰, ۱) و t۰ > ۰ صورت

داریم بنابراین است. برقرار

t۰ ≥ Er۰,N(x) = |x|Er۰,N(۱).

هر برای |x| ≤ k داریم صورت این در .k = t۰
Er۰,N (۱) دهیم قرار اگر است. Er۰,N(۱) ̸= ۰ اکنون

است. R در کراندار A یعنی ،x ∈ A

می کند. کامل را اثبات این است. مشاهده قابل راحتی به لم عکس

باشد. همگرا در اگر تنها و اگر است همگرا فازی دار نرم فضای یک در دنباله یک .۶ .۲ .۱ لم

داریم ،۱۵ .۲ .۲ لم طبق صورت، این در باشد. R در βn → β کنید فرض اثبات.

Eλ,N (βn − β) = |βn − β|Eλ,N(۱) → ۰.

است. برقرار βn
N→ β ،۱۵ .۲ .۲ لم (۳) قسمت طبق بنابراین،

،۱۵ .۲ .۲ لم طریق از صورت این در باشد. βn
N→ β کنید فرض برعکس،

lim
n→+∞

|βn − β|Eλ,N(۱) = lim
n→+∞

Eλ,N (βn − β) = ۰.

می کند. تکمیل را اثبات این است. R در βn → β همچنین و Eλ,N(۱) ̸= ۰ اکنون

دارد. حدی نقطه یک حداقل آن گاه باشد، F−کراندار {βn} حقیقی دنباله یک اگر .۷ .۲ .۱ نتیجه

باشد. کراندار R در اگر تنها و اگر است F−کراندار ،(R, N, ∗) در R از A زیرمجموعه .۸ .۲ .۱ لم

و t۰ > ۰ صورت، این در باشد. (R, N, ∗) در F−کراندار مجموعه یک A کنید فرض اثبات.

که قسمی به دارد وجود r۰ ∈ (۰, ۱)

N (x, t۰) > ۱ − r۰

۷



بنابراین و x ∈ A هر برای

t۰ ≥ Er۰,N(x) = |x|Er۰,N(۱).

،x ∈ A هر برای صورت این در ،k = t۰
Er۰,N (T )

دهیم قرار اگر است. برقرار Er۰,N(۱) ̸= ۰ اکنون

است. R در کراندار A یعنی داریم را |x| ≤ k

کند. می کامل را اثبات این است. مشاهده قابل راحتی به لم عکس

t−نرم یک ∗ اگر می نامند اقلیدسی فازی نرم دار فضای یک را (Rn,Φ, ∗) سه تایی .۹ .۲ .۱ تعریف

می شود تعیین زیر صورت به که باشد فازی اقلیدسی نرم یک Φ(x, t) و باشد پیوسته

Φ(x, t) =
n∏

j=۱

N (xj, t)

نرم یک N و t > ۰ ،x = (x۱, · · · , xn) ،∗′ ≫ ∗T ،
∏n

j=۱ aj = a۱ ∗′ · · · ∗′ an که جایی

است. فازی

کنید فرض مثال به عنوان

Φ(x, t) = exp

(
∥x∥
t

)−۱

, N (xj, t) = exp

(
|xj|
t

)−۱

, ∗ = min .

داریم. را ∥x∥ = maxj |xj| ارز هم طور به یا ،Φ(x, t) = minj N (xj, t) صورت، این در

یک (Rn,Φ, ∗) صورت این در هستند. برقرار ۹ .۲ .۱ تعریف فرضیات که کنید فرض .۱۰ .۲ .۱ لم

است. فازی نرم دار فضای

۸



داریم صورت این در .t, s > ۰ و x, y ∈ X که کنید فرض (N3) مثلثی نابرابری برای اثبات.

Φ(x, t) ∗ Φ(y, s) =
n∏

j=۱

N (xj, t) ∗
n∏

j=۱

N (yj, s)

= (N (x۱, t) ∗′ · · · ∗′ N (xn, t)) ∗ (N (y۱, t) ∗′ · · · ∗′ N (yn, t))

≤ ((N (x۱, t) ∗N (y۱, t)) ∗′ · · · ∗′ (N (xn, t) ∗N (yn, t))

≤ N (x۱ + y۱, t+ s) ∗′ · · · ∗′ N (xn + yn, t+ s)

=
n∏

j=۱

N (xj + yj, t+ s)

= Φ(x+ y, t+ s)

می کند. کامل را اثبات این

نامتناهی زیرمجموعه یک A و فازی اقلیدسی دار نرم فضای یک (Rn,Φ, ∗) کنید فرض .۱۱ .۲ .۱ لم

دارد. حدی نقطه یک حداقل A صورت این در است. F−کراندار و

بنابراین، است، F−کراندار ،A چون باشد. A در نامتناهی دنباله یک
{
x(m)

}
کنید فرض اثبات.

که قسمی به r۰ ∈ (۰, ۱) و t۰ > ۰ دارد وجود نتیجه، در .
{
x(m)

}
m≥۱

۱ − r۰ < Φ (x, t۰)

داریم وجود، این با .Er۰,Φ(x) ≤ t۰ می دهد نشان که x ∈ A هر برای

Er۰,Φ(x) = inf {t > ۰ : ۱ − r۰ < Φ(x, t)}

= inf

{
t > ۰ : ۱ − r۰ <

n∏
j=۱

N (xj, t)

}
≥ inf {t > ۰ : ۱ − r۰ < N (xj, t)}

= Er۰,N (xj)

۹



{
x
(m)
j

}
حقیقی دنباله یعنی است، k = t۰

Er۰,N (I)
آن در |xj| ≤ k بنابراین، .۱ ≤ j ≤ n هر برای

به توجه با که دارد وجود
{
x
(mk۱)
۱

}
زیردنباله بنابراین، است. کراندار j ∈ {۱, · · · , n} هر برای

زیردنباله بنابراین و است کراندار
{
x
(mk۱)
۲

}
متناظر دنباله است. همگرا A در x۱ به ،N فازی نرم

است. همگرا x۲ به N فازی نرم به توجه با که دارد وجود
{
x
(mk۱)
۲

}
از
{
x
(mk۲)
۲

}
x = (x۱, · · · , xn) ∈ Rn نقطه یک به که می کنیم پیدا را

{
x(mk)

}
دنباله روند، این ادامه با

می کند. کامل را اثبات این همگراست.

کنید فرض باشد. فازی اقلیدسی دار نرم فضای یک (Rn,Φ, ∗) کنید فرض .۱۲ .۲ .۱ لم

{Q۱, Q۲, · · · }

بسته Qk هر ،Qk+۱ ⊆ Qk که قسمی به باشد Rn در غیرتهی زیرمجموعه از شمارش قابل مجموعه ای

است. بسته و تهی غیر
∩∞

k=۱ صورت، این در است. F−کراندار ،Q۱ و است

مراجعه [۱] در ۳ .۲۵ قضیه (به می رود پیش کلاسیک حالت مانند اثبات فوق، لم از استفاده با اثبات.

کنید).

x ∈ Qn, r۰ ∈ اگر می گیریم نظر در منطقی گوی یک به عنوان را Bx(r, t) بعدی n گوی یک

باشد. برقرار t ∈ Q+ و (۰, ۱)

در ،∗ آن در که است فازی اقلیدسی دار نرم فضای یک (Rn,Φ, ∗) کنید فرض .۱۳ .۲ .۱ قضیه

باز گوی های از شمارشی قابل مجموعه G = {A۱, A۲, · · · } کنید فرض می کند. صدق (۲ .۲ .۱)

باشد، می  شود، هم X شامل که Rn از باز زیرمجموعه یک S و x ∈ Rn اگر باشد. بعدی n منطقی

است. برقرار k ≥ ۱ بعضی برای x ∈ Ak ⊆ S که قسمی به دارد وجود Ak ∈ G صورت، این در

.Bx(r, t) ⊆ S که قسمی به t > ۰ و r ∈ (۰, ۱) دارد وجود است، باز S و x ∈ S که آنجا از اثبات.
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که قسمی به آوریم دست به را η ∈ (۰, ۱) می توانیم اکنون

۱ − r < (۱ − η) ∗ (۱ − η).

که قسمی به است متناهی دنباله {ξk}nk=۱ کنید فرض

۱ − η <
n∏

k=۱

(۱ − ξk) .

دست به را y = (y۱, · · · , yn) ∈ Qn توانیم می صورت این در می باشد. x = (x۱, · · · , xn) و

که قسمی به بیاوریم

(۱ − ξk) < N

(
xk − yk,

t

۲

)
.

داریم بنابراین،

(۱ − ξk) < N

(
xk − yk,

t

۲

)
.

.x ∈ By

(
η, t

۲

)
بنابراین و

در باشد. z ∈ By

(
η, t

۲

)
کنید فرض است. By

(
η, t

۲

)
⊆ Bx(r, t) که می کنیم ثابت اکنون

داریم صورت این

Φ

(
y − z,

t

۲

)
> ۱ − η

بنابراین، و

۱ − r < (۱ − η) ∗ (۱ − η) ≤ Φ

(
x− y,

t

۲

)
∗ Φ

(
y − z,

t

۲

)
≤ Φ(x− z, t).

و t۰ <
t
۲ که قسمی به دارد وجود t۰ ∈ Q دیگر، طرف از

x ∈ By (η, t۰) ⊆ By

(
η,

t

۲

)
⊆ Bx(r, t) ⊆ S.

می کند. کامل را اثبات این داریم. را By (η, t۰) ∈ G اکنون
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(۲ .۲ .۱) شرط در ،∗ آن در که (Rn,Φ, ∗) فازی اقلیدسی دار نرم فضای یک در .۱۴ .۲ .۱ نتیجه

است. فشرده F−کراندار و بسته مجموعه هر می کند، صدق

است. [۱] در ۳ .۲۹ قضیه برهان به شبیه اثبات.

در ،∗ آن در که است فازی اقلیدسی دار نرم فضای یک (Rn,Φ, ∗) کنید فرض .۱۵ .۲ .۱ نتیجه

−F اگر تنها و اگر است فشرد ه مجموعه ای S صورت این در .S ⊆ Rn و می کند صدق (۲ .۲ .۱)

باشد. بسته و کراندار

است. کامل (Rn,Φ, ∗) فازی اقلیدسی دار نرم فضای .۱۶ .۲ .۱ نتیجه

چون است. (Rn,Φ, ∗) فازی اقلیدسی دار نرم فضای در کوشی دنباله یک {xm} کنید فرض اثبات.

Eλ,Φ (xn − xm) = inf {t > ۰ : Φ (xn − xm, t) > ۱ − λ}

= inf

{
t > ۰ :

n∏
j=۱

N (xm,j − xn,j, t) > ۱ − λ

}
≥ inf {t > ۰ : N (xm,j − xn,j, t) > ۱ − λ}

= Eλ,N (xm,j − xn,j) = |xm,j − xn,j|Eλ,N(۱)

xj ∈ R در نقطه ای به بنابراین، و Rاست در کوشی دنباله یک j = ۱, · · · , n هر برای {xm,j} دنباله

همگرا (R, N, ∗) فازی دار نرم فضای در {xm,j} دنباله ،۱۵ .۲ .۲ لم طریق از پس، می شود. همگرا

است.

داریم واقع، در می شود. همگرا x = (x۱, · · · , xn) نقطه ی به {xm} که می کنیم ثابت اکنون،

lim
m→∞

Φ (xm − x, t) = lim
m→∞

n∏
j=۱

N (xm,j − xj, t) = ۱ ∗′ · · · ∗′ ۱ = ۱.

کند. می کامل را اثبات این
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ارشمیدسی غیر فازی دار نرم فضاهای ۳ .۱

به است [۰,∞) به K از | · | (ارزیابی) تابع یک با K میدان یک ارشمیدسی غیر میدان از ما منظور

،r, s ∈ K هر برای که قسمی

.r = ۰ اگر تنها و اگر |r| = ۰ .۱

.|rs| = |r||s| .۲

.|r + s| ≤ max{|r|, |s|} .۳

بدیهی ارزیابی از ما مقصود است. n ≥ ۱ هر برای |n| ≤ ۱ و |۱| = | − ۱| = ۱ است واضح

بگیریم. نظر در |۰| = ۰ و ۱ را صفر از غیر چیزی هر که است این | · | نگاشت

یعنی باشد، | · | بدیهی غیر ارزیابی یک با K میدان روی بر برداری فضای یک X کنید فرض

نباشد. {۰, ۱} در |a۰| که قسمی به دارد وجود a۰ ∈ K

pای اعداد [۳] در ۱۸۹۷ سال در هستند. ای p اعداد ارشمیدسی غیر فضای نمونه های مهمترین

برای کنید. مشخص را p اول عدد کرد. کشف مختلط آنالیز در توانی سری مشابه نظری عدد به عنوان را

باشد، x = a
b
pnx که قسمی به nx ∈ Z فرد به منحصر صحیح عدد یک ،x صفر غیر گویای عدد هر

ترم یک |x|p := p−nx بنابراین، نیستند. بخش پذیر y بر که هستند صحیحی اعداد b و a که جایی

با d(x, y) = |x − y|p متریک به توجه با Q تکمیل کند. می مشخص را Q روی ارشمیدسی غیر

می گویند. pای اعداد میدان آن به که می شود، داده نشان Qp

صدق زیر شرایط در که شرطی به نامند می ارشمیدسی غیر نرم یک را ∥ · ∥ : X → [۰,∞) تابع

کند.

.x = ۰ اگر تنها و اگر ∥x∥ = ۰ (NAN1)

.∥rx∥ = |r|∥x∥ ،x ∈ X و r ∈ K هر برای (NAN2)
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یعنی العاده)، (فوق قوی مثلثی نامساوی (NAN3)

∥x+ y∥ ≤ max{∥x∥, ∥y∥}

.x, y ∈ X هر برای

می شود. نامیده ارشمیدسی غیر دار نرم فضای یک (X, ∥ · ∥) صورت این در

که واقعیت این به توجه با

∥xn − xm∥ ≤ max {∥xj+۱ − xj∥ : m ≤ j ≤ n− ۱}

اگر تنها و اگر است X در کوشی دنباله یک {xn} دنباله ،،n > m با n,m ≥ ۱ هر برای

شود. همگرا صفر به ارشمیدسی غیر دار نرم فضای یک در {xn+۱ − xn}

همگرا کوشی دنباله هر آن در که است فضایی کامل ارشمیدسی غیر دار نرم فضای یک از ما مقصود

می باشد.

NA فازی دار نرم فضای اختصار به (که ارشمیدسی غیر فازی دار نرم فضای یک .۱ .۳ .۱ تعریف

K ارشمیدسی غیر میدان روی خطی فضای یک X آن در که است، (X,N, ∗) سه تایی می گویند)،

هر برای که است X × (۰,∞) روی فازی مجموعه یک N و است پیوسته t−نرم یک ∗ است،

می کند: صدق زیر شرایط در t, s > ۰ و x, y ∈ X

.N(x, t) > ۰ (NAN1)

.x = ۰ اگر تنها و اگر N(x, t) = ۱ (NAN2)

.α ̸= ۰ هر برای ،N(αx, t) = N
(
x, t

|α|

)
(NAN3)

.N(x, t) ∗N(y, s) ≤ N(x+ y,max{t, s}) (NAN4)

است. پیوسته N(x, .) : (۰,∞) −→ [۰, ۱] (NAN5)

.limt→۰ N(x, t) = ۰ و limt→∞ N(x, t) = ۱ (NAN6)
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آن گاه باشد، برقرار (NAN4) اگر که فهمید می توان راحتی به

N(x+ y, t) ≥ N(x, t) ∗N(y, t)

است. برقرار

دهید قرار باشد. ارشمیدسی غیر دار نرم خطی فضای یک (X, ∥ · ∥) کنید فرض .۲ .۳ .۱ مثال

N(x, t) =
t

t+ ∥x∥

ارشمیدسی غیر فازی دار نرم فضای یک (X,N,min) صورت این در .t > ۰ و x ∈ X هر برای

است.

کنید فرض باشد. ارشمیدسی غیر فازی دار نرم فضای یک (X,N, ∗) کنید فرض .۳ .۳ .۱ تعریف

باشد. X در دنباله ای {xn}

که قسمی به باشد داشته وجود x ∈ X اگر می گویند همگرا را {xn} دنباله .۱

lim
n→∞

N (xn − x, t) = ۱

می شود. نامیده {xn} دنباله حد x نقطه حالت این در باشد. t > ۰ برای

داشته وجود ،t > ۰ و ε > ۰ هر برای اگر می شود محسوب کوشی دنباله X در {xn} دنباله .۲

،p > ۰ و n ≥ n۰ هر برای که طوری به n۰ ≥ ۱ باشد

N (xn+p − xn, t) > ۱ − ε.

فضای و می شود نامیده کامل فازی، دار نرم فضای آن گاه باشد، همگرا X در کوشی دنباله هر اگر .۳

شود. می نامیده باناخ ارشمیدسی غیر فضای یک ،(X,N, ∗) ارشمیدسی غیر فازی دار نرم
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در باشد. ارشمیدسی غیر فازی دار نرم فضای یک (X,N,min) کنید فرض .([۴]) ۴ .۳ .۱ تذکر

داریم صورت این

N (xn+p − xn, t) ≥ min {N (xn+j+۱ − xn+j, t) : j = ۰, ۱, ۲, · · · , p− ۱} .

باشد داشته وجود ،t > ۰ و ε > ۰ هر برای اگر است کوشی دنباله یک X در {xn} دنباله بنابراین،

،n ≥ n۰ هر برای که قسمی به ،n۰ ≥ ۱

N (xn+۱ − xn, t) > ۱ − ε.

شهودی فازی داخلی ضرب فضاهای ۴ .۱

کنید فرض بخش این کل در

H(t) =

{
۱L∗ , t > ۰
۰L∗ , t ≤ ۰

که طوری به باشد [۰, ۱] به X۲ × (۰,+∞) از فازی مجموعه های ϕ, φ کنید فرض .۱ .۴ .۱ تعریف

فازی داخلی ضرب فضای یک است. t > ۰ و x, y ∈ X هر برای ϕ(x, y, t) + φ(x, y, t) ≤ ۱

حقیقی، برداری فضای X آن در که است، (X,Fϕ,φ, T ) تایی سه (IFIP فضای اختصار (به شهودی

هر برای که است X۲ × R روی شهودی فازی مجموعه Fϕ,φ و پیوسته نمایش t−قابل نرم یک T

می کند: صدق زیر شرایط در t ∈ R و x, y, z ∈ X

.Fϕ,φ(x, y, ۰) = ۰ (IFI1)

.Fϕ,φ(x, y, t) = Fµ,v(y, x, t) (IFI2)

.x = ۰ اگر تنها و اگر ،t ∈ R هر برای ،Fϕ,φ(x, x, t) = H(t) (IFI3)

،α حقیقی عدد هر برای (IFI4)

Fϕ,φ(αx, y, t) =


Fϕ,φ

(
x, y, t

α

)
, α > ۰

H(t), α = ۰
Ns

(
Fϕ,φ

(
x, y, t

α

))
, α < ۰
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.sup {T (Fϕ,φ(x, z, s),Fϕ,φ(y, z, r))} = Fϕ,φ(x+ y, z, t) (IFI5)

است. پیوسته R\{۰} روی Fϕ,φ(x, y·) : R → [۰, ۱] (IFI6)

.limt→+∞ Fϕ,φ(x, y, t) = ۱L∗ (IFI7)

عادی، داخلی ضرب فضای یک (X,< ·, · >) کنید فرض .۲ .۴ .۱ مثال

T (a, b) = (a۱b۱,min {a۲ + b۲, ۱})

باشد. X۲ × (۰,∞) در فازی مجموعه های ϕ, φ و b = (b۱, b۲) ∈ L∗ و a = (a۱, a۲) هر برای

کنید تعریف

Fϕ,φ(x, y, t)

=

{
(ϕ(x, y, t), φ(x, y, t)) =

(
m|<x,y>|۱/۲

ktn/۲+m|<x,y>|۱/۲ ,
ktn/۲

ktn/۲+m|<x,y>|۱/۲

)
, t > ۰,

۰, t ≤ ۰

اگر ویژه به است. IFIP فضای یک (X,Fϕ,φ, T ) صورت، این در .k,m, n ∈ R+ هر برای

داریم آن گاه باشد، k = m = n = ۱

Fϕ,φ(x, y, t)

=

{
(ϕ(x, y, t), φ(x, y, t)) =

(
|<x,y>|۱/۲

t۱/۲+|<x,y>|۱/۲ ,
t۱/۲

t۱/۲+|<x,y>|۱/۲

)
, t > ۰,

۰ t ≤ ۰

می گویند. ·⟩ و ⟨· داخلی ضرب توسط القایی شهودی فازی داخلی ضرب آن به که

نتایج و اصلی ویژگی های ۱ .۴ .۱

می دهیم قرار را زیر عبارت ،z ∈ X هر برای و باشد IFIP فضای یک (X,Fϕ,φ, T ) کنید فرض

ξz = {Fϕ,φ(x, z, ·) : x ∈ X} .
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می کنیم تعریف زیر صورت به ،α, t ∈ R هر برای ،ξz روی را اسکالر ضرب و }جمع
α⊙Fϕ,φ(x, z, t) = Fϕ,φ(αx, z, t),

Fϕ,φ(x, z, t)⊕Fϕ,φ(y, z, t) = Fϕ,φ(x+ y, z, t)
(۱ .۱)

است. اثبات قابل سادگی به زیر قضیه

باشد. T پیوسته نمایش t−قابل نرم با IFIP فضای یک (X,Fϕ,↑, T ) کنید فرض .۳ .۴ .۱ قضیه

و است حقیقی خطی فضای یک ξz مجموعه شد، گفته (۱ .۱) در که اعمالی اساس بر صورت، این در

می شود. محسوب X از همسانی تصویر ξz

به را ξ در ≤L∗ جزئی ترتیب باشد برقرار ξ = {Fϕ,φ(x, y, ·) | x, y ∈ X} کنید فرض اکنون

کنید تعیین زیر صورت

Fϕ,φ(x, y, ·) ≤ L∗Fϕ,φ (x
′, y′, ·) ⇐⇒ Fϕ,φ(x, y, t) ≤ L∗Fϕ,φ (x

′, y′, t)

که دید می توان راحتی به ،⟨x, y⟩ = Fϕ,φ(x, y, ·) دادن قرار طریق از بنابراین و t ∈ R هر برای

تا (IFI-1) شروط از زیرا است عادی داخلی ضرب شبیه کاملا شهودی فازی درونی ضرب حاصل

داریم: α ∈ R و x, y, z ∈ X هر برای آن طبق که می کند، تبعیت ۳ .۴ .۱ قضیه و (IFI-5)

.< x, y >=< y, x > (a)

.x = ۰L∗ اگر تنها و اگر ⟨x, x⟩ = H خاص، حالت در ،⟨x, x >≥L∗ H (b)

.< αx, y >= α⊙ < x, y > (c)

.⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩ ⊕ ⟨y, z⟩ (d)

می کنیم. اثبات IFIP فضاهای در را شوارتز نامساوی اکنون

با T پیوسته نمایش t−قابل نرم یک با IFIP فضای یک (X,Fϕ,φ, T ) کنید فرض .۴ .۴ .۱ قضیه

داریم ،t, s > ۰ و u, v ∈ X هر برای صورت این در باشد. T (a, a) >L∗

Fϕ,φ(u, v, ts) ≥L∗ T
(
Fϕ,φ

(
u, u, t۲) ,Fϕ,φ

(
v, v, s۲)) (۲ .۱)
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می دهیم قرار .αt+ s = ۰ یعنی α = − s
t
� کنید فرض اثبات.

a = Fϕ,φ

(
u, u, s۲) , b = Fϕ,φ(αv, u, αts), c = Fϕ,φ

(
αv, αv, α۲t۲) .

داریم (IFI-5) و (IFI-1) به بنا

۰L∗ = Fϕ,φ

(
u+ αv, u+ αv, (αt+ s)۲)

≥L∗ T (T (a, b), T (b, c))

= T ۲(a, (T (b, b), c)

≥ L∗T (a, T (b, c)).

می کنیم تعریف حال

c = Fϕ,φ

(
αv, αv, α۲t۲) = Ns

(
Fϕ,φ

(
v, αv, αt۲)) = Fϕ,φ

(
v, v, t۲)

و

b = Fϕ,φ(αv, u, αts) = Ns (Fϕ,φ(v, u, ts)) .

داریم فوق، نامساوی در b و c جای گذاری با

۰L∗ ≥L∗T ۲ (Fϕ,φ

(
u, u, s۲) ,Ns (Fϕ,φ(v, u, ts)) ,Fϕ,φ

(
v, v, t۲))

=T ۲ (Fϕ,φ

(
u, u, s۲) ,Fϕ,φ

(
v, v, t۲)) ,Ns (Fϕ,φ(v, u, ts))

≥L∗
((
ϕ
(
u, u, s۲) ∗ ϕ (v, v, t۲))+ ۱ − ϕ(v, u, ts)− ۱(

φ
(
u, u, s۲) ⋄ φ (

v, v, t۲))+ ۱ − φ(v, u, ts)− ۱
)

می کند. کامل را اثبات این

باشد. T پیوسته نمایش t−قابل نرم یک با IFIP فضای یک (X,Fϕ,φ, T ) کنید فرض .۵ .۴ .۱ لم

است. نزولی غیر ،p, q ∈ X هر برای t به نسبت Fϕ,φ(p, q, ·) صورت، این در
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و k = s− t > ۰ صورت این در باشد. t < s کنید فرض اثبات.

Fϕ,φ(p, q, t) = T (Fϕ,φ(p, q, t), ۱L∗)

= T (Fϕ,φ(p, q, t),Fϕ,φ(۰, q, k))

≤ L∗Fϕ,φ(p, q, t+ k)

= Fϕ,φ(p, q, s)

می کند. کامل را اثبات این

با T پیوسته نمایش t−قابل نرم با IFIP فضای یک (X,Fϕ,φ, T ) کنید فرض .۶ .۴ .۱ قضیه

(IFN (فضای حقیقی شهودی فازی دار نرم فضای یک X صورت، این در باشد. T (a, a) >L∗

است.

می کنیم تعریف اثبات.

Pϕ,φ(x, t) =

{
۰, t ≤ ۰
Fϕ,φ (x, x, t

۲) , t > ۰

و x, y ∈ X, t۱ > ۰ هر برای می کند. صدق ۱ .۴ .۱ تعریف شروط در Pϕ,φ که می دهیم نشان اکنون

فرض با ،t۲ > ۰

a = Fϕ,φ

(
x, x, t۲

۱
)
, b = Fϕ,φ (x, y, t۱t۲) , c = Fϕ,φ

(
y, y, t۲

۲
)
.

داریم شوارتز، نامساوی و (IFI-5) از

Pϕ,φ (x+ y, t۱ + t۲) = Fϕ,φ

(
x+ y, x+ y, (t۱ + t۲)

۲
)

≥ L∗T (T (a, b), T (b, c)) = T ۲(a, c, (T (b, b))

≥ L∗T (a, T (c, b)) = T (T (a, b), c)

≥ L∗T (T (a, c), T (a, c)) ≥L∗ T (a, c)

= T (Pϕ,φ (x, t۱) ,Pϕ,φ (x, t۲))

می کند. کامل را اثبات این که کرد مشاهده (IFI-7) و (IFI6) از استفاده با توان می را شروط سایر
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IFIP فضای هر زیرا است. هاوسدورف فضای IFI فضای هر شد، اشاره [۶ ،۵] در که همانطور

شود: می القاء همسایگی ها خانواده طریق از τF توپولوژی در و است (حقیقی) IFI فضای یک

{Up(ε, λ), p ∈ X, ε > ۰, ۰ < λ < ۱}

.Up(ε, λ) = {x ∈ X : P(x− p, ε) > L∗Ns(λ)} آن در که

گفته می کند. صدق ۶ .۴ .۱ قضیه شروط در که باشد IFIP فضای یک (X,Fϕ,φ, T ) کنید فرض

،(xn
τF−→ x می شود نوشته (و است τF−همگرا ،x ∈ X نقطه به X در {xn} دنباله که می شود

به N۰ = N۰(ε, λ) مثبت صحیح عدد یک باشد داشته وجود ،۰ < λ < ۱ و ε > ۰ هر برای اگر

که قسمی

P (xn − x, ε) > L∗Ns(λ)

باشد. n ≥ N۰ که زمانی

صدق ۶ .۴ .۱ قضیه شروط در که باشد IFIP فضای یک (X,Fϕ,φ, T ) کنید فرض .۷ .۴ .۱ قضیه

هر برای صورت این در .un
τF→ ۰ که طوری به باشد X در دنباله یک {un} که کنیم فرض می کند.

که طوری به دارد وجود N = N(ϵ, λ) ،۰ < λ < ۱ و ϵ > ۰ ،v ∈ X

Fϕ,φ

(
un, un, (ε/t۰)

۲
)
>L∗ Ns(a)

.n ≥ N که زمانی

که طوری به کنیم پیدا a, b ∈ (۰, ۱) می توانیم ،۰ < λ < ۱ هر برای اثبات.

T (Ns(a),Ns(b) > L∗Ns(λ) (۳ .۱)

که طوری به t۰ > ۰ دارد وجود ،۵ .۴ .۱ لم و IFIP فضای تعریف طبق

Fϕ,φ

(
v, v, t۲

۰
)
>L∗ Ns(b).
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که طوری به n۰ دارد وجود ،a عدد هر برای ،un
τF→ ۰ چون

Fϕ,φ

(
un, un, (ε/t۰)

۲
)
>L∗ Ns(a)

،v ∈ X هر برای شوارتز، نابرابری اساس بر باشد. n ≥ n۰ وقت هر

Fϕ,φ (un, v, ε) = Fϕ,φ (un, v, (ε/t۰) t۰)

≥L∗ T
(
Fϕ,φ

(
un, un, (ε/t۰)

۲
)
,Fϕ,φ

(
v, v, t۲

۰
))

≥L∗ T (Ns(a),Ns(b)

>L∗ Ns(λ)

به باشد X در دنباله ای {un} و باشد IFIP فضای یک (X,Fϕ,φ, T ) کنید فرض .۸ .۴ .۱ تعریف

می شود نامیده IF−پیوسته Fϕ,φ ،v ∈ X هر برای صورت، این در .un
τT−→ u۰ ∈ X که طوری

اگر

lim
n→∞

Fϕ,φ (un, v, t) = Fϕ,φ (u۰, v, t) .

تعامد ۲ .۴ .۱

می کنیم. تعریف زیر صورت به را IFIP فضای یک در تعامد مفهوم اکنون

u, v ∈ X نقاط می شود گفته باشد. IFIP فضای یک (X,Fϕ,φ, T ) کنید فرض .۹ .۴ .۱ تعریف

اگر هستند متعامد

Fϕ,φ(u, v, t) = H(t)

می شود. داده نشان u ⊥ v نماد با u, v ∈ X بودن متعامد .t ∈ R هر برای

دارد: را زیر ویژگی های تعامد باشد. IFIP فضای یک (X,Fϕ,φ, T ) کنید فرض .۱۰ .۴ .۱ قضیه
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.۰ ⊥ u ،u ∈ X هر برای (O1)

.v ⊥ u آن گاه ،u ⊥ v اگر (O2)

.u = ۰ آن گاه ،u ⊥ u اگر (O3)

.u ⊥
(∑n

i=۱ ui

)
آن گاه ،u ⊥ ui باشیم داشته i = ۱, ۲, · · · , n هر برای اگر (O4)

.u ⊥ av داریم a ∈ R هر برای آن گاه ،u ⊥ v اگر (O5)

،v ⊥ un باشیم داشته n = ۱, ۲, · · · هر برای و un
τJ−→ u باشد، IF−پیوسته ،Fϕ,φ اگر (O6)

.v ⊥ u آن گاه
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