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 ی ایثار و از خودگذشتگی؛شان از کلمهپاس تعبیر عظیم و انسانیبه
 ی سرشار و گرمای امیدبخش وجودشان که در این سردترین روزگاران بهترین پشتیبان است؛پاس عاطفهبه
 گراید؛دانی و ترس در پناهشان به شجاعت میکه فریادرس است و سرگر های بزرگشانپاس قلببه

 کند؛دریغشان که هرگز فروکش نمیهای بیپاس محبّتو به
زیزم تقدیم می  کنم.این مجموعه را به پدر و مادر ع

  



 تقدیر و تشکر               

تاکنون مرا   م رسیده و از هیچ محّبتی دریغ نکرد و در تمام مراحل زندگی سپاس ایزد منّان که به من این فرصت را داد تا به این مرحله از عل 
 قوت قلب بوده .

ق بیان گهربار مولای متقّیان که فرمودند :  بر حسب وظیفه و مصدا
آقای را بنده خویش ساخته است .(( خود را مدیون زحمات استاد با کمالات و شایسته ام ، جناب ))هر کس کلمه ای به من بیاموزد م 

پیشنهادها و انتقادهای مفید خود راهنمایی مرا در  دکتر حسین صمیمی حق گزار می دانم . ایشان حقیّ مضاعف بر گردن من داشته اند و با
لطفشان را منّت دارم و تلاششان را سپاس گزارم .مراحل تهیّه این پایان نامه عهده دار بوده اند. 
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 چکیده:     

 

 گویا و آزمونی تجربی برای بازده سهام مدل جدیدی در گارچ نامتقارن، گارچ

 امین منصوری کوهستانی

 

 

   

عنوان مدل گارچ گویا با جملات خطای های گارچ بای مدلاز خانواده نامه مدل جدیدیدر این پایان    

های همراه مدلپارامترهای مدل جدید به ،ی بیز و برآورد پارامتر بیزیشود. براساس قضیهنرمال تعریف می

های عددی زنجیر هستینگز از روش₋آید که برای آن از الگوریتم متروپلیسدست میدیگر تحت مقایسه به

 ،های تأثیر اخبارانحراف اطّلاعات و منحنیکارلو کمک گرفته شده است. با استفاده از معیار رکف مونتما

ثبت نوسانات فرایند بندی هر مدل برای گیرد که براساس آن رتبهکارایی هر مدل مورد بررسی قرار می

 گیرد.انجام می ،بینی تلاطم آیندهتصادفی و پیش

 

 

 

 

 

 

های گویا، معیار انحراف اطّلاعات، اهرم، تقریب های گارچ نامتقارن، اثرگویا، مدل رچل گا: مدهاکلید واژه

منحنی تأثیر اخبار 



1 

 

 

 پیش گفتار    

طور شود. این نوسانات بهیک معیار مهم ریسک محسوب می های سهامبازده های مالی، نوساناتدر داده    

چون قیمت هم ایهای قابل مشاهدهبایست از کمّیتند و میمشاهده نیستهای مالی قابل مستقیم در بازار

کند یک روش های دارایی را ثبت میدارایی سهام برآورد شوند. استفاده از یک مدل که خواص بازده

تمایل  ،های داراییهای قابل توجّه بازدهگسترده و کارآمد برای برآورد نوسانات است. یکی از خاصیت

                                                         شود.ای گفته میها است که به آن نوسانات خوشهزرگ به خوشهنوسانات ب

ترین اند که مدل گارچ نامتقارن یکی از محبوبها معرفّی شدههای متعدّدی برای برآورد نوسانات بازدهمدل

گویا که از توابع گویا برای تقریب فرایند  گارچعنوان مدل . تعمیم جدیدی از این مدل را بااستها این مدل

کنیم. مقایسه می 1𝐴𝑅𝐶𝐻های نامتقارن خانوادهرا با سایر مدل ایم و آنمعرفّی کرده ،کندنوسانی استفاده می

 ایم و درانجام دادههای تأثیر اخبار برای هرمدل لاعات و منحنیاستفاده از معیار انحراف اطّ این مقایسه را با

 دهد.ها نشان میبه سایر مدل که مدل جدید کارایی بهتری را نسبت خواهیم دادشان نهایت ن

 فصل
ی
 ها معرّف

کنیم.                                 تعریف می های بعدی راموردنیاز برای فصل یهل مفاهیم اولیّوّدر فصل ا •

ها لاعات برای مقایسه با سایر مدلهای اطّعیارهای برآورد پارامتر مدل جدید و مم روشدر فصل دوّ •

شود.                                                                                                               آورده می

ش عددی ورهای آن بهاز برآورد پارامتر کنیم و بعدفی میگویا را معرّ م مدل جدید گارچدر فصل سوّ •

.کنیممیهای مطرح شده مقایسه با سایر مدل ،کارلومونت زنجیر مارکف

                                                           
1Autoregressive Conditional Heteroscedasticity  



 

 

 فصل اوّل

نیاز مطالب و مفاهیم مورد 
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 های بعدی را بیان کنیم.مفاهیم موردنیاز در فصلاز  خواهیم برخیدر این فصل می    

1-1    
ّ
 ای بر سریمهمقد

ی
 زمان

,𝑋1شکلاهدات بهای از مشزمانی دستهیک سری. 1-1-1 تعریف 𝑋2, … , 𝑋𝑇 نباشد که برحسب زمامی𝑇 

مهندسی است ها از اقتصاد تا تغییر آن یهای مختلف که حوزههای متعدّدی در زمینهمرتبّ شده است. مثال

 ها قسمت مهمیّ از آمار است.آید که تجزیه و تحلیل آنپیش می

𝑋𝑡زمانیسری. 2-1-1 تعریف ∶ 𝑡 = 1, … , 𝑇 طور را پیوسته گوییم هرگاه مشاهدات اجزای سری به

های زمانی گسسته است هرگاه مشاهدات تنها در زمانپیوسته در زمان ایجاد شوند و درمقابل یک سری

 های مساوی از یکدیگر قرار دارند، ایجاد شوند.طور معمول در فاصلهمعیّنی که به

2-1    
ی
 فرایندهای تصادف

که  تصادفی با اندیس مرحله یا زمان است هایای از متغیّرتصادفی مجموعهایند یک فر. 1-2-1 تعریف

عنوان متغیّر هب 𝑡دهد. با درنظر گرفتنوضعیتّ یک پدیده یا آزمایش تصادفی را درطول یک دوره نشان می

:𝑋𝑡}یتصادفی متناسب با آن، مجموعه متغیّر 𝑋𝑡زمان و  𝑡𝜖𝑇}  که درآن𝑋𝑡 به ازای هر𝑡𝜖𝑇 ،  یک متغیّر

تواند ، می (𝑇)نامند. درحالت کلیّ فضای حالت فرایند تصادفیتصادفی می ینداتصادفی است را یک فر

 .[1]پیوسته را اختیار کندهای گسسته یا مقدار

:𝑋𝑡}تصادفی برای یک فرایند. 2-2-1 تعریف 𝑡𝜖𝑇}  ،یر ت زصوربه ی میانگین(تابع میانگین)دنباله

 شودتعریف می

𝜇𝑡 = 𝐸[𝑋𝑡] . 

𝜇𝑡 زمان انتظار فرایند درردمقدار مو 𝑡 نقطه از فضای حالت متفاوت  هر تواند دراست که درحالت کلیّ می

                                                                                                                       باشد.

 شود صورت زیر تعریف مییند بهاتابع واریانس فر

σ𝑡
2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡) = 𝐸(𝑋𝑡 − 𝜇𝑡)

2. 

 شکل زیر استبه 𝑘فرایند برای هر تأخیرزمانی یک تابع اتوکواریانس

ϒ𝑡,𝑘 = 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡+𝑘) = 𝐸((𝑋𝑡 − 𝜇𝑡)(𝑋𝑡+𝑘 − 𝜇𝑡+𝑘)) = 𝐸(𝑋𝑡𝑋𝑡+𝑘) − 𝜇𝑡𝜇𝑡+𝑘 . 
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 کنیمتعریف می 𝑘را برای هر تأخیرزمانی یندایک فر )𝐴𝐶𝐹(2تابع خودهمبستگی

𝜌𝑡,𝑘 = 𝐶𝑜𝑟𝑟(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡+𝑘) =
𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡+𝑘)

√𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡)𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡+𝑘)
=

𝛾𝑡,𝑘

√𝛾𝑡,𝑡  𝛾𝑘,𝑘
 . 

𝑋𝑡نظر گرفتن با در
𝑋𝑡+𝑘 و ′

، برای تابع خودهمبستگی  𝑋𝑡 و𝑋𝑡+𝑘یخطّ هایعنوان بهترین برآوردگربه ′

 داریم یند تصادفیافر یک )𝑃𝐴𝐶𝐹(3جزئی

𝜙𝑡,𝑘 = 
𝐶𝑜𝑣[(𝑋𝑡 − 𝑋𝑡

′)  , ( 𝑋𝑡+𝑘 − 𝑋𝑡+𝑘
′ )]

√𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡 − 𝑋𝑡
′) √𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡+𝑘 − 𝑋𝑡+𝑘

′ )
 . 

تعریف نیست چون ممکن است واریانس  ی فرایندها خوشهمبستگی برای همهتابع خود. 3-2-1 نکته

تعریف باشد مقدار آن  خوش همبستگینهایت باشد. اگر تابع خودبرابر صفر)برای یک فرایند ثابت( یا بی

منفی و  𝑋𝑡و𝑋𝑡+𝑘ی همبستگی کامل بیندهندهنشان ،یکقدار گیرد، که مقرار می [1,1−]یدر محدوده

را ناهمبسته گوییم و  𝑋𝑡 و𝑋𝑡+𝑘ی ضدهمبستگی کامل است. اگر مقدار تابع صفر گردد،نشان دهنده ،یک

 .[2]بود ها صفر خواهدمستقل باشند آنگاه خودهمبستگی آن 𝑋𝑡 و𝑋𝑡+𝑘اگر

با زمان  تصادفیفرایند  معنا است که قوانین احتمالی حاکم بر این به ماناییطور کلیّ هب. 4-2-1 تعریف

ی مقادیر ازای همهیک فرایند را مانای اکید گوییم هرگاه بهکند یعنی فرایند در تعادل آماری است. تغییر نمی

𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛 و برای هر تأخیرزمانیℎ ، توزیع توأم متغیّرهای𝑋𝑡1
, … , 𝑋𝑡𝑛 مانند توزیع توأم 

𝑋𝑡1+ℎ , … , 𝑋𝑡𝑛+ℎ یاندازهاولیّه بهدیگر با تغییر زمان  بیانباشد. بهℎ  توزیع توأم متغیّرها تغییری نداشته

 .باشد

شد و ابیند تصادفی مانای ضعیف خواهد بود اگر دارای میانگین و واریانس ثابت ایک فر. 5-2-1 تعریف

 یعنی داشته باشیم ،تصادفی باشد زمانی متغیّرهای کواریانس آن تنها تابعی از اختلاف

𝐸[𝑋𝑡] = 𝜇          ثابت 

                                          𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡) = 𝐸[(𝑋𝑡 − 𝜇𝑡)
2] = 𝜎2 < ∞                     

                                                     𝛾𝑡,𝑠  = 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡 , 𝑋𝑠) = 𝑓(𝑡 − 𝑠)         𝑡 < 𝑠  .    

                                                           
2Autocorrelation Function  

3Partial Autocorrelation Function 
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 واریانس و ساختار اتوکواریانس ثابت باشد.، میانگینکند که یک فرایند مانا باید دارای می شرط بیان این سه

𝜌𝑡,𝑘تابع خودهمبستگیاگر فرایند تصادفی مانا باشد، . 6-2-1 نکته = 𝐶𝑜𝑟𝑟(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡+𝑘) فقط به تأخیر 

 داد. نشان  𝜌𝑘توان آن را بابستگی دارد. بنابراین می𝑘 زمانی

 ام درواقع برابر𝑘رجزئی در تأخی در یک فرایند تصادفی، تابع خودهمبستگی. 7-2-1 نکته

𝜙𝑡,𝑘 = 𝐶𝑜𝑟𝑟 (𝑋𝑡 , 𝑋𝑡+𝑘⃒𝑋𝑡+1, 𝑋𝑡+2, . . . , 𝑋𝑡+𝑘−1) 

 نشان داده و خواهیم داشت 𝜙𝑘𝑘را با  بستگی دارد و آن 𝑘شرایط مانایی، فقط به است که در

𝜙𝑘𝑘 =

|

1 𝜌1 𝜌2
𝜌1 1 𝜌1
⋮

𝜌𝑘−1

⋮
𝜌𝑘−2

⋮
𝜌𝑘−3

   

⋯ 𝜌𝑘−2 𝜌1
⋯ 𝜌𝑘−3 𝜌2

⋮
⋯

⋮
𝜌1

⋮
𝜌𝑘

|

|

1 𝜌1 𝜌2
𝜌1 1 𝜌1
⋮

𝜌𝑘−1

⋮
𝜌𝑘−2

⋮
𝜌𝑘−3

   

⋯ 𝜌𝑘−2 𝜌𝑘−1
⋯ 𝜌𝑘−3 𝜌𝑘−2

⋮
⋯

⋮
𝜌1

⋮
1

|

 . 

:𝑋𝑡}رایندف. 8-2-1 تعریف 𝑡єT} نامند هرگاه خالص می یا اغتشاشو 4محض)نوفه سفید( را تصادفی 

𝐸[𝑋𝑡]همبسته از توزیعی ثابت با میانگین ثابت تصادفی نا هایای از متغیرّدنباله = 𝜇 ،  که معمولأ صفر

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡)شود، واریانس ثابتفرض می = 𝜎
𝑘و برای هر 2 ≠ 0 ، 

𝛾𝑡,𝑘 = 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡+𝑘) = 0 . 

:𝑋𝑡}محض یند تصادفیاکرد که فر چنین عنوانتوان ایناین تعریف می با 𝑡єT}  ،ماناست و داریم 

𝛾𝑘 = {
𝜎2

0      
𝑘 = 0
𝑘 ≠ 0       ,         𝜌𝑘 = {

1
0      

𝑘 = 0
𝑘 ≠ 0        ,         ∅𝑘𝑘 = {

1
0      

𝑘 = 0
𝑘 ≠ 0 . 

 است.بر صفر آن برا 𝑃𝐴𝐶𝐹و 𝐴𝐶𝐹است کهمحض این  های تصادفیاصلی فرایندی مشخصّه

، مقادیر  𝑘زمانی هایدهد که در وقفهمی محض را نشان یک فرایند تصادفی 𝑃𝐴𝐶𝐹و 𝐴𝐶𝐹، (1-1)شکل

𝑘شود و مقدار یک را درجزئی برابر صفر مشاهده می هبستگی و خودهمبستگیخود =  .[3]دارد 0

 

                                                           
4 White Noise 



 6                                                                                                                        فصل اوّل. مطالب و مفاهیم مورد نیاز               

 

 

 

 

 

 

 

 

 اشد.نرمال ب توام آن، محض گاوسی است هرگاه توزیع یک فرایند تصادفی

3-1    
ی
 ماناالگوهای فرایندهای تصادف

 یمرتبه یک الگوی پارامتری از تعداد متناهی از مشاهدات از بینی روند یک فرایند تصادفی بامنظور پیشبه

 کنیم.استفاده می ،آنبیان رفتار  متناهی برای

ی    1-3-1  5(𝑴𝑨)کمتحرّ فرایندهای میانگی 

متحرّک را برای الگودهی به های تصادفی میانگینبار فرایندبرای اولّین 7(1938)و والد 6(1972سلاتسکی)ا

 باشیمباشد اگر داشته می 𝑞یمرتبه متحرّک از، میانگین {𝑍𝑡}فراینداساس این زمانی ارائه کردند. برهایسری

𝑍𝑡 = 𝜇 + 𝑋𝑡 + 𝜃1𝑋𝑡−1 +⋯+ 𝜃𝑞𝑋𝑡−𝑞  . 

𝜎𝑥محض با میانگین صفر و واریانس تصادفی فرایند ، {𝑋𝑡}آن که در
                               است. 2

 صورتبه 𝐿پسرو کارگیری عملگربه متحرّک بابراساس نمایش فرایند تصادفی میانگین

𝐿𝑖𝑍𝑡 = 𝑍𝑡−𝑖  

 زیر بازنویسی کردشکلی فرایند را بهتوان معادلهمی

𝑍𝑡 = 𝜇 +∑𝜃𝑖𝐿
𝑖𝑋𝑡 + 𝑋𝑡                  یا                    𝑍𝑡 = 𝜇 + 𝜃(𝐿)𝑋𝑡  

𝑞

𝑖=1

 

                                                           
5 Moving Average 

6 yEugen Slutsk 
7 Abraham Wald 

𝑧𝑡 : محض یتصادف ندایفر کی 𝑃𝐴𝐶𝐹و 𝐴𝐶𝐹 :1-1 شکل = 𝜇 + 𝑋𝑡 

 

 

𝜌𝑘 

5 1

0 

1.0 

5/0 

0 

5/0- 

1.0- 

∅𝑘𝑘 

k 
5 1

0 

1.0 

5/0 

0 

5/0- 

1.0- 
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 آن که در

𝜃(𝐿) = 1+ 𝜃1𝐿 + 𝜃2𝐿
2 +⋯+ 𝜃𝑞𝐿

𝑞  . 

+1چون  𝜃1
2 +⋯+ 𝜃𝑞

2 < به هیچ  زنیا متحرکّ، همواره مانا است ولذا یک فرایند میانگین ،∞

های معادلهکه تمامی ریشه است پذیری اینندارد اما شرط لازم برای وارون {𝜃𝑖}محدودیّتی روی ضرایب

𝜃𝑞(𝐿) ی =  .[4]،[5]شوند واقع ،واحد یخارج دایره 0

 داریم 𝑞یمتحرّک از مرتبهبرای برخی از خواص فرایند میانگین

𝐸(𝑍𝑡) = 𝜇                                                                

𝑉𝑎𝑟(𝑍𝑡) = 𝛾0 = (1+ 𝜃1
2 + 𝜃2

2 +⋯+ 𝜃𝑞
2)𝜎2           

                 𝐶𝑜𝑣(𝑍𝑡 , 𝑍𝑠 ) = 𝛾𝑡,𝑠  = {
(𝜃𝑠 + 𝜃𝑠+1𝜃1 + 𝜃𝑠+2𝜃2 +⋯+ 𝜃𝑞𝜃𝑞−𝑠)𝜎

2

0     

     
𝑠 = 1,2, … , 𝑞
𝑠 > 𝑞                . 

 8(𝑨𝑹) فرایندهای خودبرگشت   1-3-2

𝜎𝑥محض با میانگین صفر و واریانس محدود یک فرایند تصادفی را {𝑋𝑡}راگ
یک  ، {𝑍𝑡}درنظر بگیریم 2

 نام دارد، اگر 𝑝یفرایند خودبرگشت از مرتبه

𝑍𝑡 = 𝑎1𝑍𝑡−1 + 𝑎2𝑍𝑡−2 +⋯+ 𝑎𝑝𝑍𝑡−𝑝 + 𝜇 + 𝑋𝑡 . 

𝑍𝑡 صورتبرگشت بهکلیّ فرایند تصادفی خودنمایش  = 𝜇 + ∑ 𝑎𝑖𝑍𝑡−𝑖 + 𝑋𝑡
𝑝
𝑖=1 استفاده  است که با 

𝑍𝑡 صورتبهتوان را میآن پسرواز عملگر = 𝜇 + ∑ 𝑎𝑖𝐶
𝑖𝑍𝑡 + 𝑋𝑡 

𝑝
𝑖=1فرض صفر بودن  نوشت. با

𝑎(𝐿)𝑍𝑡صورت رابطه را به توان اینمی ، {𝑍𝑡}دنگین فراینمیا = 𝑋𝑡 آن خواهیم بازنویسی کرد که در 

 داشت

𝑎(𝐿) = (1− 𝑎1𝐿 − 𝑎2𝐿2 −⋯− 𝑎𝑝𝐿
𝑝) . 

 هایصورت فرایندکارگرفتن عملگرپسرو بهتوان با بهرا می 𝑝یهای تصادفی خودبرگشت از مرتبهفرایند

 نهایت نیز تبدیل کردی بیمتحرّک از مرتبهانگینمی

𝑎(𝐿)𝑍𝑡 = 𝑋𝑡 ⇒ (1− 𝑎1𝐿 − 𝑎2𝐿2 −⋯− 𝑎𝑝𝐿
𝑝)𝑍𝑡 = 𝑋𝑡                             

                                                           
8 Autoregressive 
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                                 ⇒ 𝑍𝑡 = 𝑋𝑡 (1− 𝑎1𝐿 − 𝑎2𝐿2 −⋯− 𝑎𝑝𝐿
𝑝) = 𝑓(𝐿)𝑋𝑡 .             ⁄  

 آن که در

𝑓(𝐿) = (1− 𝑎1𝐿 − 𝑎2𝐿2 −⋯− 𝑎𝑝𝐿
𝑝)
−1
= (1+ 𝑏1𝐿 + 𝑏2𝐿

2 +⋯) . 

              یابد.وقفه کاهش می طولنهایت همراه با در (∞)𝑀𝐴بباشد، ضرای مانایند ابنابراین اگر فر

∑ چون ⎸𝑎𝑗  ⎸ < ∞
𝑝
𝑗=1 ی   های معادلهپذیر است. برای مانایی، باید ریشهارونند همواره و، لذا فرای

𝑎𝑝(𝐿) =  .[4]واحد، واقع شوند یخارج دایره 0

ی ˗فرایندهای آمیخته خودبرگشت   3-1-3  (𝑨𝑹𝑴𝑨)متحرّکمیانگی 

ادی را زی هایکه در برخی مواقع تعداد پارامتر متحرّک و خودبرگشت این استمیانگینهای مشکل فرایند

ی متناهی نیز درست متحرّک و یا خودبرگشت از مرتبهگیرد. این موضوع حتیّ برای یک میانگیندربر می

درنتیجه کارآیی در گیرد، ی بالاتر را برای یک تقریب خوب درنظر میاست، زیرا اغلب یک الگو با مرتبه

گشت و الگو، لحاظ کردن جملات خودبریابد. بنابراین، درساختن یک ها کاهش میبرآورد کردن پارامتر

شکل ( به𝐴𝑅𝑀𝐴متحرکّ)میانگین₋برگشتمتحرّک ممکن است لازم شود که به فرایند مرکبّ خودمیانگین

 شودزیر منتهی می

𝑍𝑡 = 𝜙1𝑍𝑡−1 +⋯+ 𝜙𝑝𝑍𝑡−𝑝 + 𝑋𝑡 − 𝜃1𝑋𝑡−1 −⋯− 𝜃𝑞𝑋𝑡−𝑞  .                    (1− 1) 

,𝐴𝑅𝑀𝐴(𝑝توان مدلاز عملگرپسرو میاستفاده با  𝑞) نویسی کردرا دوباره 

𝜙𝑝(𝐵)𝑍𝑡 = 𝜃𝑞(𝐵)𝑋𝑡 

 آن که در

𝜙𝑝(B) = 1− 𝜙1𝐵 −⋯− 𝜙𝑝𝐵
𝑝  

 𝜃𝑞(B) = 1− 𝜃1𝐵 −⋯− 𝜃𝑞𝐵
𝑞 .  

𝜃𝑞(𝐵)یمعادلههای پذیری فرایند، باید ریشهبرای وارون = چنین واحد، واقع شوند. هم یخارج دایره 0

𝜙𝑝(𝐵)یهای معادلهبرای مانایی، لازم است ریشه = ذکر است گیرد. لازم به واحد قرار یخارج دایره 0

𝜙𝑝(𝐵)شودکه معمولأ فرض می = 𝜃𝑞(𝐵)و 0 =                            .[4]مشترک ندارند یریشه 0
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 عبارت در (1-1)یکردن طرفین معادله با ضرب. (تابع خودهمبستگی فرایند آمیخته) .1-3-1 تعریف

𝑍𝑡−𝑘 آیددست میی تفاضلی زیر بهکواریانس در معادلهاتو ریاضی آن، تابعی امیدو محاسبه 

𝛾𝑘 = 𝜙1𝛾𝑘−1 +⋯+ 𝜙𝑝𝛾𝑘−𝑝 + 𝛾𝑧𝑥(𝑘) − 𝜃1𝛾𝑧𝑥(𝑘 − 1) − ⋯− 𝜃𝑞𝛾𝑧𝑥(𝑘 − 𝑞).       
                                                                                                                             (2− 1) 

𝛾𝑧𝑥(𝑘) ، تابع کواریانس متقابل بین 𝑍و𝑋 یوسیلهاست و به𝛾𝑧𝑥 = 𝐸[𝑍𝑡−𝑘 . 𝑋𝑡] شود. می تعریف

𝑡زمان ضرباتی که تافقط به 𝑍𝑡−𝑘چون − 𝑘 اند بستگی دارد، داریمرخ داده 

{
ϒ𝑧𝑥 = 0          𝑘 > 0
ϒ𝑧𝑥 = 0          𝑘 ≤ 0 . 

 آید که چنین برمی (2-1)کنیم که ازملاحظه می

𝛾𝑘 = 𝜙1𝛾𝑘−1 + 𝜙2𝛾𝑘−2…+ 𝜙𝑝𝛾𝑘−𝑝                 𝑘 ≥ 𝑞 + 1 

 بنابراین و

𝜌𝑘 = 𝜙1𝜌𝑘−1 + 𝜙2𝜌𝑘−2…+ 𝜙𝑝𝜌𝑘−𝑝                 𝑘 ≥ 𝑞 + 1 

 یا

𝜙𝑝(𝐵)𝜌𝑘 = 0 . 

,𝐴𝑅𝑀𝐴(𝑝 برای فرایند پس، 𝑞)عدادتبه𝑞 ها، ازطریق داشت که مقادیر آن خودهمبستگی وجود خواهند

پارامتر مربوط به  𝑝نیز به و 𝜃متحرکّپارامتر مربوط به میانگین 𝑞انتخاب قیم بهصورت مستبه (2-1)ی رابطه

 بستگی دارند. 𝜙برگشتخود

 توزی    ع نرمال   4-1

𝑋 تصادفیبردار . 1-4-1 تعریف = [𝑥1, … , 𝑥𝑛]
𝑇ّ( با پارامتر اوسیره)گدارای توزیع نرمال چندمتغی

++ϵ S∑و پارامتر مقیاس 𝜇 ϵ ℝnمکان
𝑛  که درآنS++

n ایهفضای ماتریس𝑛 × 𝑛 ّمتقارن و مثبت نمعی   

 صورتبه

S++
𝑛 = {𝐴 ϵ ℝ𝑛×𝑛 ;   𝐴 = 𝐴𝑇    &    𝑋𝑇𝐴𝑋 > 0   ;   𝑋 ≠ چونهم 0  𝑋ϵℝ𝑛برای تمام} 

 باشدشکل زیر میچگالی احتمال بهاست، دارای تابع 

P(𝑋; 𝜇, Σ) =
1

(2𝜋)𝑛/2 |Σ|
1
2

exp(−
1
2
(𝑋 − 𝜇)T Σ−1(𝑋 − 𝜇)) . 
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1 بضری

(2𝜋)𝑛/2|Σ|
1
2

برای  نرمالعنوان یک عامل تواند بهرو میبستگی ندارد از این 𝑋تصادفی برداربه   

 .[6]احتمال درنظر گرفته شود فضای پوشش کلّ

1

(2𝜋)
𝑛
2 |Σ|

1
2

 ∫ ∫ …∫ exp
+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

(−
1
2
(𝑋 − μ)T Σ−1 (𝑋 − μ)) d𝑥1d𝑥2…d𝑥n = 1 . 

 دهد.مختصات نشان می مبدأ دستگاه ( چگالی توزیع نرمال معیار دومتغیرّه را با میانگین صفر در2-1شکل)

 

 مختصات چگالی نرمال دومتغیّره در دستگاه ش تابعینما :2-1شکل 

 داریم ∑سکواریان و ماتریس 𝜇با میانگین 𝑋تصادفی برای هر بردار. 2-4-1 قضیه

∑= 𝐸[(𝑋 − 𝜇)(𝑋 − 𝜇)𝑇] = 𝐸[𝑋𝑋𝑇] − 𝜇𝜇𝑇  . 

 .و متقارن باشدمثبت  معیّنره باید متغیّ احتمال چند چگالی تعریف تابع در ∑کواریانس ماتریس .برهان

(∑ϵ S++
𝑛) : 

∑= [
Cov(𝑥1, 𝑥2) ⋯ Cov(𝑥1, 𝑥𝑛)

⋮ ⋯ ⋮
Cov(𝑥𝑛, 𝑥1) ⋯ Cov(𝑥𝑛, 𝑥𝑛)

]                                         

            = [
𝐸[(𝑥1 − 𝜇1)

2] ⋯ 𝐸[(𝑥1 − 𝜇1)(𝑥𝑛 − 𝜇𝑛)]
⋮ ⋯ ⋮

𝐸[(𝑥𝑛 − 𝜇𝑛)(𝑥1 − 𝜇1)] ⋯ 𝐸[(𝑥𝑛 − 𝜇𝑛)
2]

]   

                = 𝐸 [
(𝑥1 − 𝜇1)

2 ⋯ (𝑥1 − 𝜇1)(𝑥𝑛 − 𝜇𝑛)
⋮ ⋯ ⋮

(𝑥𝑛 − 𝜇𝑛)(𝑥1 − 𝜇1) ⋯ (𝑥𝑛 − 𝜇𝑛)
2

]                          
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              = 𝐸 [[

𝑥1 − 𝜇1
⋮

𝑥𝑛 − 𝜇𝑛
] [𝑥1 − 𝜇1  … 𝑥𝑛 − 𝜇𝑛]]                                        

                    = 𝐸[(𝑋−𝜇) (𝑋−𝜇)𝑇] .                                                                               

𝑓:ℝ𝑛برای یک تابع . 3-4-1 تعریف → ℝ سطح از تابع یک منحنیf شکل یک مجموعه به

{𝑋ϵℝ𝑛 ; 𝑓(𝑥) = C} برای برخیCϵℝ  .حالت یک دراست𝑛 = توزیع  ،کواریانس قطری ماتریسو  2

 صورت زیر استدارای چگالی به رهمتغیّ چند اوسیگ

P(𝑋; 𝜇, Σ) =
1

2𝜋𝜎1𝜎2
exp(−

1
2𝜎1

2 (𝑥1 − 𝜇1)
2 −

1
2𝜎2

2 (𝑥2 − 𝜇2)
2) . 

,𝑥1نقاط یسطح شامل همه صورت منحنیدر این 𝑥2ϵ ℝ های برای برخی ثابت بود که خواهدCϵℝ  ،

𝑃(𝑋; 𝜇, Σ) = C  ،داشترو خواهیم از این 

C =
1

2𝜋𝜎1𝜎2
exp(−

1
2𝜎1

2 (𝑥1 − 𝜇1)
2 −

1
2𝜎2

2 (𝑥2 − 𝜇2)
2) 

2𝜋C𝜎1𝜎2 = exp(−
1

2𝜎1
2 (𝑥1 − 𝜇1)

2 −
1

2𝜎2
2 (𝑥2 − 𝜇2)

2) 

Log(2𝜋C𝜎1𝜎2) = −
1

2𝜎1
2 (𝑥1 − 𝜇1)

2 −
1

2𝜎2
2 (𝑥2 − 𝜇2)

2   

Log (
1

2𝜋𝐶𝜎1𝜎2

) =
1

2𝜎1
2
(𝑥1 − 𝜇1)

2 −
1

2𝜎2
2
(𝑥2 − 𝜇2)

2 .  

 کنیمتعریف می

𝑟2 = √2𝜎2
2Log (

1
2𝜋𝐶𝜎1𝜎2

)          ,          𝑟1 = √2𝜎1
2Log (

1
2𝜋𝐶𝜎1𝜎2

) 

 صورت داریمدر این

1 = (
𝑥1 − 𝜇1

𝑟1
)

2

+ (
𝑥2 − 𝜇2

𝑟2
)

2

 . 

𝑛نرمال درحالت سطح توزیعمنحنی ،معادلهاین  =  کزمر یک بیضی با یکه معادله ،دهدمی را نشان 2

(𝜇1, 𝜇2) آن در و است𝑥1 2دارای طول𝑟1 و𝑥2 2دارای طول𝑟2 [7]خواهد بود. 
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 توزی    ع گاما   5-1

;𝑓(𝑥تابع چگالی احتمال. 1-5-1 تعریف 𝑘, 𝜃) شکل دارای توزیع گاما با پارامتر𝑘 مقیاس و پارامتر θ 

 باشیم بود، اگر داشته خواهد

𝑓(𝑥; 𝑘, 𝜃) = {
𝜃𝑘

Γ(𝑘)
𝑥𝑘−1𝑒−𝜃𝑥 𝑥 ≥ 0

0 𝑥 < 0
 

 تابع گاما است،  Γ(𝑘)آن که در

Γ(𝑘) = ∫ 𝑥𝑘−1e−𝑥d𝑥
∞

0
= (𝑘 − 1)Γ(𝑘 − 1) . 

است که با  مقیاس و شکل را نشان داده هایمختلف از پارامتر زیر نمودارهای توزیع گاما با مقادیر شکل

𝑘)تغییر پارامتر شکل >  کشیدگی را دربر دارد. تغییرات زیادی در چگالی منحنی تابع ، (1

 

 

 صورتتصادفی مستقل به رهایاز متغیّ دنبالهاگر یک . 2-5-1 قضیه

𝑋1~ Γ(𝑘1, 𝜃), … , 𝑋𝑛~Γ(𝑘𝑛, 𝜃) 

𝑌صورتداشته باشیم در آن = ∑ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1  ،دارای توزیعΓ(∑ 𝑘𝑖  , 𝜃

𝑛
𝑖=1  .[8]بود خواهد (

,𝑋~Γ(𝑘اگر  . برهان 𝜃)  ،ّدگشتاورتابع مول𝑋 ازای هر مقدار به𝑡 شودصورت زیر تعریف میبه 

 های معلومتوزیع گاما با مقادیر پارامتر هاینمودار :3-1ل شک
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          𝑀𝑥(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝑡𝑥) = ∫ 𝑒𝑡𝑥

𝜃𝑘

Γ(𝑘)
𝑥𝑘−1𝑒−𝜃𝑥𝑑𝑥

+∞

0

= ∫
𝜃𝑘

Γ(𝑘)
𝑥𝑘−1𝑒−(𝜃−𝑡)𝑥𝑑𝑥

+∞

0

=
𝜃𝑘

(𝜃 − 𝑡)𝑘
∫

(𝜃 − 𝑡)𝑘

Γ(𝑘)
𝑥𝑘−1𝑒−(𝜃−𝑡)𝑥𝑑𝑥 .

⏟                
𝐴

+∞

0
 

,Γ(𝑘احتمال توزیع  یبازه انتگرال روی کلّ 𝐴عبارت 𝜃 − 𝑡) شودو برابر یک درنظر گرفته می است .

 بنابراین

𝑀𝑥(𝑡) = (
𝜃

𝜃 − 𝑡
)
𝑘

            𝑡 < 𝜃 . 

𝑌تصادفی ربرای متغیّاین تعریف باتوجّه به  = ∑ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 ، ّخواهد بودصورت زیر دگشتاور بهتابع مول 

              𝑀𝑌(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝑡𝑌) =∏𝐸(𝑒𝑡𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

= (
𝜃

𝜃 − 𝑡
)

∑ 𝑘𝑖
𝑛
𝑖=1

        𝑡 < 𝜃                

∶   𝑌 =∑𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

~Γ(∑𝑘𝑖

𝑛

𝑖=1

, 𝜃) . 

 با با توزیع گاما برابر است 𝑋یامین گشتاورمرکز𝑁. 3-5-1 نکته

𝐸(𝑋𝑁) =
(𝑘 + 𝑁 − 1)(𝑘 + 𝑁 − 2)…  𝑘

𝜃𝑁
 . 

, 𝑋~Γ(𝑘واریانس توزیعحالت برای میانگین و در این 𝜃) داشت ، خواهیم 

𝑁 = 1   ;    𝐸(𝑋) = 𝜇 =
𝑘

𝜃
     ,     𝑁 = 2   ;    𝐸(𝑋2) =

(𝑘 + 1) 𝑘
𝜃2  

  𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − (𝐸(𝑋))
2
=
(𝑘 + 1) 𝑘
𝜃2 − (

𝑘

𝜃
)

2

=
𝑘

𝜃2 . 

6-1    
ر
 توزی    ع ن

 و ماتریس (𝑝عد)با بُ 𝜇میانگین برداربا پارامترهای ،  𝜈آزادی یبا درجه 𝑋تصادفیبردار . 1-6-1 تعریف

𝑝 × 𝑝 صورت زیر باشداست هرگاه تابع چگالی آن بهتی  دارای توزیع،  ∑ نمعیّ مثبت 

𝑆𝑡(𝑥; 𝜇, Σ, 𝜈) =
|Σ|−

1
2

𝐶(𝜈, 𝑝) 𝜋𝑝/2 [1+
1
𝜈
(𝑥 − 𝜇)𝑇Σ−1(𝑥 − 𝜇)]

−
(𝜈+𝑝)

2
.         (3− 1) 
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𝑝تصادفی شده از یک بردار صمقادیر مشخّ،  xآن  که در × 1 ،𝑋 باشد. تابعمی𝐶(𝜈, 𝑝) این تعریف  در

 است و داریم 𝑋مستقل از

Γ (
𝜈 + 𝑝

2
) 𝐶(𝜈 , 𝑝) = 𝜈𝑝/2 Γ (

𝜈

2
) . 

∗Σصورت بهبرای توزیع تی  کواریانس ماتریس = 𝜈∗. Σ آن شود که درتعریف می 

𝜈∗ =
𝜈

𝜈 − 2
 . 

های مختلفی تولید شود. یک تواند به روشمی ،رهمتغیّ چند تی دارای توزیع 𝑋تصادفیبردار . 2-6-1 نکته

𝑁𝑝(𝜇;𝜔رهمتغیّ ترکیب توزیع نرمال چند ،مرسومروش 
2Σ)  وω  که دارای توزیع گامای معکوس است

 [9]استشده 

ℎ(𝜔) =
2 (
𝜈
2)
𝑣/2

Γ ( 
𝜈
2)

𝜔−(𝜈+1) exp (
−𝜈

2𝜔2) . 

𝜈 صورت زیر تولید خواهدبه تی شرایط توزیع در این .باشدمیشده  معکوس یآزادی توزیع گاما یدرجه 

 شد

𝑓(𝑥) = ∫
|ω2Σ|−

1
2

(2𝜋)𝑝/2
∞

0
exp [ 

−(𝑥 − 𝜇)𝑇(ω2Σ)−1(𝑥 − 𝜇)

2 ] ℎ(𝜔)𝑑𝜔 . 

که هرکدام دارای توزیع  توزیعو هم مستقل تصادفیبردار  𝑁چگالی احتمال مشترک از تابع. 3-6-1 تعریف

 با برابر استباشند، میتی 

𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁) = 𝑓(𝑥1)𝑓(𝑥2)…𝑓(𝑥𝑁) =
|Σ|−

𝑁
2

𝐶(𝜈, 𝑝) 𝜋
𝑁𝑝
2

(1+
𝑄

𝜈
)
−
(𝜈+𝑁𝑝)

2
 . 

𝑄 آن که در = ∑ (𝑥𝑗 − 𝜇)
𝑇
Σ−1(𝑥𝑗 − 𝜇)

𝑁
𝑗=1 و𝑥𝑗; 𝑗 = 1,2, … , 𝑁 مقادیر مشخصّ از یک بردار 

 است. 𝑋تصادفی

𝜇، اگر (3-1)ی رابطه در. 4-6-1 نکته = 0, 𝑝 = ∑ و 1 =  تی یعچگالی احتمال توز تابع،  1

                                                                       آمد دست خواهدره بهمتغیّ درحالت تک

𝑓(𝑥) =
1

𝐶(𝜈,1)√𝜋
(1+ 𝑥2

𝜈
)
−
(𝜈+1)

2
   𝜈 > 0 .                                         
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 صورتتوان بهتابع را می چنین اینهم است. آزادی توزیع یدرجه یدهندهنشان 𝜈که

𝑓(𝑥) =
1

√𝜈𝛽 (
1 
2 ,
𝜈
2)
(1+

𝑥2

𝜈
)

−
(𝜈+1)

2
 

.)βنوشت که , .  بتا است و داریم توزیع،  (

𝛽(𝛼, 𝛽) =
1

𝐵(𝛼, 𝛽 )
𝑥𝛼−1(1− 𝑥)𝛽−1 =

Γ(𝛼 + 𝛽)

Γ(𝛼) Γ(𝛽)
𝑥𝛼−1(1− 𝑥)𝛽−1 . 

بهاست،  (1-3) چگالی احتمال ره با تابعمتغیّ چند تی که دارای توزیع 𝑋یصهتابع مشخّ. 5-6-1 قضیه

 استشکل زیر 

Ф𝑋(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝑖𝑡𝑇𝑋) = 𝑒𝑖𝑡

𝑇𝜇
‖(𝜈∑)

1
2𝑡‖

𝜈
2

2
𝜈
2−1Γ(

𝜈
2)
𝐾𝜈

2
‖(𝜈∑)

1
2𝑡‖ . 

𝐾𝜈آن  که در
2
‖(𝜈∑)

1
2𝑡‖ یاز مرتبه 9دونالدکتابع م ν

2
(∑𝜈)‖یهصمشخّ و با 

1
2𝑡‖ است. 

 شودانتگرال زیر تعریف می یوسیلهبه 𝑡یصهو مشخّ 𝛼یبا رتبه 𝐾𝛼(𝑡)دونالدتابع مک

𝐾𝛼(𝑡) = (
2
t
)
𝛼 Γ (𝛼 +

1
2)

√𝜋
∫ (1+ 𝑢2)−(𝛼+1)
∞

0
cos(𝑡𝑢) 𝑑𝑢             𝑡 > 0 , 𝛼 >

1
2
  . 

. . برهان [10]                                                                                                                        □ 

 خواهیم داشتره متغیّ درحالت تک تی توزیع یصهتابع مشخّبرای . 6-6-1 نتیجه

Ф𝑋(𝑡) =
𝜈
𝜈
4|𝑡|

𝜈
2

2
𝜈
2−1Γ(𝜈 − 2)

𝐾𝜈
2
(√𝜈|𝑡|)             𝜈 > 2 . 

 10بسط تیلور   1-7

ای جملهط چندتوسّ تیلور برای تقریب تابع یقضیه ،باشند های بالاتر آن موجودو مشتق 𝑓درمواردی که تابع

 .ی کاربرد داردهای خطّ

                                                           
9 Macdonald Function 

10 Taylor 
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,𝑎]یبازه در 𝑓اگر تابع. 1-7-1 11قضیه رول 𝑏] یو روی بازه پیوسته باشد(𝑎, 𝑏) پذیر باشد و مشتق

 باشیم داشته

𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)          𝑎 < 𝑏 . 

,𝑎)در 𝑐صورت یکنایدر  𝑏) بود که موجود خواهد𝑓′(𝑐) = ,𝑎)یبازهدر𝑓 معناکه تابع به این ،  0 𝑏) 

                                       .                                                   مماس افقی دارد یک خطّ

. . برهان [11]                                                                                                                         □ 

𝑛)یک تابع 𝑓اگر. 2-7-1 تیلور قضیه +  ،داشب 𝑥و 𝑎پذیر روی یک بازه شامل نقاطبار مشتق (1

 بنابراین

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) +
𝑓 ′′(𝑎)

2!
(𝑥 − 𝑎)2 +⋯+

𝑓 (𝑛)(𝑎)

𝑛!
(𝑥 − 𝑎)𝑛 + 𝑅𝑛(𝑥) . 

 کندرا برآورد می 𝑓دارد و خطای تقریب تابع نام تقریب یباقیمانده،  𝑅𝑛(𝑥)آن که در

𝑅𝑛(𝑥) =
𝑓 (𝑛+1)(𝑐)

(𝑛 + 1)!
(𝑥 − 𝑎)𝑛+1               𝑎 < 𝑐 < 𝑥 . 

. . برهان [11]                                                                                                                         □ 

𝑎 در بسط تیلور با درنظر گرفتن. 3-7-1 نتیجه =  داشت خواهیم 0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + 𝑓′(0) 𝑥 +
𝑓′′(0)

2!
𝑥2 +⋯+

𝑓(𝑛)(0)
𝑛!

𝑥𝑛 + 𝑅𝑛(𝑥) . 

,0)درون 𝑐که برای برخی نقاط 𝑥) شودصورت زیر تعریف می، خطای تقریب به 

𝑅𝑛(𝑥) =
𝑓(𝑛+1)(𝑐)

(𝑛+1)!
 𝑥𝑛+1 .                                                                                                                                      

𝑙𝑖𝑚آن که در 𝑥برای مقادیری از
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥) = باعنوان بسط  𝑓توانی زیر برای تابع بسط سری ، 0

 شودنامیده می 𝑓از تابع 12مکلورن

𝑓(𝑥) =∑
𝑓  (𝑛)(0)
𝑛!

𝑥𝑛
∞

𝑛=0
                  ;    𝑓(0)(0) = 𝑓(0) . 

 

                                                           
11 Roll 

12 Maclaurin 
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طیمدل   8-1  های مبتنی بر واریانس ناهمسان سرر

گیری معیار اندازه معیارهای واریانس یا انحرافطور معمول با زمانی که بههایت تغییرپذیری در سریشدّ

عنوان هکه ب نیستم و ... ثابت سهام، تورّارز، قیمت نفت، بازدهیها ازجمله نرخاز سری د در بسیارینشومی

به تغییرات نوع تغییرپذیری نوسانات و تغییرات بزرگ منجر شود. دراینمی یاد از آن ایتغییرپذیری خوشه

عنوان اکه این پدیده ب شدهزمانی هایبه تغییرات کوچک در سریسانات و تغییرات کوچک منجربزرگ و نو

 .شوداهرم شناخته می اثر

طی   1-8-1  واریانس سرر

خود دارد.  یمقادیر گذشته مستقیم و مثبتی با یجاری تغییرپذیری رابطه سطح ،اییری خوشهذپدر نوسان

ت)شرطی( را مدّو کوتاه ت)غیرشرطی(بایست میانگین و واریانس بلندمدّیند میافر برای بیان جبری این

                                                                                                        کنیم. تعریف

1{𝑌𝑡 }چهچنان .1-8-1 تعریف
𝑇 طول زمانی بایک سری یدهندهنشان𝑇  باشد امیدریاضی یا میانگین

 شود و درداده می نشان 𝐸(𝑌𝑡)صورتبه ،شودمی آن میانگین غیرشرطی نیز گفته ت سری که بهبلندمدّ

 خواهیم داشت ،شرطی سری اصطلاح میانگین یا در ت ومدّاهاضی کوتامیدری برای مقابل

𝐸𝑡−1(𝑌𝑡) = 𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1, 𝑌𝑡−2, … ) . 

𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡)صورتبه زمانیت یا غیرشرطی یک سریواریانس بلندمدّ = 𝐸(𝑌 − 𝐸(𝑌𝑡))
است. نمایش  2

 بودشکل زیر خواهد ، به 𝑌𝑡مدّت یا شرطی واریانسشکل کوتاه

𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1, 𝑌𝑡−2, … ) = 𝐸𝑡−1(𝑌𝑡 − 𝐸𝑡−1(𝑌𝑡))
2 . 

𝑡یلاعات تا دورهکه اطّ است شرطی این یا ت ومدّاز کوتاه ه شود که منظورتوجّ −  موجود است 1

. [13], [12] 

طی خود   1-8-2  (𝑨𝑹𝑪𝑯)13برگشتمدل واریانس ناهمسان سرر

 ،که دچار واریانس ناهمسان شرطی هستند هاییمدل جزء خطا در ،(1982)14رابرت انگل یبراساس نظریه

  شکلترین حالت بهدر ساده

                                                           
13 utoregressive Conditional HeteroscedasticityA 

14 Engle 
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𝑢𝑡 = 휀𝑡√𝛼0 + 𝛼1𝑢𝑡−1
2                        𝛼0 ≥ 0    ,   0 < 𝛼1 < 1 . 

گونه . در ایناستبا میانگین صفر و واریانس یک  خالص اشاغتش یندافر،  휀𝑡آن که در شوندبندی میمدل

 داریمت جزء خطا میانگین و واریانس بلندمدّ برای هامدل

𝐸(𝑢𝑡) = 0     ,     𝑉𝑎𝑟(𝑢𝑡) =
𝛼0

1− 𝛼1
 . 

 بود خواهد زیر صورتت جزء خطا نیز بهمدّ واریانس کوتاهمیانگین و 

𝐸𝑡−1(𝑢𝑡) = 0        ,        𝑉𝑎𝑟𝑡−1(𝑢𝑡) = 𝛼0 + 𝛼1𝑢𝑡−1
2  . 

𝜎𝑡 را با  𝑢𝑡چه واریانس شرطیبنابراین چنان
برگشت       خود نشان دهیم مدل واریانس ناهمسان شرطی2

 [14]شودمی تعریفای سیستم دومعادله یک صورتبه

{
𝑦𝑡 = ∅1𝑦𝑡−1 + 𝑢𝑡
𝜎𝑡

2 = 𝛼0 + 𝛼1𝑢𝑡−1
2  . 

، استل مجذور جزء خطا اوّ یمرتبه یکه شامل وقفه جهت اینبهو  𝐴𝑅(1)نظر میانگیناز مدل این

𝐴𝑅𝐶𝐻(1) بنابراینشودمی گذارینام ،𝐴𝑅(1) + 𝐴𝑅𝐶𝐻(1)  زمانی بالاتر  هایبا افزودن وقفه کهاست

,𝐴𝑅𝑀𝐴(𝑝دلن متوامی ،میانگین و واریانسمعادلات  به 𝑞) + 𝐴𝑅𝐶𝐻(𝑚) دست آوردرا به 

{
𝑦𝑡 = ∅0 + ∅1𝑦𝑡−1 +⋯+ ∅𝑝𝑦𝑡−𝑝 + 𝑢𝑡 + 𝜃1𝑢𝑡−1 +⋯+ 𝜃𝑞𝑢𝑡−𝑞

𝜎𝑡
2 = 𝛼0 + 𝛼1 𝑢𝑡−1

2 +⋯+ 𝛼𝑚𝑢𝑡−𝑚
2                                                       

 . 

طی خود   1-8-3  (𝑮𝑨𝑹𝑪𝑯)15یافتهبرگشت تعمیممدل واریانس ناهمسان سرر

ضعف اساسی این مدل که تعیین  منظور پوشش نقطهرا به𝐴𝑅𝐶𝐻 تعمیم مدل 1986سال در16بولرسلف

 شکلبهرا  𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻(1,1)یحالت ساده معادلهارائه داد. در ،باشدواریانس می یهای معادلهمقدار وقفه

𝜎𝑡
2 = 𝛼0 + 𝛼1𝑢𝑡−1

2 + 𝛽𝜎𝑡−1
2  

 مدل که است بالا بدیهی یدادن معادله های گذشته و ادامهجایگذاری وقفهباکنند که تعریف می

𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻(1,1)  همان𝐴𝑅𝐶𝐻(∞) ،باکس و  نظرجویی مدّ صرفه اصلرو سبب رعایت از این است

 گردد.یز منی 𝐴𝑅𝑀𝐴هایمدل در 17جنکینز

                                                           
15Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity 

16 Bollerslev 
17 Box & Jenkins 
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,𝐴𝑅𝑀𝐴(𝑝 مدلهای زمانی بالاتر، ی قبل به وقفهرابطهگسترش دادن با   𝑞) + 𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻(𝑚, 𝑛) 

 خواهد شدتعریف 

{
 
 

 
 
𝑦𝑡 = ∅0 +∑∅𝑖𝑦𝑡−𝑖

𝑝

𝑖=1

+∑𝜃𝑗𝑢𝑡−𝑗

𝑞

𝑗=1

          ;          𝑢𝑡~𝑁(0, 𝜎𝑡2)                     

𝜎𝑡
2 = 𝛼0 +∑𝛼𝐼𝑢𝑡−𝐼

2

𝑚

𝐼=1

+∑𝛽𝑘𝜎𝑡−𝑘
2

𝑛

𝑘=1

        ;         𝛼0 > 0   ;0 ≤ 𝛼𝐼 , 𝛽𝑘 < 1

  

.[16], [15] 

طی آستانه   1-8-4  (𝑮𝑱𝑹˗𝑮𝑨𝑹𝑪𝑯)18ایمدل واریانس ناهمسان سرر

واریانس،  یمنفی بر معادلههای مثبت و آن اثر شوک که در 𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻و 𝐴𝑅𝐶𝐻هایمقایسه با مدل در

های های مثبت و منفی که به بازدهانتظار داریم که این تأثیر شوک ،شودنظر گرفته مییکسان و متقارن در

عملکرد نامتقارن نوسانات  یدهندهنشان (4-1)د. شکلنمتفاوت از یکدیگر عمل کن ،شودیک سهام وارد می

کند نوسانات نسبت به اخبار بد کشیدگی بلندتری ست که بیان میار خوب و بد سهام نسبت به اخبا یبازده

دهند که گویای وجود اثر اهرم در نوسانات مبتنی بر واریانس می تری از خود نشاندارد و واکنش شدید

 .[17]بود ناهمسان شرطی خواهد

 

 

 

 

 

 

 

 

تقارنی دراثر اخبار و است که چنین عدم هاییتعمیمیکی از  ایمدل واریانس ناهمسان شرطی آستانه

 .گیردنظر میلاعات خوب و بد وارده بر بازارهای مالی را دراطّ

                                                           
18 Runkle-Jagannathan-Glosten 

 لاعات جدیداطّ
 خبر بد - خبر خوب+ 

 تغییرپذیری یا واریانس

 سهام یدر نوسانات بازده یاثر اهرم :4-1ل شک
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 شودمی صورت زیر نمایش دادهبه این مدل شکل عمومی در

𝜎𝑡
2 = 𝛼0 +∑𝛽𝑘𝜎𝑡−𝑘

2
𝑛

𝑘=1
+∑𝛼ℎ𝑢𝑡−ℎ

2
𝑚

ℎ=1
+∑𝑟ℎ𝑢𝑡−ℎ

2 𝐼𝑡−ℎ

𝑟

ℎ=1
 

{
𝐼𝑡−ℎ = 1
𝐼𝑡−ℎ = 0      

;
;     

𝑢𝑡−ℎ < 0
𝑢𝑡−ℎ  ≥ 0 . 

𝑟آن که در ≤ 𝑚  ازایباشد و بهمیℎ > 𝑟  ؛ داریم  𝑟ℎ = 0.                                                        

𝑢𝑡−ℎجا این در ≥ 𝑢𝑡−ℎخوب و  اخبارگر بیان،  0 <  دهندهنیز نشان 𝑟. مقداراستبد  ارگر اخببیان،  0

 .[18]گذاردگذشته)خوب یا بد( بر واریانس اثر می آن اخبار هایی است که طیتعداد وقفه

طی نمان     1-8-5
 (𝑬𝑮𝑨𝑹𝑪𝑯)19مدل واریانس ناهمسان سرر

نامتقارن  هایاثر عییندنبال تبهای آستانه از مدل یشکل متفاوتایی بهنممدل واریانس ناهمسان شرطی 

                                                            های مثبت و منفی بر واریانس شرطی است.شوک

 صورت زیر مطرح کردشکل عمومی این مدل را به (1991)20نلسون

𝐿𝑛(𝜎𝑡
2) = 𝛼0 +∑𝛽𝑘𝐿𝑛(𝜎𝑡−𝑘

2 )

𝑛

𝑘=1
+∑𝛼𝑛 |

𝑢𝑡−ℎ
𝜎𝑡−ℎ

|

𝑛

𝑘=1
+∑𝑟ℎ |

𝑢𝑡−ℎ
𝜎𝑡 − ℎ

|

𝑟

ℎ=1
  

.[19] 

مطرح  هایتعمیمبه سایر  واریانس را نسبت یمشکل مثبت بودن تمامی ضرایب معادله𝐸𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻 مدل

𝐿𝑛(𝜎𝑡آن یر وابستهخاطر لگاریتمی بودن متغیّشده به
آورد وجود میت را بهکند و این مزیّبرطرف می ، (2

 .[18]توانند مثبت یا منفی برآورد گردندرهای سمت راست نیز میرایب متغیّکه ض

 

 

 

 

 

                                                           
19Exponential General Autoregressive Conditional Heteroscedastic 

20 Nelson 



 

 

 فصل دوّم

یهای پیشنهادهای ارزیانی مدلها و معیاربرآورد پارامتر 
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های این برآورد شرح زمانی و روشبه برآورد پارامترهای یک الگوی سری این بخش مفاهیم مربوط در    

 شود.پرداخته میشده  های برآوردمعیارهایی برای ارزیابی مدل انبی شود و بهمی داده

های الگوهای سری   1-2  برآورد پارامتر
ی
 زمان

های مختلفی برای باشیم. مدلنیازمند برآورد پارامترهای این الگو می ،زمانیاز شناسایی الگوی سری بعد

های پهن زمانی یعنی وجود دنبالههاییویژگی اساسی سر اما دو ،داردبینی تلاطم وجود و پیش برآورد

 𝐴𝑅𝐶𝐻یهای خانوادهای از مدلگسترده یای باعث شده است که استفادهها و نوسانات خوشهتوزیع داده

مایی بوده نراست اکثراز روش حدّ زمانی عمدتاً با استفاده. تاکنون برآورد پارامترهای الگوهای سریگیرد انجام

اکثر راستنمایی های کوچک روش حدّاست. در نمونه بیزی صورت گرفته برآوردش ور ه کمی بهو توجّ

 بینی در هر دوت پیشافزایش حجم نمونه، کارایی و دقّ ا باامّ  ،به روش بیزی دارد کارایی کمتری نسبت

ی مدل اههای مربوط به برآورد پارامتریکروش بیز و تکن تردقیق بیان شود. در ادامه بهروش همگرا می

 پردازیم.تحت مقایسه می

ی   2-1-1 ی  21استنتاج بت 

نظر سالهاست که مدّ 𝑀𝐿𝐸22چونهمهای کلاسیک آماری جایگزین برای روش عنوان یکروش بیزی به

بیز  یپارامترهای یک مدل به روش بیزی قضیه برآوردپایه و اساس  است. قرار گرفته آمار و اقتصادقان محقّ

 .است

 زیانتابع   1-2-2

 برآوردگرها(را به یهکلاس کلیّ 𝐷) 𝑑𝜖𝐷میزان نزدیکی مقدار برآوردگر،  𝜃𝜖𝛩پارامتر ی ازبرای مقادیر

 کنیممی زیر تعریف صورتبه 𝑋تصادفی هایداده یپایهبر 𝐿زیانبا تابع 𝜃مقدار واقعی پارامتر

𝐿: 𝛩 × 𝐷 → [0, +∞) 

𝐿(𝜃, 𝑑) ≥ 0        Ɐ 𝜃, 𝑑 

𝐿(𝜃, 𝑑) = 0        𝑑 = 𝜃 . 

 

                                                           
21 Bayesian 

22 Maximum Likelihood Estimation 
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 اززیان مشهور عبارتندچند تابع

,𝐿(𝜃 (1خطا                    ی دوّم یا مربعّزیان درجهتابع 𝑑) = (𝜃 − 𝑑)2                             

,𝐿(𝜃 (2زیان قدرمطلق                                     تابع 𝑑) = │𝜃 − 𝑑│                             

,𝐿𝐼𝑁𝐸𝑋          3) 𝐿(𝜃زیانتابع 𝑑) = 𝑏{𝑒𝑐(𝜃−𝑑) − 𝑐(𝜃 − 𝑑) − 1 

دو  یمقایسهتصادفی است برای  رندارد و یک متغیّ یمقدار ثابت 𝑑(𝑥)دلیل وابستگی به زیان بهچون تابع

آن تابع  و به است 𝜃کنند که تابعی ازبرآوردگر را باهم مقایسه می زیان این دوامیدریاضی تابع ،برآوردگر

 پس ،گویندمخاطره می

𝑅(𝜃, 𝑑) = 𝐸𝜃 (𝐿(𝜃, 𝑑(𝑥))) = {
∫
𝑥
𝐿(𝜃, 𝑑(𝑥))𝑓(𝑥; 𝜃)𝑑𝑥 

∑ 𝐿(𝜃, 𝑑(𝑥))𝑓(𝑥; 𝜃))𝑥𝜖𝑋

      
برای 𝑥 پیوسته

برای 𝑥 گسسته
    .      

داشته  𝜃مقادیر یکه برای همه اگر ،رددا قرار ′𝑑ت تحت تصمیمشدّبه 𝑑تصمیم،  ′𝑑و 𝑑بین دو تصمیم در

,𝑅(𝜃؛باشیم 𝑑) ≤ 𝑅(𝜃, 𝑑′) ّاقل یک مقدارو برای حد𝜃 ؛باشیم داشته 𝑅(𝜃, 𝑑) < 𝑅(𝜃, 𝑑′)  ، که با

 .[20]شودمی ترجیح داده 𝑑تصمیم،  ′𝑑و 𝑑این شرایط بین دو تصمیم

ی   1-2-3 ی  مخاطره و تصمیم بت 

 𝜋(𝜃)رامتریی فضای پااحتمال رو را توزیع𝛩 گویند. چون تابع آن توزیع پیشین می درنظر بگیرید که به

,𝑅(𝜃مخاطره 𝑑) = 𝐸𝜃[𝐿 (𝜃, 𝑑(𝑥))] تابعی از𝜃 است و𝜃  ّپس استرتصادفی متغی𝑅(𝜃, 𝑑)  نیز یک

,𝑅(𝜃تصادفی است. امیدریاضی رمتغیّ 𝑑) پیشین یبه چگال نسبت𝜃 اریمنامند و دمی بیز یرا مخاطره 

𝑟(𝜋, 𝑑) = 𝐸[𝑅(𝜃, 𝑑)] = ∫
𝜃𝜖𝛩
𝑅(𝜃, 𝑑)𝑑𝜋(𝜃)                                                              

                                      = {
∫
𝜃𝜖𝛩
𝑅(𝜃, 𝑑)𝜋(𝜃)𝑑(𝜃) 

Σ𝜃𝜖𝛩𝑅(𝜃, 𝑑)𝜋(𝜃)           
   
. اگر𝜃 پیوسته باشد

. اگر𝜃 گسسته باشد
   .                      

تمام توابع  بیزی را در یکه مخاطره اگر نامندمی 𝜋به توزیع پیشین بیزی نسبت را تصمیم 𝑑تصمیم یک تابع

 باشیم مینیمم کند بنابراین باید داشته ،تصمیم

𝑟(𝜋, 𝑑) = 𝑖𝑛𝑓
𝑑′𝜖𝐷

𝑟(𝜋, 𝑑′) = 𝑚𝜋 . 

شکل  به احتمال( زیانتصادفی با چگالی مشترک)یا تابع رعنوان متغیّدو به هر 𝜃و 𝑥یبیزدر آمار 

𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝜋(𝜃). 𝑓(𝑥|𝜃)                                                                                                 
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. با درنظر گرفتن است 𝜃شرطبه 𝑥توزیع 𝑓(𝑥|𝜃)چگالی پیشین و𝜋(𝜃) آن درشوند که نشان داده می

 𝜃چگالی پسین برای بیز یکنیم و براساس نظریهتجدیدنظر می𝜋(𝜃) توزیع پیشین در،  𝑥تصادفی ینمونه

 داشت خواهیم

𝜋(𝜃|𝑥) =
𝑓(𝑥; 𝜃)

𝑚(𝑥)
 . 

 دشومی صورت زیر تعریفبه𝜃 از و مستقل است 𝑥چگالی کناری 𝑚(𝑥) آن که در

𝑚(𝑥) = ∫
𝛩
𝑓(𝑥; 𝜃′)𝑑𝜋(𝜃′) = ∫

𝛩
𝜋(𝜃′)𝑓(𝑥; 𝜃′)𝑑𝜃′ . 

 با برابراست𝜃 با این شرایط تابع چگالی پسین

𝜋(𝜃|𝑥) =
𝜋(𝜃). 𝑓(𝑥|𝜃)

𝑚(𝑥)
= 𝐶(𝑥). 𝜋(𝜃). 𝑓(𝑥|𝜃) ∝ 𝜋(𝜃). 𝑓(𝑥|𝜃) 

= 𝜋(𝜃). 𝐿(𝜃) . 

ه زیر ب شکلبه𝜃 براساس تعریف بالا برآوردگر بیز پارامتر .[21]است درستنمایی تابع، 𝐿(𝜃) رابطه این در

 آیددست می

< 𝜃 > = 𝑑(𝑥) = 𝐸(𝜃|𝑥) =
1
𝑍
∫
𝛩
𝜃. 𝜋(𝜃|𝑥)𝑑𝜃 . 

 است برای معادله سازیک عبارت ثابت نرمال 𝑍که

𝑍 = ∫
𝛩
𝜋(𝜃|𝑥)𝑑𝜃 . 

وجود آمده در های بهو پیچیدگی 𝐴𝑅𝐶𝐻یخانواده ی واریانس در الگوهایماهیتّ بازگشتی معادلهوجود 

منظور دست آوردن چگالی پسین بهکاربردی به از موارد پوشش استنتاج آماری، در بسیاری های تحتمدل

بیان تعاریف مربوط به ادامه به سازد. درهای معمول میسّر نمیکمک روش پارامترهای معادله را به برآورد

که در شبیهکارلو مارکف مونت های زنجیراز روش 23(𝑀𝐻)زهستینگ₋متروپلیس زدن تصادفیقدم الگوریتم

                                                         .پردازیممی ،سازی عددی برآورد پارامتر بیزی کاربرد دارد

                                                                                             مارکف زنجت     2-2

ت تصادفی زمان با خاصیّ تصادفی گسسته در یندایک فر 24ط آندری مارکفشده توسّ فیزنجیر مارکف معرّ

یعنی رخداد کنونی  ،موجودآن احتمال شرطی رخداد آینده فقط به آخرین رخداد  که در ،باشدمارکف می

                                                           
23 sHasting–Metropolis 

24 Andrey Markov 
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صی مرحله درحالت مشخّ زمان شامل سیستمی است که در هر تصادفی گسسته در یندایک فر است.وابسته 

                                             دهد.مرحله تغییر حالت می صورت تصادفی در هربه قرار دارد و

,𝑋1تصادفی رهایای از متغیّ دنباله 𝑋2, که معنا  اینهت مارکف هستند برا درنظر بگیرید که دارای خاصیّ  …

 خواهیم داشتبنابراین کنونی وابسته است،  یبعدی تنها به مرحله یمال حرکت به مرحلهاحت

𝑝(𝑋𝑛+1 = 𝑥│𝑋1 = 𝑥1, 𝑋2 = 𝑥2, … , 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛) = 𝑝(𝑋𝑛+1 = 𝑥|𝑋𝑛 = 𝑥𝑛) . 

ط احتمال رفتن از اف توسّهای گرآن یال دار که درجهتهای ای از گرافط دنبالهزنجیر مارکف اغلب توسّ 

𝑛های دیگر در زمانحالت به 𝑛در زمان حالت یک + نمایش  ،شکل زیر برچسب گذاری شده استبه 1

 شودداده می

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃(𝑋𝑛+1 = 𝑗│𝑋𝑛 = 𝑖) . 

,𝑆2 و𝑆3مارکف با فضای حالتگراف یک زنجیر  (1-2)شکل 𝑆1 ر ف و مسیهای گرادهد، و یالرا نشان می

 .شودرفتن از یک حالت به حالت بعدی را شامل می

 

 

 مارکف ماتریس احتمال انتقال زنجت     2-2-1

ها این تغییر حالت هایی که بهبعدی انتقال نام دارد و احتمال یمرحله به مرحله تغییر حالت سیستم از یک

را با یک  𝑆کف با یک فضای حالت شمارایشود، احتمال انتقال نام دارد. یک فرایند مارنسبت داده می

 کنند. براین اساس خواهیم داشتص میهای هر انتقال مشخّ ماتریس انتقال برای توصیف احتمال

(𝑃𝑡)𝑖𝑗 = 𝑃(𝑋𝑡+1 = 𝑗|𝑋𝑡 = 𝑖)             Ɐ 𝑖, 𝑗𝜖𝑆 . 

 حالت مارکف با سه ریاز زنج یانمونه :1-2شکل 
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𝑃𝑡ی برای اعضای ماتریس احتمال انتقالدر حالت کلّ. 1-2-2 لم . 𝑃𝑡+1…𝑃𝑡+𝑘 خواهیم داشت 

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃(𝑋𝑡+𝑘+1 = 𝑗|𝑋𝑡 = 𝑖)          𝑖, 𝑗𝜖𝑆. 

باشد.                                                       فضای حالت شمارای زنجیر مارکف می 𝑆آن که در

𝑀دهیمقرار می . برهان = 𝑃𝑡 . 𝑃𝑡+1 ها داریمماتریساز ضرب  ، با استفاده 

𝑀𝑖𝑗 =∑(𝑃𝑡)𝑖.𝑘(𝑃𝑡+1)𝑘.𝑗                                                           

𝑛

𝑘=1

 

=∑𝑃(𝑋𝑡+1 = 𝑘|𝑋𝑡 = 𝑖)𝑃(𝑋𝑡+2 = 𝑗|𝑋𝑡+1 = 𝑘)

𝑛

𝑘=1

  

= 𝑃(𝑋𝑡+2 = 𝑗|𝑋𝑡 = 𝑖) .                                                

                                                                         .[22]تر به رفرنس مراجعه شود()برای بررسی دقیق

𝑀 با تعمیم = 𝑃𝑡 . 𝑃𝑡+1…𝑃𝑡+𝑘 خواهیم داشت 

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃(𝑋𝑡+𝑘+1 = 𝑗|𝑋𝑡 = 𝑖) . 

که مارکف  ای زنجیرمرحله₋𝑘انتقال احتمال های انتقال بالا ماتریسه به تعریف احتمالباتوجّ. 2-2-2 نکته

𝑃𝑡با
(𝑘) صورت زیر استبه شودمی نشان داده 

𝑃𝑡
(𝑘)
= 𝑃𝑡 . 𝑃𝑡+1…𝑃𝑡+𝑘−1 = 

{

𝑃(𝑋𝑡+𝑘 = 1|𝑋𝑡 = 1) 𝑃(𝑋𝑡+𝑘 = 2|𝑋𝑡 = 1) ⋯

𝑃(𝑋𝑡+𝑘 = 1|𝑋𝑡 = 2) 𝑃(𝑋𝑡+𝑘 = 2|𝑋𝑡 = 2) ⋯
⋮

𝑃(𝑋𝑡+𝑘 = 1|𝑋𝑡 = 𝑛)
⋮

𝑃(𝑋𝑡+𝑘 = 2|𝑋𝑡 = 𝑛)
⋯
⋯

    

𝑃(𝑋𝑡+𝑘 = 𝑛|𝑋𝑡 = 1)
𝑃(𝑋𝑡+𝑘 = 𝑛|𝑋𝑡 = 2)

⋮
𝑃(𝑋𝑡+𝑘 = 𝑛|𝑋𝑡 = 𝑛)

} . 

اگر برای یک زنجیر مارکف  ،باشده میلیّبه یک توزیع او نسبت 25پذیراحتمال انتقال برگشتیک تابع 

𝑋1, 𝑋2, 𝑋𝑖) هایتوزیع جفت،  … , 𝑋𝑖+1).قابل تعویض باشد                                                  

پذیر باشد. ه خود برگشتتوزیع اولیّ ه به توجّپذیر است اگر احتمال انتقال بایک زنجیر مارکف برگشت

 .[23]ا عکس آن درست نیستدارد امّ مانایییری دلالت بر ذپبرگشت

 

                                                           
25 Reversible 
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 کارلومارکف مونت روش زنجت     2-2-2

,𝑋1اگر 𝑋2, مقدار  یک تابع حقیقی 𝑔پذیر باشد وتصادفی و زنجیر مارکف مانا و برگشت یک فرایند …

𝜇تابعی روی آن باشد، برای محاسبه = 𝐸[𝑔(𝑋)] آن که در 𝜇 ل محاسبه نیست، مستقیم قاب هایاز روش

,𝑋1توزیع ی مستقل و همکه بتوانیم نمونهبا فرض این 𝑋2, دست بیاوریم، تقریب به 𝑋یرا از توزیع پایه …

,𝑋1پذیر ی زنجیر مارکف برگشتپایه بر 𝑔ی تابعکارلومونت 𝑋2, �̂�𝑛صورتبه … =
1

𝑛
∑ 𝑔(𝑋𝑖)
𝑛
𝑖=1  

𝑌𝑖اردهیم؛ قر اگر است. = 𝑔(𝑋𝑖) ، صورتاین در {𝑌𝑖}پذیر با میانگینزنجیری مانا و برگشت 𝜇 و

𝜎2 واریانس = 𝑉𝑎𝑟(𝑔(𝑋))بود. خواهد �̂�𝑛ای برایمیانگین نمونه 𝑌𝑖ی حدّاست و براساس قضیه 

                                                                                                            مرکزی داریم

�̅� = �̂�𝑛  ≈  𝑁 (𝜇 ,
𝜎2

𝑛
) .                                                     

�̂�𝑛صورت ( به𝑀𝐶𝑆𝐸)26کارلواستاندارد روش مونت برآورد خطای

√𝑛
  𝑌𝑖خواهد بود که واریانس تجربی   

 شودمی شکل زیر تعریفبه

�̂�𝑛
2 =

1
𝑛
∑(𝑌𝑖 − �̂�𝑛)

2

𝑛

𝑖>1

 . 

    زنجیر مارکف خطای استاندارد را تغییر  شود که استقلال تصادفی درکارلو فرض میی مونتنظریه در

                                             خواهیم داشت                             𝑌𝑖آن برای واریانس دهد که درمی

𝜎2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑔(𝑋𝑖)) + 2∑ 𝐶𝑜𝑣(𝑔(𝑋𝑖), 𝑔(𝑋𝑖+𝑘))
∞
𝑘=1                            

.[23], [22] 

وپلیس   2-2-3  27(𝑴𝑯)هستینگز-الگوریتم متر

کارلو را ارائه نمود. مارکف مونتهای زنجیر روشهستینگز تعمیم مدل متروپلیس و یکی از 1970سال در

𝐸𝑓[ℎ(𝑋)]ریاضیامید یمحاسبه در = ∫ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥  ،که تابعصورتی در 𝑓بسته موجود  شکل در

کارلو گیری زنجیر مارکف مونتنمونه هایروش توان ازمی و انتگرال امیدریاضی ناسره باشد نباشد

(𝑀𝐶𝑀𝐶)28 .مارکف پیرامون مقادیر زنجیر افتن یکاصلی ی یایده استفاده کرد𝑋~𝑓(𝑥) ،است        

                                                           
26 Monte Carlo Standard Error 

27 Hastings–Metropolis 
28 Markov Chain Monte Carlo 
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,𝑥0)یدنبالهباشد.  𝑓(𝑥)،نظرمارکف مورد زنجیر مانایشکلی که توزیع به 𝑥1, 𝑥2, … دست آمده از به (

𝑛)با افزایش حجم نمونه 𝑋زنجیر مارکف پیرامون → 𝑋𝑛)شد همگام خواهد𝑓 باتوزیع (∞ ∼ 𝑓(𝑥))     

[24] . 

وپلیس   2-2-4  هستینگز-مراحل الگوریتم متر

 پیشنهادی براساس یک توزیع،  𝑋حالت کنونی زنجیر مارکف پیرامونعنوان به 𝑥𝑛با درنظر گرفتن

𝑄(. |𝑥𝑛) مقدار𝑥∗ احتمال کنیم.یند تولید زنجیر مارکف تعیین میابرای شروع فر پیشنهادی از توزیع را 

صورت زیر تعریف به𝑥𝑛 و حالت کنونی 𝑄بعدی براساس توزیع یبرای رفتن به مرحله ∗𝑥دپذیرش و یا ر

 شودمی

𝐴(𝑥𝑛 → 𝑥∗) = 𝑚𝑖𝑛 (1 ,
𝑓(𝑥∗)

𝑓(𝑥𝑛)
×
𝑄(𝑥𝑛|𝑥

∗)

𝑄(𝑥∗|𝑥𝑛)
) . 

، یک تعداد عدد  𝑥𝑛+1تعیین دی وی بعدست آوردن نمونهبه برای 𝑀𝐻بعدی الگوریتم یسپس در مرحله

𝑈)کنیمتصادفی از توزیع یکنواخت بین صفر و یک تولید می ∼ 𝑈(0,1)).  براساس احتمال پذیرش

 ی بعدی زنجیر به شکل زیر استتصادفی در مرحله یالگوریتم، نمونه

  𝑥𝑛+1 = {
𝑥∗

𝑥𝑛
                    

𝑈 ≤ 𝐴(𝑥𝑛 → 𝑥∗)   

𝑈 > 𝐴(𝑥𝑛 → 𝑥∗)   
. 

𝑓(𝑥∗)نسبت  را با ∗𝑥هایسازیشبیه𝑀𝐻 ترتیب الگوریتم به این

𝑄(𝑥∗|𝑥𝑛)
>

𝑓(𝑥𝑛)

𝑄(𝑥𝑛|𝑥
∗
)

زیرا  پذیردمی  

𝐴(𝑥𝑛 ه به احتمال پذیرشهمچنین باتوجّ همواره برابر یک خواهد شد. ∗𝑥احتمال پذیرش → 𝑥∗)اگر𝑓 

 باشد و داشته باشیم مانایک توزیع 

𝑓(𝑥𝑛) × 𝑄(𝑥
∗|𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥

∗) × 𝑄(𝑥𝑛|𝑥
∗) 

 .[25]شد برابر یک خواهد𝑛 برای هر 𝑥𝑛+1ینمونه احتمال پذیرش

𝑄(𝑥𝑛|𝑥،متقارن انتخاب شود 𝑄پیشنهادی که توزیعصورتی در. 3-2-2 نکته
∗) = 𝑄(𝑥∗|𝑥𝑛)  ، یعنی

 و احتمال پذیرشباشد، آن برابر  حالت عکس باباشد می 𝑥𝑛که حالت کنونی زنجیرزمانی ∗𝑥داحتمال تولی

 شودتعریف میصورت زیر بعدی به ییا رد مرحله

𝐴𝑛(𝑥𝑛 → 𝑥∗) = 𝑚𝑖𝑛 (1 ,
𝑓(𝑥∗)

𝑓(𝑥𝑛)
) . 
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بعدی الگوریتم با  یبرای مرحله ی تصادفی یکنواخت بین صفر و یکنهید نمواز تول بعد شرایط با این

 از احتمال بالا خواهیم داشت استفاده

𝑥𝑛+1 = {
𝑥∗

𝑥𝑛
                    

𝑈 ≤  𝐴(𝑥𝑛 → 𝑥∗)  

𝑈 >  𝐴(𝑥𝑛 → 𝑥∗)  
  .    

کند الگوریتم انتخاب می 𝑓برداری تصادفی از توزیعههای متقارن را برای نموناین الگوریتم که توزیع

 .[26]داردنام  متروپلیس

 های سریبه ارزیانی مدل مفاهیم مربوط   3-2
ی
 زمان

پردازیم و معیارهای شده می زمانی برازش دادهسری هایبه ارزیابی مدلبخش به مفاهیم مربوط این در

 .کنیمفی میمدل معرّ روی هر بر برازش ییرا برای انجام آزمون نیکومختلف لاعات اطّ

ی    3-2-1  عامل بت 

جای به را که یک احتمال بیزی استعامل بیز  یپایه بر بهینه برای انتخاب مدل یمدل بیزی روش یمقایسه

 . با درنظرشوداحتمال شامل می پارامترهای توزیع یدربارهها آزمون فرض آماری برای بررسی فرضیه

,𝑀1,𝑀2یاهمدل گرفتن … ,𝑀𝑞  ّلاعاتتحت اط𝑋 با چگالی𝑓(𝑥|𝜃𝑖) برای مدل𝑀𝑖 آن بردار  که در

مدل  برای هر 𝑃𝑖براساس احتمالات پیشین 𝑀𝑖مدل ، توزیع پسین هراست𝑘𝑖 عدنامعلوم و دارای بُ  𝜃𝑖پارامتر

 خواهد بودشکل زیر به

𝑃(𝑀𝑖|𝑥) = (∑
𝑃𝑗
𝑃𝑖
. 𝐵𝑗𝑖

𝑞

𝑗=1

)

−1

. 

 و داریم است 𝑀𝑖به 𝑀𝑗عامل بیز مدل،  𝐵𝑗𝑖نآ که در

𝐵𝑗𝑖 =
𝑚𝑗(𝑥)

𝑚𝑖(𝑥)
=
∫𝑓𝑗(𝑥|𝜃𝑗)𝜋𝑗(𝜃𝑗)𝑑𝜃𝑗

∫𝑓𝑖(𝑥|𝜃𝑖)𝜋𝑖(𝜃𝑖)𝑑𝜃𝑖
 . 

                                         .[27]باشدمی 𝑀𝑗تحت مدل 𝑥ایحاشیه چگالی،  𝑚𝑗(𝑥)این رابطه در

𝜋𝑖،فرض(غیرمستقیم)پیش پیشینهای اغلب از توزیعها 𝐵𝑗𝑖یبرای محاسبه
𝑁(𝜃𝑖) ، شود که استفاده می

𝜋𝑖،یکنواخت پیشینهای توزیع شکلبه معمولأ
𝑈(𝜃𝑖) = ،                  ن جفریشی، توزیع پی 1

𝜋𝑖
𝐽(𝜃𝑖) = (𝑑𝑒𝑡(𝐼𝑖(𝜃𝑖)))

1
و  است 𝑀𝑖لاعات موردانتظار فیشر مدلماتریس اطّ 𝐼𝑖(𝜃𝑖)آن ه درک،  2
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𝜋𝑖،ن استنتاجیشیتوزیع پی
𝑅(𝜃𝑖) .دوباره تعریف ها عامل بیز فرضاز این پیش با استفاده ، خواهد بود

 خواهد شد

𝐵𝑗𝑖
𝑁 =

𝑚𝑗
𝑁(𝑥)

𝑚𝑖
𝑁(𝑥)

=
∫𝑓𝑗(𝑥|𝜃𝑗)𝜋𝑗

𝑁(𝜃𝑗)𝑑𝜃𝑗

∫𝑓𝑖(𝑥|𝜃𝑖)𝜋𝑖
𝑁(𝜃𝑖)𝑑𝜃𝑖

 . 

𝜋𝑖هایفرضپیش. 3-1-2 نکته
𝑁 های دلخواهثابت شکلمعمولاً ناسره هستند و به𝐶𝑖 شوند. از تعریف می

𝐵𝑗𝑖رواین
𝑁 صورت به

𝐶𝑗

𝐶𝑖
عنوان به 𝑥(𝐼)نظر گرفتناین مشکل با در منظور حلّ. بهشد تبدیل خواهددلخواه  

𝜋𝑖،یهای مورد بررسبخشی از داده
𝑁(𝜃𝑖) شکلسره به یشینهای پتبدیل شده به توزیعهای 

𝜋𝑖
𝑁(𝜃𝑖|𝑥(𝐼)) =

𝑓𝑖(𝑥(𝐼)|𝜃𝑖)𝜋𝑖
𝑁(𝜃𝑖)

𝑚𝑖
𝑁(𝑥(𝐼))

 

 آن که در

𝑚𝑖
𝑁(𝑥(𝐼)) = ∫𝑓𝑖(𝑥(𝐼)|𝜃𝑖)𝜋𝑖

𝑁(𝜃𝑖)𝑑𝜃𝑖   

 پیشین هایتوزیع زا استفاده ها و باداده ه به باقیتوجّهای بیز باسپس عاملتعریف شده است. 

𝜋𝑖
𝑁(𝜃𝑖|𝑥(𝐼))  ،آیددست میصورت زیر بهبه 

𝐵𝑗𝑖(𝑥(𝐼)) = 𝐵𝑗𝑖 
𝑁 × 𝐵𝑖𝑗

𝑁(𝑥(𝐼)) 

 و

𝐵𝑖𝑗
𝑁(𝑥(𝐼)) = 𝑚𝑖

𝑁(𝑥(𝐼)) 𝑚𝑗
𝑁(𝑥(𝐼))⁄   

.[28] 

لاع فیشر    2-3-2
ّ
 29اط

تصادفی برای شناخت از پارامتر  یلاعاتی را که یک نمونهر اطّتوان مقدامی ی اطلّاع فیشرنظریهبراساس 

 گیری کرد.اندازه، خود دارد در (𝜃)نامعلوم جامعه

;𝑓(𝑋. 3-2-2 تعریف 𝜃) تصادفی را تابع چگالی احتمال یا تابع توزیع احتمال برای متغیّر𝑋  درنظر

��شکلبگیرید. یک تابع امتیاز را به

𝜕𝜃
𝐿𝑜𝑔𝑓(𝑋; 𝜃) کنیم که حساسیتّ تابع درستنمایی را تعریف می

 با اطّلاع فیشر خواهد بود و داریمواریانس تابع امتیاز برابرصورت کند. در اینتعیین می𝜃 به پارامتر نسبت

                                                           
29 lmer FisherRonald Ay 
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𝑉𝑎𝑟 (
𝜕

𝜕𝜃
𝐿𝑜𝑔𝑓(𝑋; 𝜃)) = 𝐸 (

𝜕

𝜕𝜃
𝐿𝑜𝑔𝑓(𝑋; 𝜃))

2

− 𝐸2 (
𝜕

𝜕𝜃
𝐿𝑜𝑔𝑓(𝑋; 𝜃)). 

اساس شرایط کنیم. براین به اطّلاع فیشر شرایط نظم را بیان می نجام محاسبات مربوطکردن و ا برای ساده

با                                                                                                           نظم برابراست 

                                         (𝜃𝜖𝛩ϲ𝑅).قیقی استباز از اعداد ح ییک فاصله 𝜃ارامتر مجهولپ (1

                                                          وجود دارد. 𝑋تصادفی ( مشتق تابع چگالی احتمال متغیّر2

                                                    پذیر است.جایی بین عملگرهای مشتق و انتگرال امکان( جابه3

م مشتق تابع لگاریتم که گشتاور دوّ این معنی نقطه از پارامتر برقرار است. به زیر برای هر یرابطه( 4

 .درستنمایی موجود بوده، مخالف صفر است

𝐸 [(
𝜕
𝜕𝜃
𝐿𝑜𝑔𝑓(𝑋; 𝜃)2) |𝜃] > 0 . 

 برابراست با حالت تک متغیّرهفیشر درتحت شرایط نظم، اطّلاع . 3-3-2 قضیه

𝐼(𝜃) = −𝐸 [
𝜕2

𝜕𝜃2 𝐿𝑜𝑔𝑓(𝑋; 𝜃)|𝜃] . 

ی براساس نمونه𝜃 توان نشان داد امیدریاضی مشتق لگاریتم تابع درستنمایی نسبت به پارامترمی . برهان

 صفر است، زیرا : 𝑋تصادفی

𝐸 [
𝜕
𝜕𝜃
𝐿𝑜𝑔𝑓(𝑋; 𝜃)|𝜃] = ∫

𝜕
𝜕𝜃
𝑓(𝑥; 𝜃)

𝑓(𝑥; 𝜃)
𝑓(𝑥; 𝜃)𝑑𝑥 =

𝜕

𝜕𝜃
∫𝑓(𝑥; 𝜃)𝑑𝑥 =

𝜕

𝜕𝜃
1 = 0 

 ی اطلّاع فیشر داریمدرنتیجه برای محاسبه

𝐼(𝜃) = 𝐸 [(
𝜕
𝜕𝜃
𝐿𝑜𝑔𝑓(𝑋; 𝜃))

2

|𝜃] = ∫(
𝜕

𝜕𝜃
𝐿𝑜𝑔𝑓(𝑥; 𝜃))

2

𝑓(𝑥; 𝜃)𝑑𝑥. 

 یری برای محاسبهتتوان شکل سادهم برای تابع درستنمایی میوّتحت شرایط نظم و بافرض وجود مشتق د

 .[29]دلاع فیشر نیز ایجاد کراطّ

𝐼(𝜃) = −𝐸 [
𝜕2

𝜕𝜃2 𝐿𝑜𝑔𝑓(𝑋; 𝜃)|𝜃]. 
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آنگاه بردار  پارامتر باشد 𝑁دارای 𝑋تصادفی راگر توزیع آماری متغیّ (30)ماتریس اطلّاع فیشر. 4-3-2 تعریف

𝜃صورتپارامتر به = (𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑁)
𝑇  لاع فیشر برای این توزیع برحسب پارامتر، یک و اطّشده نوشته

𝑁ماتریس ×𝑁 د.          خواهد بو                                                                                  

 صورت زیر استحالت ماتریس اطلّاع فیشر دارای عناصری به این در

[𝐼(𝜃)]𝑖,𝑗 = 𝐸 [(
𝜕
𝜕𝜃𝑖

𝐿𝑜𝑔𝑓(𝑋; 𝜃))(
𝜕
𝜕𝜃𝑗

𝐿𝑜𝑔𝑓(𝑋; 𝜃)) |𝜃] . 

تا محاسبات  تعریف کردتری شکل سادهتوان عناصر ماتریس فیشر را بهنظم، می صّتحت شرایط خا

 دهدم نمایش میزیر جملات یا عناصر ماتریس فیشر را براساس مشتق دوّ یتر صورت گیرد. رابطهراحت

[𝐼(𝜃)]𝑖,𝑗 = −𝐸 [
𝜕2

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
𝐿𝑜𝑔𝑓(𝑋; 𝜃)|𝜃] . 

 .[30]عدی نوشته شده استر تک بَمربوط به متغیّ یرابطهمانند  که این رابطه درست به مشخصّ است

لاعات آکائیک   2-3-3
ّ
 31(𝑨𝑰𝑪)معیار اط

 یها برپایهدادهای از برازش یک مدل برای برآورد کیفیت نسبی آن براساس مجموعه یک اندازه از نیکویی

.)𝑓ارائه داد. مدل عمومی (1971)لاعات را آکائیکاطّ ینظریه |𝜃) را که با محدودکردن بردار پارامتر𝜃 

 درنظر بگیرید ،آیددست میمدل رقابتی از آن به 𝐾یهمه

𝑀(𝑘) ⎸𝑓(. |𝜃)   ;  𝜃 = (𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑘, 𝜃𝑘+1, … , 𝜃𝐾) . 

 اگر.  𝜃∗ϵ ℝ𝐾 ، داریم؛کنیمتعریف می ∗𝜃را𝜃 بردار پارامتریر واقعی اساس مقاد این بر

{𝑀(𝑘): 𝑘 = 1,2, … , 𝐾} 

𝑘 های رقابتی با اندیسای از مدلمجموعه = 1,2, … , 𝐾مدل هر عنوان تعداد پارامترهای آزادبه 𝑀(𝑘) یا

شکل ها بهمدل یمیان مجموعه 𝑀𝑘یبهینه لاعات آکائیک برای انتخاب یک مدلمعیار اطّ ،مدل باشد یرتبه

 خواهد بودزیر 

𝐴𝐼𝐶(𝑘) = −2 𝑙𝑜𝑔 𝐿(𝜃𝑘) + 2𝑘 . 

 𝐿(𝜃𝑘)[31]ی بیشترین مقدار تابع درستنمایی استدهندهنشان. 

                                                           
30 Fisher Information Matrix 

31 CriterionAkaike Information  
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 جهدرنتی است،از تعداد پارامترهای برآوردشده  یلاعات آکائیک یک تابع افزایشمعیار اطّ. 3-5-2 نکته

مدل با پارامترهای بیشتر را ترجیح دهد. بر  این احتمال وجود دارد که باشدنمونه کوچک  یکه اندازه زمانی

 تعریف شده استکوچک  ینمونه یبرای اندازه (𝐴𝐼𝐶𝑐)شده لاعات آکائیک تصحیحاساس معیار اطّ این

 های هستند و باقیماندهکه مدل یکنواخت است و پارامترهای آن خطّکه به مدل بستگی دارد و با فرض این

 با برابراست باشند،دارای توزیع نرمال می

𝐴𝐼𝐶𝑐 = 𝐴𝐼𝐶 +
2𝑘2 + 2𝑘
𝑛 − 𝑘 − 1

 . 

𝑛)نمونه افزایش حجم با →  𝐴𝐼𝐶 به𝐴𝐼𝐶𝑐  کند ومی م به صفر میلعبارت دوّ شود که ملاحظه می (∞

 .[32]دخواهد شهمگرا 

لاعات کولبککمّ    2-3-4
ّ
 32لیبلر₋یت اط

 لاعاتیت اطّط کمّ توسّ که خود احتمال از توزیع واقعی گیری واگرایی یک توزیعمعیاری برای اندازه

𝐾)لیبلر₋کولبک − 𝐿)  برازش نیکویی شود.گیری میآنتروپی منفی اندازهیا𝑓(𝑥|𝜃) آن که در𝑥 بردار

𝜃ϵℝ𝐾}شکل ارامتر بهبردار پ 𝜃تصادفی پیوسته و  ;  𝜃 = (𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝐾)} ردار به ب است را نسبت

𝐾   لاعاتیت اطّکمّ یوسیلهبه 𝑓(𝑥|𝜃∗)با چگالی احتمال 𝜃از ∗𝜃پارامتر واقعی − 𝐿کنندتعریف می 

       𝐼(𝜃∗; 𝜃) = 𝐸[−𝐿𝑜𝑔 𝑓(𝑥|𝜃) + 𝐿𝑜𝑔 𝑓(𝑥|𝜃∗)]                                                     

= −∫𝑓(𝑥|𝜃∗) 𝐿𝑜𝑔 𝑓(𝑥|𝜃)𝑑𝑥 + ∫𝑓(𝑥|𝜃∗) 𝐿𝑜𝑔 𝑓(𝑥|𝜃∗) 𝑑𝑥

= −𝐻(𝜃∗; 𝜃) + 𝐻(𝜃∗; 𝜃∗) . 

;∗𝐻(𝜃این تعریف در 𝜃) = ∫𝑓(𝑥|𝜃∗) 𝐿𝑜𝑔 𝑓(𝑥|𝜃∗) 𝑑𝑥 که نیکویی رددا نام آنتروپی متقاطع 

;∗𝐻(𝜃کند وص میرا مشخّ 𝑓(𝑥|𝜃∗)به 𝑓(𝑥|𝜃)برازش از 𝜃∗) ≡ 𝐻(𝜃∗) 33آنتروپی منفی شانون 

 خواهد بود.                                                                                     ثابت  𝑓(𝑥|𝜃∗)که برایاست 

پیوسته باشد،  طور مطلقبه𝑄 به نسبت𝑃 باشند و 𝑋یروی مجموعه های تعریف شده براحتمال𝑄 و 𝑃اگر

 شودصورت زیر تعریف میبه 𝑃به 𝑄ازلیبلر ₋ککولبلاعات یت اطّکمّ

𝐼(𝑃; 𝑄) = ∫
𝑥
𝐿𝑜𝑔 (

𝑑𝑃

𝑑𝑄
)𝑑𝑃 . 

                                                           
32 Leibler–Kullback 

33 Shannon 
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𝑑𝑃

𝑑𝑄
;𝐼(𝑃و 𝑄به نسبت  34𝑃نیکودیم₋مشتق رادون  𝑄) آنتروپی نسبی𝑃 به نسبت𝑄 اگر .است𝜇 اندازه  هر

𝑝آن  تعریف شود که در 𝑋روی =
𝑑𝑃

𝑑𝜇
𝑞و   =

𝑑𝑄

𝑑𝜇
 (𝑝 و 𝑞به نسبت 𝜇درنپیوسته باش طور مطلقبه )این د

𝐾  یتصورت کمّ − 𝐿از 𝑄به 𝑃رابراست باب 

𝐼(𝑃; 𝑄) = ∫
𝑥
𝑃 𝐿𝑜𝑔 (

𝑝

𝑞
)𝑑𝜇 . 

 یبلرل-برخی خواص کمّیت کولبک   3-2-5

𝑓(𝑥|𝜃∗)آن مقادیر پارامتر برآوردشده که در یبرای همه (1 ≠ 𝑓(𝑥|𝜃)  ،ّیتکم𝐾 − 𝐿 نامنفی است، 

;∗𝐼(𝜃یعنی 𝜃) ≥ ;∗𝐼(𝜃 ،که مدل اساساً درست است زمانی 𝑥احتمال یمحدوده و در 0 𝜃) = اگر و  0

 تنها اگر

𝑓(𝑥|𝜃∗) = 𝑓(𝑥|𝜃)        ;   𝑎. 𝑒 . 

,𝑋1 اگر (2 𝑋2, … , 𝑋𝑛ّپذیری خواهیم ت جمعباشند، براساس خاصیّ  توزیعمستقل و همتصادفی  رهایمتغی

 داشت

𝐼𝑛(𝜃
∗; 𝜃) = 𝐼1(𝜃

∗; 𝜃) + 𝐼2(𝜃
∗; 𝜃) + ⋯+ 𝐼𝑛(𝜃

∗; 𝜃) = 𝑛𝐼(𝜃∗; 𝜃) . 

𝐾لاعاتیت اطّکمّ (3 − 𝐿 احتمال زیانهای تابعجهت در(𝑝, 𝑞) ّطوری که اگرب است بهمحد(𝑝1, 𝑞1) 

,𝑝2)و  𝑞2) 0زیان احتمال باشند، برای جفت از توابع دو ≤ 𝜆 ≤  داریم 1

𝐼(𝜆𝑝1 + (1− 𝜆)𝑝2 ;  𝜆𝑞1 + (1− 𝜆)𝑞2 ≤ 𝜆𝐼(𝑝1; 𝑞1) + (1− 𝜆)𝐼(𝑝2; 𝑞2)) . 

.[33] 

لاعات   2-3-6
ّ
 35(𝑫𝑰𝑪)معیار انحراف اط

برازش  که آزمون نیکویی استلاعات آکائیک بیزی بر معیار اطّ لاعات یک تعمیمر انحراف اطّمعیا

                                                       دهد.طریق استنتاج بیزی را انجام می آمده ازدست هپارامترهای ب

 خواهد بودشکل زیر ک معیار انحراف بهی 𝑀𝐶𝑀𝐶هایسازیدست آمده از شبیههای پسین بهدر توزیع

            𝐷(𝜃) = 2 𝐿𝑜𝑔(ℎ(𝑦)) − 2 𝐿𝑜𝑔 𝑓(𝑦|𝜃)                           

= 2[𝐿𝑜𝑔(ℎ(𝑦)) − 𝐿𝑜𝑔 𝑓(𝑦|𝜃)] = 2𝐿𝑜𝑔 [
ℎ(𝑦)

𝑓(𝑦|𝜃)
] . 

                                                           
34 Nikodym–Radon 

35 eviance Information CriterionD 
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𝑓(𝑦|𝜃) درستنمایی پارامتر تابع𝜃 براساس مشاهدات𝑌 نآ که در است 𝑌 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)  به یک

 )معمولاًاستها ص از دادهمشخّ یشده یک تابع استانداردℎ(𝑦) و استوابسته 𝜃 عدیبُ 𝑝بردار پارامتر

ℎ(𝑦) =  ،بخش شامل دوکه مدل  𝐷𝐼𝐶معیار،  𝐷(𝜃)شود(. براساس انحراف کلاسیکدرنظر گرفته می 1

 شکلبه است، مدل هایپوشش پارامتر رایاضافی ب برازش و یک عبارت نیکویی ییک

𝐷𝐼𝐶 = 𝐷(𝜃)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑃𝐷 

̅̅𝐷(𝜃)آن بود که در خواهد ̅̅ ̅̅  باشدانحراف میانگین پسین می ̅

𝐷(𝜃)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐸𝜃|𝑦[𝐷(𝜃)] = 𝐸𝜃|𝑦[−2 𝐿𝑜𝑔(𝑓(𝑦|𝜃))] + 2 𝐿𝑜𝑔(ℎ(𝑦)) . 

𝑃𝐷 عنوان اختلاف بین انحراف میانگین پسین و ه بهک استمدل  ر پارامترها درمؤثّ از تعداد یک اندازه

 است و داریم 𝜃برآوردگر پارامتر �̃�که شودتعریف می �̃�شده در میانگین پسینانحراف ارزیابی

𝑃𝐷 = 𝐷(𝜃)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐷(�̃�) . 

𝑃𝐷 طور کامل از انتخاببهℎ  و  استمستقل�̅� = 𝐸𝜃|𝑦[𝜃] طبیعی برای گرتواند یک برآوردمی�̃�  درنظر

 شود گرفته

                 𝑃𝐷 = 𝐸𝜃|𝑦[𝐷(𝜃)] − 𝐷[𝐸𝜃|𝑦(𝜃)]

= 𝐸𝜃|𝑦[−2𝐿𝑜𝑔(𝑓(𝑦|𝜃))] + 2 𝐿𝑜𝑔 ℎ(𝑦) − 𝐷[𝐸𝜃|𝑦(𝜃)]

= 𝐸𝜃|𝑦[−2𝐿𝑜𝑔(𝑓(𝑦|𝜃))] + 2 𝐿𝑜𝑔 𝑓(𝑦|�̅�) . 

2−عبارت 𝐿𝑜𝑔(𝑓(𝑦 |𝜃)) لاعات باقیمانده دراطّ یدهندهنشان𝑌 شرطبه 𝜃عنوان یک اندازه که به است

  .شودت شناخته میاز عدم قطعیّ

 کهاست صروابط مشخّاین ز ا

𝐷(𝜃)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐷(�̃�) + 𝑃𝐷 . 

 خواهیم داشت 𝐷𝐼𝐶بنابراین با تنظیم مجدّد معیار

              𝐷𝐼𝐶 = 𝐷(𝜃)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑃𝐷 = 𝐷(�̃�) + 2𝑃𝐷 = 2𝐷(𝜃)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐷(�̃�)

= −4𝐸𝜃|𝑦[𝑙𝑜𝑔(𝑓(𝑦|𝜃))] + 2 𝑙𝑜𝑔 𝑓(𝑦|�̃�)  

.[35], [34]



 

 

 مفصل سوّ 

 تجرنی برای بازده
 ی سهاممدل گارچ گویا و آزمونی
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مه   3-1
ّ
 مقد

کارلو برای نمونه گیری زنجیر مارکف مونتهای نمونهاز روش هستینگز₋الگوریتم متروپلیسفصل قبل  در

این فصل تقریب  پارامترهای یک مدل مطرح شد. درمنظور برآورد یک توزیع مشخصّ، به رداری ازب

و مدل جدیدی از  خواهد شد تعریفگویا  یا تقریب 36(𝑃ä𝑑𝑒)هداعنوان تقریب پجدیدی از یک تابع با

 یای خانوادههبه سایر مدل عنوان گارچ گویا که خطای کمتر و عملکرد بهتری نسبتبا نامتقارنگارچ 

𝐴𝑅𝐶𝐻 کنیم.یم بیان ،دهدخود نشان می از 

 تقریب گویا   2-3

های و مشتق 𝑓که تابعبطوری ،زیر دراختیار باشد یمطابق رابطهصورت یک بسط مکلورن به 𝑓(𝑥)تابعاگر 

𝑥ینقطهآن در =  باشد پیوسته 0

𝑓(𝑥) =∑𝐶𝑖𝑥
𝑖

∞

𝑖=0

  

]یادهیک تقریب پ
𝐿

𝑀
 و 𝑃𝐿(𝑥)ایدو چندجملهگویا از  یک تابع شکلبه𝑓(𝑥) به بسط مکلورن نسبت [

𝑄𝑀(𝑥) هایاز درجه𝐿 و 𝑀کنیم                                                                 تعریف می

[
𝐿

𝑀
] =

𝑃𝐿(𝑥)

𝑄𝑀(𝑥)
=

𝑎0+𝑎1𝑥+⋯+𝑎𝐿𝑥𝐿

𝑏0+𝑏1𝑥+⋯+𝑏𝑀𝑥𝑀
           ;     𝑥ϵ𝐷𝑓   .                      

𝑏0شود کهمیاین تقریب معمولاً فرض در = 𝐿 رو تعداداز این،  1 + ضریب 𝑀 ضریب صورت و1

𝑓(𝑥)،𝐿 توانی . سریخواهد بودمخرج مجهول  +𝑀 + ی هاز رابطبا استفاده ضریب مجهول معادله را   1

 کندزیر مشخصّ می

∑𝐶𝑖𝑥
𝑖

∞

𝑖=0
=
𝑎0 + 𝑎1𝑥 +⋯+ 𝑎𝐿𝑥

𝐿

𝑏0 + 𝑏1𝑥 +⋯+ 𝑏𝑀𝑥𝑀
+ 𝑂(𝑥𝐿+𝑀+1) 

 یا

(𝑏0 + 𝑏1𝑥 +⋯+ 𝑏𝑀𝑥
𝑀)(𝑐0 + 𝑐1𝑥 +⋯) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +⋯+ 𝑎𝐿𝑥

𝐿𝑂(𝑥𝐿+𝑀+1) . 

(1− 3) 

                                                           
36 Henri Padé 
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,𝑥𝐿+1 ی ضرایبارزسازبا هم 𝑥𝐿+2, … , 𝑥𝐿+𝑀صفر، رابرب 𝑀ی برای ضرایب مجهول مخرج خطّ یمعادله

 کنیمپیدا می

𝑏𝑀𝐶𝐿−𝑀+1 + 𝑏𝑀−1𝐶𝐿−𝑀+2 +⋯+ 𝑏0𝐶𝐿+1 = 0
𝑏𝑀𝐶𝐿−𝑀+2 + 𝑏𝑀−1𝐶𝐿−𝑀+3 +⋯+ 𝑏0𝐶𝐿+2 = 0
⋮                                                                                   
 𝑏𝑀𝐶𝐿 + 𝑏𝑀−1𝐶𝐿−𝑀+1 +⋯+ 𝑏0𝐶𝐿+𝑀 = 0          

 

𝑏0 کهاز آنجا =  کرد تبدیل یخطّ یمعادله 𝑀معادلات از توان به یک دستگاهبالا را می روابط،  1

[

𝐶𝐿−𝑀+1 𝐶𝐿−𝑀 ⋯
𝐶𝐿−𝑀+1 𝐶𝐿−𝑀+1 ⋯
⋮
𝐶𝐿

⋮
𝐶𝐿+1

⋮
⋯

     

𝐶𝐿
𝐶𝐿+1
⋮

𝐶𝐿+𝑀−1

] [

𝑏𝑀
𝑏𝑀−1
⋮
𝑏1

] = − [

𝐶𝐿+1
𝐶𝐿+2
⋮

𝐶𝐿+𝑀

] 

 ضرایب صورت  شوند.بالا ضرایب مجهول مخرج برآورد می خطیّ معادلات کردن دستگاه با حل

𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝐿  آینددست میسیستم معادلات زیر به یوسیلهبه (1-3)یطور مستقیم از رابطهبهنیز 

𝑎0 = 𝑐0 

𝑎1 = 𝑐1 + 𝑐0 

𝑎2 = 𝑐2 + 𝑏1𝑐1 + 𝑏2𝑐0 

⁝ 

𝑎𝐿 = 𝑐𝐿 + ∑ 𝑏𝑖𝑐𝐿−𝑖

𝑚𝑖𝑛{𝐿,𝑀}

𝑖=0

 . 

,[37]شودشناخته می 𝑓(𝑥)برای تابع ادهعنوان معادلات پبا ،این سیستم از معادلات [36]. 

ی های تقریب گویا برای مدل   3-3  ایستای میانگی 

,𝐴𝑅𝑀𝐴(𝑝بمرکّ یند تصادفیایک فر 𝑞) نهایت بی یک از مرتبهمتحرّیند میانگیناتوان به فررا می

(𝑀𝐴(∞)) شکلبه𝑋𝑡 = 𝛹(𝐵)𝑈𝑡  ،نهایتبی یاز مرتبه برگشتدیند خواو یا فر(𝐴𝑅(∞)) شکلبه  

𝜋(𝐵)𝑋𝑡 = 𝑈𝑡  ،آن تبدیل کرد که در 

𝜋(𝐵) = 𝜃−1(𝐵)∅(𝐵)            ;         𝛹(𝐵) = ∅−1(𝐵)𝜃(𝐵) 

∅(𝐵) = 1− ∅1𝐵 −⋯− ∅𝑝𝐵
𝑝          ,       𝜃(𝐵) = 1− 𝜃1𝐵 −⋯− 𝜃𝑞𝐵

𝑞  . 

 شود.تعیین میب مرکّ یندابرای فر 𝑞و 𝑝یمرتبه ادهتقریب پاز  استفاده با
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∑توانی از سری هداتقریب پ. 1-3-3 تعریف 𝐶𝑖𝑥
𝑖∞

𝑖=0  گیریمنظر میدرصورت زیر بهرا 

[
𝑝

𝑞
] =

𝑃[𝑝 𝑞⁄ ](𝑥)

𝑄[𝑝 𝑞⁄ ](𝑥)
 . 

𝑄[𝑝که است کافی برای وجود تقریب این شرط 𝑞⁄ ](0) ≠  صورتدر این،  0

𝑃[𝑝 𝑞⁄ ](𝑥) =

|

|

𝐶𝑝−𝑞+1 𝐶𝑝−𝑞+2 ⋯

𝐶𝑝−𝑞+2 𝐶𝑝−𝑞+3 ⋯

⋮
𝐶𝑝

∑𝐶𝑖𝑥
𝑞+𝑖

𝑝−𝑞

𝑖=0

⋮
𝐶𝑝+1

∑ 𝐶𝑖𝑥
𝑞+𝑖−1

𝑝−𝑞+1

𝑖=0

⋮
⋯
⋯

     

𝐶𝑝+1
𝐶𝑝+2
⋮

𝐶𝑝+𝑞

∑𝐶𝑖𝑥
𝑖

𝑝

𝑖=0

|

|

 

 و

𝑄[𝑝 𝑞⁄ ](𝑥) =
|
|

𝐶𝑝−𝑞+1 𝐶𝑝−𝑞+2 ⋯

𝐶𝑝−𝑞+2 𝐶𝑝−𝑞+3 ⋯

⋮
𝐶𝑝
𝑥𝑞

⋮
𝐶𝑝+1

𝑥𝑞−1

⋮
⋯
⋯

     

𝐶𝑝
𝐶𝑝+1

⋮
𝐶𝑝+𝑞+1
𝑥

     

𝐶𝑝+1

𝐶𝑝+2

⋮
𝐶𝑝+𝑞

1

|
|
 . 

;  𝐶(𝑝/𝑞)}مقادیراز  با استفاده  𝑝, 𝑞 = 0,1,2, …  𝐴𝑅𝑀𝐴ی مدلشکل زیر رتبهبه 𝐶از طریق جدول {

 شودمشخصّ می

… 3 2 1 0 
                       𝑝 

𝑞 

 

𝐶(3/0) 

𝐶(3/1) 

𝐶(3/2) 

⋮ 

𝐶(2/0) 

𝐶(2/1) 

𝐶(2/2) 

⋮ 

𝐶(1/0) 

𝐶(1/1) 

𝐶(1/2) 

⋮ 

𝐶(0/0) 

𝐶(0/1) 

𝐶(0/2) 

⋮ 

0 

1 

2 

⋮ 

 𝐴𝑅𝑀𝐴ی مدلبرای تعیین رتبه 𝐶دولهای جورودی :1-3ل جدو
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 آن که در

𝐶(𝑝 𝑞⁄ ) = 𝑄[𝑝 𝑞⁄ ](0) = ||

𝐶𝑝−𝑞+1 𝐶𝑝−𝑞+2 ⋯

𝐶𝑝−𝑞+2 𝐶𝑝−𝑞+3 ⋯

⋮
𝐶𝑝

⋮
𝐶𝑝+1

⋮
⋯

    

𝐶𝑝
𝐶𝑝+1
⋮

𝐶𝑝+𝑞+1

|| .            (2− 3) 

برقرار است                                                               زیر ار اصلچه𝐶 های جدولدر تعیین ورودی

𝐶(𝑝/0) صورتل بهسطر اوّ  (1 = 1      ;    𝑝 = 0,1,2,                                 شود.تعریف می …

𝐶(𝑝/1) صورتم بهسطر دوّ (2 = 𝐶𝑝    ;    𝑝 = 0,1,2,                                  شود.تعریف می …

𝐶(0/𝑞)صورتل بهمقادیر ستون اوّ  (3 = (−1)𝑞(𝑞−1)/2𝐶0
𝑞      ;    𝑞 = 0,1,2,        خواهد بود.  …

 شودزیر محاسبه می یها از رابطهباقی ورودی (4

𝐶(𝑝 𝑞 + 1⁄ ) =
𝐶(𝑝 + 1 𝑞⁄ )𝐶(𝑝 − 1 𝑞⁄ ) − 𝐶(𝑝 𝑞⁄ )2

𝐶(𝑝 𝑞 − 1⁄ )
                     (3− 3) 

.[38] 

                                       𝐴𝑅𝑀𝐴(1,1)برای مدل 𝐶جدول. 2-3-3 مثال

 را درنظر بگیرید.𝐴𝑅𝑀𝐴(1,1) مدل

𝑍𝑡 = 𝜙1𝑍𝑡−1 + 𝑋𝑡 − 𝜃1𝑋𝑡−1 

(1− 𝜙1𝐵)𝑍𝑡 = (1− 𝜃1𝐵)𝑋𝑡 . 

 نهایت تبدیل کردی بید خودبرگشت از مرتبهشکل یک فراینتوان بهاین مدل را می

𝑋𝑡 =
(1− 𝜙1𝐵)

(1− 𝜃1𝐵)
𝑍𝑡 = 𝜋(𝐵)𝑍𝑡 

 آن که در

𝜋(𝐵) = 1+ 𝜋1𝐵 + 𝜋2𝐵
2 +⋯+ 𝜋𝑘𝐵

𝑘 +⋯ . 

 که مشخصّ است

𝜋𝑘 = 𝜃1
𝑘−1(𝜃1 − 𝜙1)        𝑘 = 1,2, …  . 

𝐴𝑅𝑀𝐴،𝐶𝑘 هایچنین درمورد مدلهم = 𝜋𝑘                                                         .خواهد بود

به 𝐴𝑅𝑀𝐴(1,1)برای مدل𝐶 های جدولورودی (3-3) یو رابطه (2-3)یاز دترمینان معادلهبا استفاده 

 آید، دست می
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 عنوان نمونهبه

𝐶(1 2⁄ ) = |
1
𝐶1

𝐶1
𝐶2
| = 𝐶2 − 𝐶1

2 = 𝜙1(𝜃1 − 𝜙1) 

𝐶(2 2⁄ ) = |𝐶1
𝐶2

𝐶2
𝐶3
| = 𝐶1𝐶3 − 𝐶2

2 = 0                  

 𝐶(3 2⁄ ) = 𝐶2𝐶4 − 𝐶4
2 = 0   .                                     

 داریم (3-3)یچنین براساس معادلههم

𝐶(1 3⁄ ) =
𝐶(0 2⁄ )𝐶(2 2⁄ ) − 𝐶(1 2⁄ )2

𝐶(1 1⁄ ) = 1− 𝜙1
2(𝜃1 − 𝜙1) . 

دست آمده، جایگذاری مقادیر به . با[39]شکل مشابه تعریف خواهند شدبه 𝐶های جدولباقی ورودی

 شود.تعریف می𝐴𝑅𝑀𝐴(1,1) با مدل متناظر 𝐶جدول

 

 (1و1)𝐴𝑅𝑀𝐴 متناظربا مدل 𝐶جدول :2-3 جدول

 یرتبه نامحدود صفر نمایان است، بنابراین بعد بلوک دومّ بههای از وقفه شود کهه میدر جدول فوق ملاحظ

 جدول مشخصّ شود. این طریق تواند ازمی 𝐴𝑅𝑀𝐴مدل

 (𝑹𝑮𝑨𝑹𝑪𝑯)گارچ گویامدل     3-4

 گویایی که خواص تابع،  𝐴𝑅𝐶𝐻هایمدل یروی مدل گارچ از خانوادهپاده  براساس اعمال تقریب

ها و نوسانات گذشته ای از بازدهصورت تقسیم دو چندجملهکند بهیند نوسانات را دریافت میانامتقارن فر

 شودتعریف می

𝜎𝑡
2 =

𝑃(𝑟𝑡−1, 𝑟𝑡−2, … ; 𝜎𝑡−1, 𝜎𝑡−2, … )

𝑄(𝑟𝑡−1, 𝑟𝑡−2, … ; 𝜎𝑡−1, 𝜎𝑡−2, … )
 . 
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𝑟𝑡شکلبه 𝑡 زمان دارایی در ییک بازده = 𝜎𝑡휀𝑡 که خواهد بود휀𝑡 ص با مشخّ اجزای خطا از یک توزیع

های توان برای دریافت بهتر کشیدگی در بازدهشود. مینظر گرفته میمیانگین صفر و واریانس یک در

                                                    ها استفاده کرد.휀𝑡و نرمال برای تی هایتوزیعغیرشرطی از 

ها ی زمانی از نوسانات و بازدهشامل اولّین وقفهگارچ  های نامتقارنترین حالت تقریب گویا برای مدلساده

 صورت داریماین است در 𝑅𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻(1,1)عنوان با

𝜎𝑡
2 =

𝜔 + 𝛼𝑟𝑡−1
2 + 𝛽𝜎𝑡−1

2

1+ 𝛿𝑟𝑡−1
  .                     (4− 3) 

𝛿گرفتن ضریب مخرج ا درنظرب =           .خواهد شدتبدیل 𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻(1,1) مدل به𝑅𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻 مدل،  0

مثبت باشد  𝛿چنین اگردهد همنشان می 𝑟𝑡−1نامتقارنی را درمقابل δ ،گویا گارچ ینوسان یندافر یمعادله در

اهرم در  دهند که گویای وجود اثرنشان میهای منفی( به اخبار بد)بازده نوسانات واکنش شدیدتری نسبت

                                                                                                      .[40]است ییند نوسانافر

1منفی باشد) (3-4)یکه مخرج معادله درحالتی < −𝛿𝑟𝑡−1) ، د که شوخوبی تعریف نمیبه یفرایند نوسان

از  یبیفتد. برای پوشش این مشکل مدل جایگزینفاق های بزرگ و یا دورافتاده اتّممکن است برای بازده

𝑅𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻عنوانبا گارچ گویامدل  − 𝐸𝑋𝑃 ارائه شده است 

𝜎𝑡
2 =

𝜔 + 𝛼𝑟𝑡−1
2 + 𝛽𝜎𝑡−1

2

exp(𝛿𝑟𝑡−1)
 .              (5− 3) 

 برای یک مقدار .شودفی معرّآن مدل گارچ گویا درجهت بهبود کارایی  بهینه از یمیک تعم تواندکه می

𝛿𝑟𝑡−1 شود.میتبدیل  (4-3)یبه معادله (5-3)یمعادله ،کوچک 

 های نامتقارن آنمدل گارچ و تبدیل   4-3-1

 ، 𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻هایاز مدل ، 𝐴𝑅𝐶𝐻یهای خانوادهبا سایر مدل𝑅𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻 مدل جدید یبرای مقایسه

 𝐸𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻و 𝐺𝐽𝑅ها نوساناتهمگی این مدل درکنیم. های نامتقارن دارند استفاده میکه ویژگی         

ی تر نوسانات آیندهتوان برای پیشبینی دقیقها و نوسانات گذشته خواهد بود. میصورت تابعی از بازدهبه

با استفاده کرد امّا برآورد پارامترهای آن ناممکن خواهد بود.  تری برای هرکدامهای پیچیدهفرایند از شکل

 شود.تعریف می برای هرکدام یند نوساناتافر ،زمانیی ترین وقفهدرنظر گرفتن پایین
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  𝑮𝑨𝑹𝑪𝑯مدل

σ𝑡
2 = 𝜔 + 𝛼𝑟𝑡−1

2 + 𝛽σ𝑡−1
2 . 

  𝑬𝑮𝑨𝑹𝑪𝑯مدل

𝐿𝑛(𝜎𝑡
2) = 𝜔 + 𝛽𝐿𝑛(𝜎𝑡−1

2 ) + 𝜃𝑍𝑡−1 + 𝑟(│𝑍𝑡−1│ − 𝐸(│𝑍𝑡−1│)) 

= 𝜔 + 𝛽𝐿𝑛(𝜎𝑡−1
2 ) + 𝜃𝑍𝑡−1 + 𝑟(│𝑍𝑡−1│ −√

2
𝜋
 . 

 آن خواهیم داشت که در

𝑍𝑡−1 =
𝑟𝑡−1

𝜎𝑡−1
 . 

  𝑮𝑱𝑹(𝑻𝑨𝑹𝑪𝑯)مدل

σ𝑡
2 = {

𝜔 + 𝛼𝑟𝑡−1
2 + 𝛽σ𝑡−1

2             

𝜔 + (𝛼 + 𝜌)𝑟𝑡−1
2 + 𝛽σ𝑡−1

2         
,        𝑟𝑡 ≥ 0
,   𝑟𝑡−1 < 0   . 

,[41]دهندیند نوسانات نشان میافر را در نینامتقار ρو 𝜃ها پارامترهایاین مدل در [40]. 

ی   4-3-2 ی  استنتاج بت 

آن  هدر فصل قبل بکه  بیز یاز روش استنتاج بیزی و نظریهگارچ گویا  منظور برآورد پارامترهای مدلبه

𝑟 مشاهدات با بردار 𝑃(𝜃|𝑟)پسین توزیع ،این اساس . برکنیماستفاده می اشاره شد، = (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) 

𝜃برای بردار پارامتر = (𝛼, 𝛽, 𝜔, 𝛿) شودزیر تعریف می شکلبه 

𝑃(𝜃|𝑟) ∝ 𝐿(𝑟|𝜃)𝜋(𝜃) . 

یندهای ادر فر 휀𝑡خطای ی. جملهاست𝜃 رامترچگالی پیشین پا 𝜋(𝜃)تابع درستنمایی و 𝐿(𝑟|𝜃)آن که در

های نرمال شود که از توزیعص با میانگین صفر و واریانس یک درنظر گرفته مییک توزیع مشخّ  نوسانی از

                                                                                                استفاده کرد. توانمی تیو 

                                 خواهد شد                                                                              براساس پارامترهای مدل تعریف  𝑟های داراییاین حالت تابع درستنمایی بازده در

 توزیع نرمال برای خطاها

𝐿(𝑟|𝜃) =∏𝑓(𝑟𝑖|𝜃)

𝑛

𝑖=1

= (2𝜋)−
𝑛
2 ∏

1
𝜎𝑖

𝑛

𝑖=1

exp(
−𝑟𝑖

2

2𝜎𝑖
2)                           [42]. 
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 توزیع تی برای خطاها

𝐿(𝑟|𝜃) =∏𝑓(𝑟𝑖|𝜃)

𝑛

𝑖=1

=∏
Γ(
𝜇 + 1

2 )

Γ (
𝜇
2)√𝜋σ𝑖

2(𝜇 − 2)

𝑛

𝑖=1

(1+
𝑟𝑖

2

(𝜇 − 2)σ𝑖
2)

−(
𝜇+1

2 )

 

.[43] 

دست صورت یک مقدار موردانتظار بهبه𝜃 بردار پارامتربرآوردگر بیز  𝑃(𝜃|𝑟)پسین چگالیاز  با استفاده

 خواهد آمد

< 𝜃 > = 𝐸(𝜃|𝑟) =
∫𝜃𝑃(𝜃|𝑟)𝑑𝜃

∫𝑃(𝜃|𝑟)𝑑𝜃
 . 

𝑍که = ∫𝑃(𝜃|𝑟)𝑑𝜃  [44]استکسر  ساز در مخرج ثابت استانداردیک.                                      

 𝐿(𝑟|𝜃) درستنمایی با تابع متناسب مدل ، توزیع پسین 𝜃،𝜋(𝜃) پیشین بردار توزیعبا ثابت درنظر گرفتن 

 از روش رو با استفادهباشد از اینبسته موجود نمی شکلدر 𝑃(𝜃|𝑟)پسین برخی موارد توزیع . درباشدمی

که ابتدا یک است صورت اصلی این روش به این یشود. ایدهد میبرآور𝜃 بردارکارلو زنجیر مارکف مونت

کارگیری یک زنجیر مارکف هشود سپس با بگیری مینمونه 𝑃(𝜃|𝑟)از توزیع𝜃 ه از پارامترمقدار اولیّ

𝜃(𝑖)ینمونه،  𝑃حول = (𝜃(1), … , 𝜃(𝑘)) آید کهدست میبه𝑘 ده استخراج شهای با تعداد نمونه متناظر

                                                                                                                       .است

 شودمی صورت زیر نمایش دادهبرآورد پارامتر موردنظر به ،تصادفی یآوری نمونهاز جمع بعد

< 𝜃 > = 𝐿𝑖𝑚
𝑘→∞

1
𝑘
∑𝜃(𝑖)
𝑘

𝑖=1

 . 

 𝑘 خطای آماری برای، مدل انتخاب توزیع توزیع خطا با میانگین صفر و واریانس یک برای هربراساس 

1مستقل برابر یداده

√𝑘
همبسته هستند زیرا  𝑀𝐶𝑀𝐶سازیدست آمده از شبیهههای ب، امّا دادهبود خواهد 

√با  متناظرجه خطای آماری گیرد درنتیمی انجامی قبلی ونهانتخاب هر نمونه براساس نم
2𝑇

𝑘
 𝑇باشد کهمی 

. شده است برداریهای نمونهزمانی بین داده ی خودهمبستگیدهندهنشان [45] 
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وپلیسشبیه   4-3-3  هستینگز₋سازی الگوریتم متر

باشد میگز هستین₋متروپلیس الگوریتم ،شده یک توزیع داده برداری ازیک الگوریتم بسیار کارآمد برای نمونه

 .استکه تعمیمی برروش متروپلیس 

 از توزیع هدف𝜃 یهاولیّ یبا شروع از نمونه 

𝑃(𝜃|𝑟) = 𝐿(𝑟|𝜃) =∏(2𝜋𝜎𝑖
2)−

1
2 exp(−

𝑟𝑖
2

2𝜎𝑖
2)

𝑛

𝑖=1

  

 شودارائه می های مدلعد تعداد پارامتربُ ره ازمتغیّ چندتی از توزیع  𝑞(𝜃′│𝜃)پیشنهادی یک چگالی

𝑞(𝜃) =
𝛤(
𝑣 + 𝑝

2 )/𝛤(
𝑣
2)

𝑑𝑒𝑡𝛴1/2(𝑣𝜋)𝑝/2 × [1+
(𝜃 −𝑀)𝑇𝛴−1(𝜃 −𝑀)

𝑣
]−
𝑣+𝑝

2  . 

𝑝 گویا، مدل گارچدر 𝜃 تربراساس بردار پارام = آزادی،  یکه با افزایش پارامتر درجه. از آنجاخواهد بود 4

𝑣،شودهمگرا میبه توزیع هدف نرمال  تی توزیع = در توزیع 𝜃 و 𝑀های پارامتربردار .دهیمقرار می 10

 شوندمی صورت زیر نشان دادهبهتی 

𝜃 = [

𝜃1
𝜃2
𝜃3
𝜃4

] = [

𝛼
𝛽
𝜔
𝛿

]          ,         𝑀 = [

𝑀1
𝑀2
𝑀3
𝑀4

] 

𝑀𝑖که = 𝐸(𝜃𝑖)  ،است تی زیعبردار میانگین تو. 𝛴ّماتریس یدهندهمثبت نشان نیک ماتریس معی

 است شکل زیربه کواریانس توزیع

𝑣∑

𝑣 − 2
= 𝐸[(𝜃 −𝑀)(𝜃 −𝑀)𝑇] . 

عنوان توزیع به 𝑞نظر گرفتنالگوریتم متروپلیس را با درابتدا ، 𝑞 از توزیع𝛴 و𝑀 برآورد پارامترهایبرای 

 اندازپیشنهادی برای شروع الگوریتم عبارت ی دلخواههلیّگیریم. مقادیر اوکار میبه ،هدف

𝛴 = [

0/1 0 0 0
0 0/2 0 0
0 0 0/3 0
0 0 0 0/4

]          ,         𝑀 = [

0/1
0/4
0/2
0/3

] 
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شنهادی به مقادیر پی𝛴 و 𝑀هایپارامتر ،بزرگ یبرآورد شده ییک مقدار نمونه کارگیری الگوریتم درهبا ب

 𝜃 ره با میانگینمتغیّ سازی، توزیع نرمال چندشوند. توزیع پیشنهادی برای اجرای شبیهواقعی خود همگرا می

عنوان هدست آمده بهابتدایی ب ینمونه5000 از حذف درنظر گرفته شده است. بعد𝛴 کواریانس و ماتریس

صورت زیر شده به برآورد 𝛴و 𝑀که مقادیر استخراج شد 𝑞توزیع پارامتر از ینمونه 55000ته،فرآیند سوخ

 است

 Σ = [

0/06575159 −0/01094036
−0/01094036 0/16921456

0/01735915 0/03527002
0/01661529 0/01430978

0/01735915    0/01661529
0/03527002    0/01430978

0/26095376 0/09571424
0/09571424 0/63836144

] 

𝑀 = [

0/03997452
0/46113780
0/34739600
0/19597000

] . 

با تابع 𝑀𝐻 عنوان توزیع پیشنهادی الگوریتمههای معلوم ببا پارامتر𝑞(𝜃) اکنون با درنظر گرفتن توزیع

,[45]خواهد شدگویا برآورد  گارچهای مدل پارامتر،  𝑃(𝜃|𝑟)هدف [44], [41]. 

 تجرنی نتایج    3-5

زمانی های سریاز مجموعه داده ،گارچ هایبا سایر مدل ی آنو مقایسه 𝑅𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻منظور ارزیابی مدلبه

                                                                                                  زیر استفاده شده است

(𝑆1 سهام شرکتی شده ی بستهقیمت روزانه𝐼𝐵𝑀37    ،196030 سپتامبر−              29 ژوئن1959

(𝑆2 یشاخص سهام سه ماهه𝑆&𝑃38 500  ، 1996− 1900                                                   

(𝑆3 سپتامبر1994  ، ی بانک مرکزی دولت استرالیا ی اوراق قرضهی ماهانهنرخ بهره −  ژوئن1969

.[49] 

بایست تغییرات بینی مقادیر آینده میزمانی و پیشهای سرییک از داده روی هر برای تعیین الگوی خطیّ بر

های نامانایی را بررسی روند های تحتهرکدام مورد بررسی قرار گیرد و نامانایی برطرف شود. سریروند 

                                                                      در میانگین خود دارند.                                        

                                                           
37 International Business Machines Corporation 

38 Standard and Poor's index 
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گر وجود دهد که بیانرا درطول زمان نشان می 𝑆3و 𝑆1،𝑆2زمانیهایروند تغییرات سری (1-3)شکل

 نامانایی در میانگین و واریانس برای هرکدام است.

 

 𝑆3و 𝑆1،𝑆2زمانیهایتغییرات روند سرینمودارهای  :1-3شکل 

واریانس خود زمانی تغییرات نامانایی را در میانگین و های سریشود که دادهبراساس شکل فوق ملاحظه می

بندی با های مانا برای مدلمنظور حذف تغییرات میانگین درطول زمان برای هرسری، بازدهدهند. بهنشان می

𝑟𝑡لیتفاض از تبدیل لگاریتماستفاده  = 100 × (𝐿𝑛(𝑃𝑡) − 𝐿𝑛(𝑃𝑡−1)) دست آمده است کهبه𝑃𝑡 

                                                                             است.                             𝑡 زمان در شده بستهقیمت 

دهد که دارای روند ها را نشان مییک از سری برای هرهای مانای تبدیل لگاریتم نمودار بازده (2-3)شکل

 مانا در میانگین است.
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 تفاضلی اعمال تبدیل لگاریتماز  بعد 𝑆3و 𝑆1،𝑆2هاینمودارهای بازده :2-3شکل 

کنیم، شرطی و برآورد پارامترهای مدل از استنتاج بیزی استفاده می ی واریانس ناهمسانبرای تعیین معادله

است. با  بُعدی کمک گرفته شده پیشنهادی توزیع تی چند با چگالی 𝑀𝐻که برای انجام آن از الگوریتم

روزرسانی هر مرحله به دست آمده درهای بهدلخواه همانند بخش قبل پارامتری شروع از یک مقدار اوّلیه

اهش خطای تقریب و ایجاد برآورد سوخته برای ک ی اوّل فرآیندنمونه 2000از حذف خواهد شد و  بعد

کارلو برای برآورد نهایی پارامترهای مدل مورد بررسی ی مونتنمونه 𝑃(𝜃|𝑟) ،10000توزیع تر ازدقیق

گیرد.                                                                                                                   ر میقرا

 و𝐺𝐽𝑅، 𝐸𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻 هایآن با مدل دست آمده ازگویا، نتایج به ی کارایی مدل گارچای مقایسهبر

𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻  (3-3)گیرند، مورد تحلیل قرار گرفته است. شکلفرایند نوسانات را دربر میکه خواص نامتقارن 

از اعمال تبدیل لگاریتم را بعد𝑆3 و 𝑆1 ،𝑆2های زمانیجزئی سری مقادیر خودهمبستگی و خودهمبستگی

 ی میانگین برای هرکدام تنظیم خواهد شد.دهد که براساس آن معادلهنمایش می تفاضلی
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 𝑆3و 𝑆1،𝑆2زمانیهایسری مانایهای جزئی بازده نمودارهای خودهمبستگی و خودهمبستگی :3-3ل شک
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ی زیر های مختلف است و براساس رابطهزمانی در وقفهی سریی خودهمبستگدهندهنشان 𝐴𝐶مقادیر ستون

 آیددست میبه

𝜏𝑘 =

∑ ((𝑌𝑡 − �̅�)(𝑌𝑡−𝑘 − 𝑌𝑡−𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ))𝑇
𝜏=𝑘+1

(𝑇 − 𝐾)
⁄

∑ (𝑌𝑡 − �̅�)
2𝑇

𝑡=1
𝑇
⁄

  . 

𝑌𝑡−𝑘̅̅ زمانی مورد بررسی است وعنوان سریبه 𝑌ایمیانگین نمونه �̅�آن که در ̅̅ ̅̅ = ∑𝑌𝑡−𝑘 /𝑇 − 𝑘  .

است  (𝑇√)/2±صورتهمبستگی دو حدّ خطای استاندارد بهطرف نمودار خود چین در دوخطوط نقطه

 موافق صفر هستند 5%ی اطمینان درون این بازه در یک فاصله 𝜏𝑘باشد. مقادیرتعداد کلّ مشاهدات می 𝑇که

                                                           . کنندو در تعیین معادله میانگین نقشی ایفا نمی

 ام است و داریم𝑘ی به مقادیر خودهمبستگی جزئی در وقفه مربوط 𝑃𝐴𝐶ستون

𝜙𝑘 = {

𝜏1                                                             ,        𝑘 = 1
𝜏𝑘 − ∑ 𝜙𝑘−1,𝑗𝜏𝑘−𝑗

𝑘−1
𝑗=1

1− ∑ 𝜙𝑘−1,𝑗𝜏𝑘−𝑗
𝑘−1
𝑗=1

                        ,        𝑘 > 1
  . 

𝜏𝑘 ی شده در وقفهخودهمبستگی برآورد𝑘باشد و داریمام می 

𝜙𝑘,𝑗 = 𝜙𝑘−1,𝑗 − 𝜙𝑘𝜙𝑘−1,𝑘−𝑗  . 

همبستگی جزئی دو حدّ خطای دار خودطرف نمو چین در دوهمانند ستون خودهمبستگی خطوط نقطه

موافق صفر است.                            5%داری است که در سطح معنی (𝑇√)/2±صورتاستاندارد به

𝑝و مقادیر 39باکس₋آزمون لجانگ 𝑄یمربوط به آماره (3-3)دو ستون اخر شکل − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒  برای هرکدام

کند هیچ ی صفری است که بیان میزمون آماری برای فرضیهام ، یک آ𝑘یدر وقفه 𝑄یاست. آماره

 شودام وجود ندارد و به شکل زیر تعریف می𝑘یهمبستگی تا مرتبه

𝑄𝐿𝐵 = 𝑇(𝑇 + 2)∑
𝜏𝑗

2

𝑇 − 𝐽

𝑘

𝑗=1

  . 

.[46] 

شرطی برای  نسواریا یمقادیر پارامتر معادله𝑃(𝜃|𝑟) برداری از توزیعنمونهو  𝑀𝐻کارگیری الگوریتمهبا ب

های دریافتی از تابع هدف، پارامترهای با افزایش تعداد نمونه گیرد.شکل می (3-3)صورت جدولمدل به هر

                                                           
39 ng & George Edward Pelham BoxGreta Marianne Lju 
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اس براس پارامترهای مدل برای هر سری درنتیجه ،دست آمده به مقادیر واقعی خود همگرا خواهند شدبه

 .دست آمده استتوزیع نرمال برای جملات خطای مدل به

𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑅𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻 

2379403/0 00214076/0 2136258/0 𝛼 

2999026/0 2798755/0 4618194/0 𝛽 

5209038/0 02687707/0 772825/0 𝜔 

7218626/0 05059009/0- 24141011/0 𝛿 

𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝐸𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻 

940081/0 869362/0 719078/0 𝛽 

234506/0- 906118/0- 774063/0 𝜔 

247731/0 392573/0 164646/0 Υ 

058304/0 078519/0- 113214/0 𝜃 

𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝐺𝐽𝑅 

189640/0 158703/0 088511/0 𝛼 

846219/0 694872/0 775225/0 𝛽 

007792/0 001086/0 441663/4 𝜔 

068263/0- 152400/0 095501/0- 𝜌 

𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻 

109753/0 177931/0 077654/0 𝛼 

876440/0 702899/0 666225/0 𝛽 

008379/0 001286/0 548671/6 𝜔 
 با توزیع خطای نرمال گویا و مدل گارچ گارچ یهای خانوادهیج برآورد پارامتر مدلانت :3-3ل جدو

 ینوسانی خانواده در فرایندهای که عامل ایجاد نامتقارنی𝜃 و 𝛿, 𝜌هایفوق مقادیر پارامتر در جدول

𝐴𝑅𝐶𝐻 اثر  یتقارن پدیده دست آمده است. تمامی این مقادیر با عدمه، بهستندگویا  و مدل جدید گارچ

                                                                  است.  فرایند سازگار  اهرم و وجود آن روی هر

همراه مدل جدید با درنظر گرفتن توزیع مقایسه را به های تحترآوردشده توسّط مدلنوسانات ب (4-3)شکل

زمان  تمامی این نوسانات تغییرات مشابهی درطول دهد. درنشان می𝑆2 زمانیسریی نرمال برای فرایند خطا

 .اهده استنوسانی بزرگ قابل مش یزمانی ابتدایی مشخصّ یک خوشه یشود و در یک دورهمشاهده می
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 گویا ی گارچ و مدل گارچهای خانوادهاز مدل 𝑆2زمانیی سریشدهنوسانات برآورد :4-3شکل 

لاعاتمعیار    3-6
ّ
 مدل برازش هر  برای آزمون نیکون  (𝑫𝑰𝑪)انحراف اط

 طورکنیم. همانبررسی، از معیار بیزی انحراف اطّلاعات استفاده می های مختلف تحتی مدلبرای مقایسه

    ، یک معیار انحراف 𝐿(𝑟|𝜃)مدل،  درستنمایی مشاهدات هر شد، براساس تابع فصل قبل عنوان که در

شود                                                                                              صورت زیر تعریف میبه

𝐷(𝜃) = −2𝐿𝑜𝑔(𝐿(𝑟|𝜃)) + 2𝐿𝑜𝑔(𝑓(𝑟)) .                                      
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جا . در ایناستتنهایی ص از مشاهدات بهیک تابع مشخّ ،  𝑓(𝑟)های مدل وپارامتر یمجموعه، 𝜃 آن که در

𝑓(𝑟)شکلبهاین عبارت ثابت و  =  لاعاتمعیار انحراف اطّ ،براساس این تعریف .شوددرنظر گرفته می 1

 خواهد بودزیر  صورتهای معلوم بهص با پارامترمشخّ مدل برای هر

𝐷𝐼𝐶 = 2𝐷(𝜃)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐷(�̃�) = −4𝐸𝜃|𝑟[𝐿𝑜𝑔(𝐿(𝑟|𝜃))] + 2𝐿𝑜𝑔 (𝐿(𝑟|�̃�)) .        (6− 3) 

اساس مشاهدات سریمدل بر درستنمایی هر سازی مقدار تابعهای مدل ازطریق شبیهاز تعیین پارامتر بعد

 (6-3) یطریق رابطهها ازآید که معیار انحراف اطّلاعات برای هرکدام از مدلت میدسزمانی مربوط به

و براساس این مقادیر رتبهرا دربر دارد ها برای هرکدام از مدل 𝐷𝐼𝐶مقادیرجدول زیر شد.  محاسبه خواهد

 . ازص شده استمشخّ نوسانی ینداهای نامتقارن فرها در ثبت پاسخکارایی آن یمدل برای مقایسه بندی هر

د کارایی بهتری داشته باش هاتعمیمکمتری نسبت به باقی  𝐷𝐼𝐶ای، مدلی که مقدار معیارهای مقایسهبین مدل

ل اوّ یمواقع رتبه گویا در اکثر چمدل گار ،هامیان آنکه دردهد را در ثبت نوسانات فرایند از خود نشان می

 .ها داردبین سایر مدل را در

𝑆3 𝑆2 𝑆1  

1289/571 -363/3921 794/0324 𝑅𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻 

4443/281 -130/2396 822/2795 𝐸𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻 

1291/729 -79/95304 1237/38 𝐺𝐽𝑅 

1288/725 -156/6925 1237/783 𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻 
 گارچ براساس توزیع خطای نرمال یهای خانوادهبرای مدل𝐷𝐼𝐶 مقادیر :4-3ل جدو

𝑆3 𝑆2 𝑆1  

2 1 1 𝑅𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻 

4 3 2 𝐸𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻 

3 4 3 𝐺𝐽𝑅 

1 2 4 𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻 
 لاعاتها براساس معیار انحراف اطّبندی مدلرتبه: 5-3ل جدو

                                                                             (𝑵𝑰)40منحنی تأثت  اخبار   3-7

اهرم برای  کنند و اثریند نوسانات را ثبت میاخواص نامتقارن فر 𝐴𝑅𝐶𝐻یهای خانوادهکه مدلوجود این با

                                                           
40 News Impact Curve 
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         دارد. 𝑡 زمان ها دربه بازده نسبت یمتقارن متفاوت ینوسان مدل پاسخ هراست، مدل قابل مشاهده  هر

𝑡 نلاعات از زماداشتن اطّهای تأثیر اخبار با ثابت نگهمنحنی −  تأثیر اخبار روی واریانس ناهمسان، 2

 .کنندص میمشخّها و نوسانات را شرطی و تعیین ارتباط بین بازده

 𝐹𝑡−1باشد و 𝑡زمان ص دریک سهام مشخّ ینرخ بازده یدهندهنشان،  𝑦𝑡فرض کنید .1-7-3 تعریف

𝑡زمان لاعات تاحاوی تمام اطّ − این اساس مقدار موردانتظار  . بردباششامل مقادیر واقعی پارامترها  1

 شودصورت زیر تعریف میبه 𝐹𝑡−1به نسبت 𝑦𝑡و واریانس شرطی 𝐹𝑡−1به نسبت 𝑦𝑡شرطی

𝜎𝑡
2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑦𝑡|𝐹𝑡−1)         ,         𝑚𝑡 = 𝐸(𝑦𝑡|𝐹𝑡−1) . 

𝑟𝑡 صورتبه 𝑡زمان انتظار در قابل غیر یاین تعریف یک بازده از ا استفادهب = 𝑦𝑡 −𝑚𝑡خواهد بود. 𝑟𝑡به

 .[47]شودشناخته می 𝑡زمان جمعی از اخبار در یعنوان یک اندازه

مدل از  نوسانی برای هر یندااهرم روی فر با اثر مواجهه ها و نوسانات درارتباط بین بازده .2-7-3 نکته

،  هاآن شود که درصورت زیر تعریف میبه کدامهای تأثیر اخبار هراساس منحنیبر 𝐴𝑅𝐶𝐻یخانواده

𝜎2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑟𝑡) است.ها بازدهگر واریانس ، بیان 

  𝑹𝑮𝑨𝑹𝑪𝑯مدل

𝜎𝑡
2 =

𝜔 + 𝛽𝜎2 + 𝛼𝑟𝑡−1
2

1+ 𝛿𝑟𝑡−1
 . 

  𝑬𝑮𝑨𝑹𝑪𝑯مدل

𝜎𝑡
2 = {

𝜎2𝛽 exp (𝜔 − 𝑟√2 𝜋⁄ ) exp (
𝜃 + 𝛶

𝜎
𝑟𝑡−1)        , 𝑟𝑡−1 ≥ 0

𝜎2𝛽 exp (𝜔 − 𝑟√2 𝜋⁄ ) exp (
𝜃 + 𝛶

𝜎
𝑟𝑡−1)        , 𝑟𝑡−1 < 0

 . 

  𝑮𝑱𝑹مدل

𝜎𝑡
2 = {

𝜔 + 𝛽𝜎2 + 𝛼𝑟𝑡−1
2             

𝜔 + 𝛽𝜎2 + (𝛼 + 𝜌) 𝑟𝑡−1
2          

𝑟𝑡−1 ≥ 0
𝑟𝑡−1 < 0 . 

  𝑮𝑨𝑹𝑪𝑯مدل

𝜎𝑡
2 = 𝜔 + 𝛼𝑟𝑡−1

2 + 𝛽𝜎2 . 
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را همراه با مدل  𝐴𝑅𝐶𝐻یی خانوادههای تحت مقایسهمدل اخبار های تاثیرنمایش منحنی (3-5)شکل

 دهد.برای هرکدام نشان می نرمال یخطا جملات گویا با گارچ

 

 𝑆2زمانیگویا برای سری ی گارچ و مدل گارچنوادههای خامدل 𝑁𝐼هایمنحنینمایش : 5-3شکل 

 های تاثیرباشد. منحنیهای مختلف واریانس میبراساس مدل 𝑆2زمانیدست آمده مربوط به سرینتایج به

 گذارند بهجا میهای منفی بهبازده به های نوسانی بلندتری را نسبتهای نامتقارن گارچ پاسخاخبار مدل

𝑡زمان مثبت در ییک بازده 𝑟𝑡−1رطوری که اگ −                                  باشد خواهیم داشت 1

 𝜎𝑡
2(−𝑟𝑡−1) > 𝜎𝑡

2(𝑟𝑡−1)                                            [48].  

دهد عملکرد د نشان میازخوهای منفی قسمت بازده مدلی که کشیدگی بلندتری را در 𝑁𝐼هایبین منحنی در

که  شودمیچنین استنباط ها ایناثر اهرم دارد. از این منحنی یپدیده بهتری در ثبت نوسانات فرایند و بیان
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نوسانات  های مشابهی را در فرایندگویا پاسخ های تحت مقایسه، مدل گارچ و مدل گارچدر بین مدل

های اوّل رتبه دهند وخوبی نشان میهای منفی بهرا در بازدههرم دو مدل اثرات نامتقارن ا شرطی دارند و هر

 دارند.های نامتقارن خانواده گارچ بین سایر مدل در را و دوّم

ینتیجه   3-8  گت 

روی مدل گارچ  ی گارچ نامتقارن براساس اعمال تقریب گویا برنامه، مدل جدیدی از خانوادهدر این پایان

دست آمد که ی واریانس ناهمسان شرطی بههای معادلهپارامتر ،رآورد بیزیتکنیک بارائه شد و از طریق 

کارلو کمک های زنجیر مارکف مونتهستینگز از روش₋سازی الگوریتم متروپلیسبرای آن از روش شبیه

گرفته شده است. با درنظر گرفتن توزیع خطای نرمال برای جملات خطای هر مدل، مدل جدید براساس 

ی گارچ مقایسه شد و کارایی های خانوادههای تأثیر اخبار با سایر تعمیماطلّاعات و منحنی انحراف معیار

 بینی تلاطم آینده دارا بود.بهتری را در ثبت نوسانات فرایند و پیش

 ی کارپیشنهاد برای ادامه   3-9

ها و کاهش خطای بهبود کارایی مدلهای ایستای میانگین برای گیری تقریب گویا برای مدلکاربه 1)

 تقریب.

منظور برطرف کردن مشکل منفی عنوان مدل گارچ گویای نمایی بهبررسی مدل جدیدی از گارچ گویا با 2)

 ی واریانس.بودن ضرایب در معادله

.𝑀𝐿𝐸چونهای دیگر همهای مدل با روشبرآورد پارامتر 3)



 

 𝑅افزاردستورات نرم

 (𝑖به آن دست آوردن پارامترهای مربوطدستور اجرای الگوریتم متروپلیس برای تابع هدف توزیع تی و به 

S < −matrix(c(0.1,0,0,0,0,0.2,0,0,0,0,0.3,0,0,0,0,0.4), 4,4) 

Mu < −c(0.1,0.4,0.2,0.3) 

Df < −10 

N < −1000 

Teta < −c(0.1,1.4,0.2,0.3) 

Target < −function(x){dmvt(Teta, Mu, S, Df, Log = FALSE)} 

rwmetro < −function(Target, N, Teta, S, burn in = 0) 

{ 

requre(MASS) 

sample < −Teta 

for(i in 2: (burn in + N)) 

{ 

prop < −mvrnorm(n = 1, Teta, S) 

proposal < −function(y){dmvn(y, Teta, S, Log = FALSE)} 

if(runif(1) < min (1, Target(prop) ∗ proposal(Teta)/Target(Teta) ∗ 

proposal(prop))) 

Teta < −prop 

sample < −rbind(sample, Teta) 

} 

Samples[(burn in + 1): (N + burn in)] 

Ringsample4D < −rwmetro(TargetN, Teta, S) 

a < −Ringsample4D[, 1] 

b < −Ringsample4D[, 2] 

c < −Ringsample4D[, 3] 

d < −Ringsample4D[, 4]
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Mu1 < −(sum(a[,1]))/1000 

Mu2 < −(sum(a[,2]))/1000 

Mu3 < −(sum(a[,3]))/1000 

Mu4 < −(sum(a[,4]))/1000 

Mu < −c(Mu1, Mu2, Mu3, Mu4) 

S < −(Df − 2) /Df ∗ matrix(c(var(a), cov(a, b), cov(a, c), cov(a, d), 

cov(b, a), var(b), cov(b, c), cov(b, d), cov(c, a), cov(c, b), var(c), cov(c, d), cov(d, a), 

cov(d, b), cov(d, c), var(d)),4,4) 

 (𝑖𝑖 به برآورد پارامترهای مدل گارچ گویا از توزیع پسین با استفاده از الگوریتم مربوط دستور

 𝑆1زمانیهای سریهستینگز براساس داده₋متروپلیس

Read(S1 ibm) 

Z < −c(S1 ibm) 

for(i in 2: 255){ 

r < −100 ∗ (Log(Z[i]) − Log(Z[i − 1]))) 

} 

y < −c(r^2) 

sigma < −c(1: 254) 

L < −c(1: 254) 

mu < −c(0.03997452,0.46113780,0.34739600,0.1959700) 

S < −matrix(c(0.06575159, −0.01094036,0.01735915,0.03527002, 

−0.01094036,0.16921456,0.01661529,0.01430978,0.01735915,0.01661529, 

0.26095376,0.09571424,0.03527002,0.01430978,0.09571424,0.6383614),4,4) 

Df < −10 

u < −1e300 

proposal < −function(p){dmvt(p, mu, S, Df, Log = FALSE)} 

Teta < −c(0.02924496,0.5547858,0.9304921,0.6659138) 

M < −3.023627e107 

current = Teta 

for(i in 1: 55000){
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proposed = c ((rmvt(n = 1, mu, S, Df))) 

a < −proposed[1] 

b < −proposed[2] 

c < −proposed[3] 

d < −proposed[4] 

for(i in 2: 254){ 

A[i] = (c + a ∗ y[i − 1] + b ∗ A[i − 1])/1 + d ∗ r[i − 1] 

if(A[i] <= 0){ 

A[i] = 0.05 

}} 

for(i in 1: 254){ 

L[i] < −dnorm(r[i], mean = 0, sd = sqrt(A[i]), Log = FALSE) 

if(prod(L) >= u){ 

rho = (prod(L) ∗ proposal(current))/(M ∗ proposal(proposed)) 

if(runif(1) < min(1, rho)) 

print(proposed) 

M < −prod(L) 

current = proposed 

}} 

 (𝑖𝑖𝑖زمانیهای تأثیر اخبار برای هر مدل براساس اطّلاعات سریدستور مربوط به رسم منحنی𝑆2 

Read(S2 s&p 500) 

Z < −c(S2 s&p 500) 

P < −c(1: 387) 

for(i in 2: 387){ 

P[i] < −100 ∗ (Log(Z[i]) − Log(Z[i − 1])) 

r < −c(1: 386) 

for(i in 1: 386){ 

r[i] < −Z[i + 1] 

}
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Y < −c(r^2) 

RGARCH 

X < −c(0.00214076,0.2798755,0.02687707, −0.05059009) 

Alfa < −X[1] 

Beta < −X[2] 

Omega < −X[3] 

Delta < −X[4] 

V < −var(Z) 

Sigma < −function(r){ 

Sigma = (Omega + Beta ∗ V + Alfa ∗ Y)/1 + Delta ∗ r 

} 

Curve(Sigma, −15,15) 

GARCH 

X < −c(0.177931,0.702899,0.001286) 

Alfa < −X[1] 

Beta < −X[2] 

Omega < −X[3] 

Sigma < −function(r){ 

Sigma = Omega + Alfa ∗ Y + Beta ∗ V 

} 

Curve(Sigma, −15,15) 

GJR − GARCH 

X < −c(0.158703,0.694872,0.001086,0.152400) 

Alfa < −X[1] 

Beta < −X[2] 

Omega < −X[3] 

Ro < −X[4] 

Sigma < −function(r){ 

if(r >= 0){ 

Sigma = Omega + Beta ∗ V + Alfa ∗ Y



   𝑅                                                                                                                                                       61افزاردستورات نرم

 

}else{ 

Sigma = Omega + Beta ∗ V + (Alfa + Ro) ∗ Y 

}} 

Curve(Sigma, −15,15) 

EGARCH 

X < −c(0.869362, −0.906118,0.392573, −0.078519) 

Beta < −X[1] 

Omega < −X[2] 

Ro < −X[3] 

Teta < −X[4] 

A < −V^Beta ∗ exp (Omega − Ro ∗ sqrt(2/pi)) 

Sigma < −function(r){ 

if(r >= 0){ 

Sigma < −A ∗ exp (((Teta + Ro)/sqrt(V)) ∗ r) 

}else{ 

Sigma < −A ∗ exp (((Teta − Ro)/sqrt(V)) ∗ r) 

}} 

Curve(Sigma, −15,15) 
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Abstract: 

 

A new model of asymmetric GARCH, rational GARCH and an 

empirical test for stock return 

 

Amin Mansouri Kohestani 
 

 

    In this thesis, a new model of the GARCH family models is defined as the 

rational GARCH model with normal error sentences. Based on the Bayesian 

theorem and the Bayesian parameter estimation, the parameters of the new 

model are obtained with the other models under comparison for which the 

Metropolis-Hastings algorithm is assisted by the Markov chain Monte Carlo 

Methods. By using the deviance information criterion and the news impact 

curves, the efficiency of each model is examined based on which each model’s 

ranking is used to record the random process fluctuation and predict future 

turbulence. 
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