
معصومه رحیمی: تنظیم و ارائه 

دکتر چرمی: استاد راهنما 



فرمولاسیون جبری؛ نمایش و تفسیر ماتریسی▪

.که روشی ترتیبی می باشد( شناخته میشودARTکه با عنوان ) Kaczmarzروش ▪

طی چارچوبی جبر خ. فرمول بندی های جبری انعطاف پذیری بیشتری نسبت به فرمولاسیون های مبتنی بر تبدیل رادون دارند▪
.مختصر برای فرمول بندی الگوریتم های مرتبط برای فرمول های جبری فراهم می کند

:تحلیل همگرایی روشهای جبری تکراری

Kaczmarzروش ▪ (= ART )فقط برای مسئله های سازگار همگراست.

.همیشه همگراستCimminoروش ▪



.این روش، روشی  کلاسیک برای بازسازی دو بعدی است▪

.FDKروشهای مشابهی برای بازسازی سه بعدی هم وجود دارند؛ مانند روش  ▪

.تجربه عملی زیاد←سالها استفاده ▪

(بهره می گیردFast Fourier Transformچرا که از )روشی بسیار سریع است  FBPروش ▪

.نیاز به حافظه کمی داردFBPروش ▪

:نویز، داریم% 3برای مثال، با درنظر گرفتن . نتایج بسیار خوبی ارائه می دهد FBPبا تعداد داده های بالا ،▪



.میشودFBPداده های محدود یا توزیع غیر یکنواخت در زوایای افکنش یا پرتوها، موجب بروز نتایج غیر واقعی در بازسازی ▪

.دشوار استFBP، در (مثل نامنفی بودن)ترکیب شرایط و محدودیت ها ▪

.روش های جبری سازگارتر و انعطاف پذیرتر هستند▪

◦15نویز و زوایای افکنش  % 3برای مثال با درنظر گرفتن ▪ , 30◦ :داریم◦180 , . . . ,



:بعنوان مثالی دیگر، میتوان از، از دست رفتن داده ها یاد کرد؛ به این صورت که

:مشکلاتی ایجاد می کنند FBPنیز برای "missing“زاویه هایی با فاصله نامنظم و زوایای 



ام از طریق جسم یک انتگرال خطی از ضریب تضعیف در امتداد پرتو است؛ با توجه به  قانون iمیرایی اشعه ایکس ▪
(Lambert-Beer)به فرم زیر:

𝜉فرض کنید ▪ 𝑠 برای پیکسلj ام مقداری ثابت مثل𝑥𝑗تعریف شود، در اینصورت داریم:



aijام قطع نشده باشد iاگر برای پیکسلی که با اشعه ▪ :تعریف کنیم ، یک جمع ساده داریم 0 =

:معادله را جمع آوری کنیم ، به یک سیستم معادلات خطی می رسیم mاگر همه ▪

:اشعه9با 5*5برای مثال یک برای یک تصویر . ماتریس سیستم است که ماتریسی بسیار پراکنده می باشدAکه ▪



رت از در صو. مزیت مهم سیستم های جبری این است که معادلات فقط برای داده هایی که  واقعا وجود دارند، تنظیم میشوند▪
ه، در دست رفتن داده ها ، به عنوان مثال ، برای برخی از زوایای افکنش یا اشعه های خاص در یک افکنش ، فقط موارد مربوط

.سیستم خطی حذف می شوند



:برای درک بهتر از سیستم معادلات خطی، این مثال را بررسی می کنیم▪

𝐴𝑥به ازای چهار مجهول و چهار اشعه داده شده، سیستم معادلات خطی را مطابق رابطه ▪ = 𝑏تشکیل می دهیم:

𝑘به ازای مقادیر ▪ ∈ ℝ،

بینهایت حل برای معادله

.وجود دارد



در . داردبا تعداد اشعه کافی مشکل یک راه حل منحصر به فرد. داده های بیشتر منجر به یک راه حل منحصر به فرد می گردد▪
:داریم. شود، کافی است"full_rank“تبدیل به یک ماتریس Aاینجا ، یک پرتوی دیگر برای اطمینان ازاینکه ماتریس 



:است A x = bدر اصل ، تمام کاری که ما باید در فرمول جبری انجام دهیم حل سیستم بزرگ خطی پراکنده▪

این موضوع چقد میتواند سخت باشد؟▪

ن بنابرای. استفاده کنیم ، می تواند بسیار دشوار باشد Gaussian eliminationدر واقع ، اگر سعی کنیم ازروش های سنتی مثل ▪
-داده اندآنها بسیاری از روش های کشف شده توسط ریاضیدانان  را توسعه-محققان در توموگرافی بر استفاده از راه حل های تکراری 

است ، اما با هزینه محاسباتی FBPانعطاف پذیری این روشها، بسیار بیشتر از . می نامندروشهای بازسازی جبری در توموگرافی آنها را 
!بالاتر

:برخی از این روش های بازسازی جبری عبارتند از▪

▪Fully Sequential Methods

▪Fully Simultaneous Methods

▪Block Methods

و انواع آن را نام برد که Kaczmarzاز این مجموعه میتوان روش . در اینجا تنها به بررسی دسته اول این روشها خواهیم پرداخت▪
از ویژگی های .حل را بروزرسانی میکنندAهستند؛ یعنی در هر زمان، تنها با استفاده از یک سطر ماتریسrow_actionمتدهایی 

.  این روشها، میتوان از همگرایی سریع یاد کرد



نماد▪

از نگاشت می کند،( bعناصر بردار)را به داده های موجود در پیکسل های آشکارساز (xبردار)ضرایب جذب گسسته  Aماتریس 
:طریق

:ام، نگاشت می کندiام آشکار ساز، به وسیله اشعه iرا با ضرب داخلی به المان A  ،xام ماتریس iسطر 





A.xبا فرض اینکه حل معادله ▪ = b  منحصر به فرد باشد ، یک نقطه در فضایx ∈ ℝ𝑚 خواهد بود، جایی که همه
:m = n = 2بعنوان مثال، به ازای . همدیگر را قطع می کنندaffineزیرصفحه های 



ی کند تا در هر تکرار و به صورت چرخشی ، بردار تکرار جدید را محاسبه م. یک روش تکراری ساده و مبتنی بر تفسیر هندسی▪
riروی یکی از زیرصفحه های  xدقیقاً یکی از معادلات برآورده شود که این کار را از طریق افکنش بردار تکرار کنونی  · x = 

bi  به ازایi = 1, 2, . . . , m, 1, 2, . . . , m, 1, 2, . . . به دست می آید.

 & Gordon ،Benderتوسط  ARTپیشنهاد شد ، و به طور مستقل تحت عنوان 1937این روش در سال ▪
Herman  برای بازسازی توموگرافی پیشنهاد شد1970در سال.

را Kaczmarzاین تصویر به وضوح همگرایی روش ▪

.نشان می دهد



riتعریف شده توسط affineافکنش متعامد         از یک نقطه دلخواه     درزیر صفحه ▪ · x = bi توسط:

.را با                                 مقیاس بندی نموده و آن را با    ج جمع می کنیم𝑟𝑖به عبارت دیگر، بردارسطری 



.بنابراین فرمول جبری مقابل را بدست می آوریم▪

هر بار که تکرارهای این الگوریتم را انجام شد،▪

یک بار رفت و برگشت را روی سطرهای ماتریس

Aاز جمله روش های بازگشتی دیگر. انجام میشود

و Symmetric Kaczmarzمیتوان 

Randomized Kaczmarzرا نام برد.



ه بتوانیم کلید مسئله این است ک. می باشد( تکرار شونده ) هدف از انجام این تمرینات، نشان دادن جنبه های مختلف روش ها جبری تکراری ▪
هتر از این موضوع، به برای درک ب. مدل را به وسیله یک ماتریس ارائه کنیم به جای اینکه برای بیان آن از تبدیلاتی مثل تبدیل رادون بهره بگیریم

.بررسی یک نمونه پرداخته و آنرا حل می کنیم

:این تمرین شامل دو بخش اصلی می باشد 

CTتنظیم و حل یک سیستم :  بخش اول ▪

محدودیت ها :  بخش دوم ▪



𝐴𝑥پرتو را درنظر گرفته و دستگاه معادلات خطی متناظر را مطابق 5با 2*2بک تصویر : تمرین اول▪ = 𝑏تعریف می کنیم  .
.بدست آوریمkaczmarzرا به کمک الگوریتم xمی خواهیم بردار 

را که ازتصویر حاصل شدند را به همراه تعداد تکرارbو بردار Aماتریس 

برای . خواهد بودxخروجی بردار . به عنوان ورودی به الگوریتم می دهیم

را xدر بردار Aماتریس بررسی درستی الگوریتم میتوان حاصل ضرب

ملاحظه میشود که برابری . بررسی نمودbبدست آورده و برابری آنرا با 

برای تصاویر با kaczmarzبرقرار است و الگوریتم بازسازی جبری 

. ابعاد کوچک به درستی عمل می کند



برای این منظور . حال میتوان سرعت همگرایی الگوریتم را بررسی کردxدر ادامه تمرین قبل، با معلوم شدن بردار : تمرین دوم▪
:تابع خطایی به صورت زیر تعریف می کنیم

و لگاریتم خطا x، مقادیر خطا را یافته و سپس مقادیر matlabبا پیاده سازی این تابع در . تعداد تکرارها را نشان می دهدkکه 
:به صورت زیر. را به صورت شماتیکی نمایش می دهیم



را میشود؛ از این نمودار این نتیجه به وضوح قابل درک است هر چه تعداد تکرار بیشتر میشود، مقدار ماکزیمم خطا با سرعت بیشتری همگ▪
.یعنی با افزایش تکرارها، خطای الگوریتم کمتر میشود

: بعد از چندین تکرار از برنامه بالا، میتوان رابطه ای بازگشتی برای ماکزیمم خطا به فرم زیر تعریف نمود▪

C=0.5مقداری ثابت بوده که آنرا با شبیه سازی برابر با C. جوابگوو است3همانطور که مشخص شده است، این خطا برای تعداد تکرار بالاتر از ▪

.محاسبه نموده ایم



برای بررسی واقع . را در مسائل نزدیک به وافعیت مورد بررسی قرار دهیمkaczmarzحال میخواهیم الگوریتم : تمرین سوم ▪
𝑨.𝒙بینانه تر رابطه جبری  = 𝒃  از تابعparalleltomoتابع . برای تولید این رابطه می پردازیمparalleltomo با گرفتن مقادیرN
ترسیم می phantomرا محاسبه کرده وآنها را به فرم یک A , b ,xبعنوان زوایای افکنش ها، ماتریس های thetaبعنوان ابعاد تصویر و 

.تصویر حاصل تصویری است که افکنش بر آن اعمال شده است. کند

بعنوان ابعاد تصویرN*Nدر اینجا، با درنظر گرفتن مقدار 

،theta = 𝟑°,𝟔°,𝟗°,...,𝟏𝟖𝟎°و همین طور N = 64و اختیار کردن 

.به پیاده سازی و اجرای برنامه می پردازیم

را نمایش داد کهx، میتوان بردار A,b,xبا تولید ▪

:است که به صورت مقابل خواهد بودphantomحاصل یک 



𝑝با تعیین تعداد اشعه ها از رابطه ▪ = ൗ𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑏)
𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑡ℎ𝑒𝑡𝑒) میتوان بردارbملاحظه میشود که . را نیز ترسیم نمود

. می باشدsinogramنشاندهنده 



:را نیز به فرم زیر میتوان نمایش دادAمقادیر غیر صفر ماتریس ▪



تولید شده در A,bبرای این منظور، از . برای بازسازی تصویر استفاده کنیمkaczmarzمی خواهیم از روش : تمرین چهارم▪
.را با این روش بدست آوریمxتمرین قبل استفاده می کنیم تا 

به ازای هر بار تکرار برنامه، خروجی را به صورت شماتیک 

: تکرار داریم20به ازای . نشان می دهیم



مرتبه تکرار، محاسبه و مقدار خطای ماکزیمم متناظر هر تکرار را نیز  بدست 800و 400، 200، 100، 50را به ازای kaczmarzالگوریتم ▪
.می آوریم

.نمایش می دهیممقادیر خطا را به صورت لگاریتمی مقابل

ملاحظه میشود که هرچه تعداد تکرار برنامه بیشتر شود، خطا

.کاهش پیدا می کند 



:برای بررسی همگرایی مسئله پیشین، ماکزیمم خطا به صورت زیر تعریف میشود: تمرین پنجم▪

ا فرض می کنیم که مقدار خطدراینجا. نیز مقداری ثابت بوده و وابسته به روش حل مسئله استC. امین تکرار استkکه نشاندهنده خطا در 
𝐾که Kو kبرای دو تکرار  > 𝑘 است، معلوم باشد؛ مقدارCرا به فرم زیر محاسبه می کنیم:

مطابق مقادیر خطا، ملاحظه میشود که با افزایش تعداد . بدست می آیدC = 0.9994، این مقدار برابر 800و 400به ازای تکرارهای مرحله 
.تکرار، خطا کاهش یافته و الگوریتم همگرا خواهد بود



که محاسبه میشود، نامنفی هستند xبا توجه به فیزیک مسئله، می دانیم که مقادیر ضرایب تضعیف یا همان المان های بردار : تمرین ششم▪
مرین محدودیتی مطابق زیر را روی ت. که اغلب باند بالای این مقدار را می شناسیم، لذا اعمال محدودیت هایی در روند بازسازی منطقی است

:محدود کنیم1و0را به بازه xبررسی شده در بخش اول اعمال می کنیم؛ تا دیتا مربوط به بردار 4و 3های 

شبیه سازی متناظر انجام شده و خروجی مقابل حاصل▪

در این حالت، پراکندگی داده ها کمتر شده و خروجی . میشود

که از لحاظ تحلیلی دید مناسب تری مطلوب تری حاصل میشود

.  را ارائه می کند



را دوباره محاسبه کرده و همگرایی را مورد C، مقدار 5و 4میخواهیم با اعمال محدودیت ذکر شده روی تمارین : تمرین هفتم▪
:چنین خواهد بودCمقدار . بررسی قرار دهیم

▪ C1= 0.9977

فتار مقدار کمتری نسبت به حالت محدود نشده دارد، به این معنا که الگوریتم سریعتر همگرا شده و رCملاحظه میشود که ▪
.  مناسب تری دارد





 FBP (Filteredمرتبه تکرار را با بازسازی به روش 800محدود شده به ازای kaczmarzمی خواهیم بازسازی به روش : تمرین هشتم▪
Back Projection )با اجرای کد متناظر، خروجی زیر  از . مقایسه کنیمFBPدر بازسازی به روش . حاصل میشودFBP از تبدیل رادون بهره

.  می گیریم



:در ادامه،  تبدیل رادون را به ازای زوایای افکنش محدود محاسبه می کنیم▪



:کنیممیترسیمومحاسبهتکرارها،ازایپراکندهالبتهومشخصومحدودتعدادازایبهkaczmarzروشمقایسه،برای▪

خروجیجبری،هایروشکهمیشودملاحظه:گیرینتیجه▪

FBPروشبهنسبتراتریمطلوبترودقیقهای

کمتریخطایوبودههمگراطورهمینکنند،میارائه

.دارندنیزکمتریمحاسباتیپیچیدگیالبته.دارندنیز

تحلیلی،دیدازهمومحاسباتیدیدازروشاینلذا

.هستندترمناسب


