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· استاد ..............










(ii)فرض میکنیم کهمقدار خود را در میگیرند : زمان مارکوف را توسط تعریف میکنیم تا یک دنباله متصل دریافت کنیم.طبق (i) :


 (iii)زمان های مارکوف دلخواه را درنظر میگیریم :
طبق 3.3 زمان های مارکوف برای  میتوانند (ii)را براورد کنند .
بطوریکه باشد .طبق داریم :


بنابراین ، هردو زیرمارتینگل های معکوس هستند ،بطوریکه همه انتظارات  بالاتر از هستند و همچنین برای مثال  همگرا در توسط قضیه 6.5.10 درهستند.پس اولین ناسازگاری در 9 و راست-پیوسته   نتیجه میدهند :

دراخر، طبق2.7(F)  و چون است (توسط) :

جاییکه هردو حد در هستند.

1.3.11 قضیه توقف  (stopping). اگر یک مارتینگل راست-پیوسته  باشد(زیر مارتینگل) و یک زمان مارکوف  باشد پس خاصیت مربوطه را بدست می اورد. اگر  یک مارتینگل راست-پیوسته  باشد و  زمان مارکوف پس :

و اگر یک فرایند کراندار و  زمان محدود مارکوف باشد پس .

اثبات : فرایند یک فرایند سازگار توسط است ، و مقدارهای تصادفی توسط 3.10انتگرال پذیر هستند.فرض میکنیم که  یک زیرمارتیگل است.توسط :

میتواند برای همهنگه داشته شود.
قسمت بعدی 3.11 توسط و3.10داده می شود بطور :

 بالاتر از تساوی)  که داریم قرار میدهیم.

1.3.12 .تمرین و مثال . فرایند سازگار راست-پیوسته یک مارتینگل است اگر وتنها اگر و (برای همه زمان های  کراندارمارکوف) واگروتنها اگر برای همه و برای همه زمان های مارکوف با  باشد.
را برای  جایگذاری میکنیم و داریم یک مارتینگل با  ،زیرا است(بکاربردن 2.6و ).بنابراین جفت زمان های مارکوف هستند بطوریکه 3.10 دیگر ممکن نیست. 
زمان های مارکوف درواقع ابزاری قدرتمند برای منظم کردن پیوستگی زمان اند:

1.3.13 قضیه . را یک زیرمارتینگل پیوسته قرار میدهیم.سپس خارج از مجموعه تهی P :

جاییکه اولین درایه از  تا را نشان دهد.
بنابراین یک زیرمارتینگل پیوسته بهمراه برای همه دارای مسیری است که بر روی مثبت است بطور حتم  یک زیرمارتینگل مثبت است. 
اثبات. توسط مشخص میشود که  یک زمان مارکوف است،بنابراین ما ممکن است که از قضیه توقف استفاده کنیم : اگر باشد پس چیزی برای اثبات نداریم.فرض خلف میگیریم.را مینیمال  قرار میدهیم بطوری که باشد.برای ،  را نشان میدهیم و  را انتخاب میکنیم : زیرا  ، 3.11 نتیجه میدهد:


مانند . طبق اناست،برای همهبر خارج از مجموعه پوچ  ،بنابراین با تداوم،برای همه بر روی . با قرار دادن ما یک مجموعه تهی ب نمایش میگذاریم که خارج از مفاهیم 10 عمل میکند.
برای قسمت دوم از قضیه فرض میکنیم که است که به میل میکند بطوریکه .طبق قسمت اول مسیر به احتمال مثبت ازبین میرود، ازاینرو یک تناقض ووجود دارد که دقیقا ادعای دوم ما است.

این بحث را با گسترش خاصیت پایداری فرایند وینر داده شده توسط خاتمه میدهیم.
1.3.14 مشخصه قوی مارکوف از .
اگر  یک فرایند وینر باشد و  تقریبا یک زمان مارکوف محدود باشد ، پس

فرایندهای وینر هستند.یک فرایند مستقل از σجبری میشود.
اثبات. فرض میکنیم بدون هیچ کمی از کلیت، که یک زمان مارکوف محدود است.لازم است:



اگر یک مجموعه شمارا باشد،برابری ب راحتی توسط فاکتورگرفتن اتم ها ی داده میشود (جاییکه مقدارهای هستند).بنابراین، 11 برای هرزمان مارکوف که در 3.2تعریف شده است ثابت میشود ،و 11 اعمال میشود توسط و دراخرتوسط پیوستگی در و .

چون  یک فرایند وینر مستقل از است،به طور مساوی مقدار تصادقی متغیرها را توزیع میکند.فرمول زیر رامحاسبه میکنیم:




تا شامل شود که برای نگاشت Borel 
،،نگه داشته میشود.ازاینرو،  بطور مساوی فرایند را توزیع میکنند. 
مشخصه ی قوی مارکوف ممکن است برای تعیین دقیق استفاده شود.

1.3.15 اصل بازتاب.
 را فرایند وینر قرار میدهیم.برای  ،را قرار میدهیم و را قرار میدهیم که اولین درایه از تا را نشان دهد.سپس :

توجه کنید ک اصل بازتاب در واقع میگوید:

که برابری به راحتی طبق یک بحث بدیهی بدست می اید: طیق ذراتی که  را قبل از زمان  وارد میکند (نصف) انها  بالاتر اززمان  هستند.
اثبات. را مینویسیم.جاییکه  باشد،  نگه داشته میشود.
پس، (طبق 3.14).
بنابراین، برای هر بطوریکه کاملا واضح توزیع از معیار های اندازه گیری در هستند.


1.3.16. تمرین
زمان مارکوف برای هر توزیع میشود ب همراه چگالی :


1.4 مارتینگل محلی و فیلترهای کامل
بعدا ما از گسترشی که در دنباله امده از مشخصه مارتینگل قدردانی میکنیم :
را یک فرایند تصادفی سازگار پیوسته قرار میدهیم. ما باید بگوییم که زمان مارکوف ،را در مارتینگل متوقف میکند اگر یک مارتینگل باشد،دنباله از زمانهای مارکوف دنباله ی موضعی-ساز برای نامیده میشود اگر باشد و ، را در مارتینگل برای هر متوفق میکند.دراخر یک مارتینگل محلیاست  اگر یک دنباله موضعی-ساز باشد  برای فرایند های  انتقال .اگر:
یک مارتینگل برای همه باشد.

فیلترکردن را بیان کنید و موارد زیر را بررسی کنید:
1.4.1.تمرین. را فرایند سازگار پیوسته  و را زمانهای مارکوف قرار میدهیم. سپس
a) اگر باشد پس ، را در مارتینگل متوقف میکند اگروتنهااگر ، را در مارتینگل متوقف کند.یک مارتینگل محلی است اگروتنهااگر برای دنباله ی موضع سازی موجود باشد.
b)  مارتینگل است  مارتینگل محلی است    مارتینگل موضع سازی است.
c) اگر و ، را در ماریتنگل متوقف کند پس همچنین ،  رادر مارتینگل متوقف میکند.
d)  مارتینگل محلی است ،   مارتینگل محلی است.
گاهی باید با فرایندهای سازگار پیوسته روبه رو شویم بطوریکه یک ثابت است.توسط a داده میشود بطوریکه  فرایند مارتینگل محلی است اگر وتنهااگر در انجا دنباله ای محلی برای فرایند (خودش) وجود داشته باشد.
هشدار. این درست نیست که مارتینگل محلی لازم است که تنها انتگرال پذیر باشد تا اینکه مارتینگل باشد.(به 2.3.7 نگاه کنید).
بااین وجود، همانطور که بعدا خواهیم دید ،تشخیص درست بودن مارتینگل درطول مارتینگل های محلی مهم است.میگوییم یک فرایند  کراندار است اگر برای همه باشد .

1.4.2 قضیه. برای یک فیلتراسیون ثابت ، را یک فرایند سازگار پیوسته قرار میدهیم .سپس:
a) اگر یک مارتینگل محلی باشد بطوریکه  نگه داشته شود برای همه و متغیر تصادفی پس یک مارتینگل است.یعنی مارتینگل محلی کراندار یک مارتینگل است.
b)  را اولین درایه در قرار میدهیم .سپس یک مارتینگل محلی است اگروتنهااگر  یک دنباله محلی برای باشد.
c) اگر یک مارتینگل محلی نامنفی بهمراه باشد ،پس  یک زیرمارتینگل است.
d) اگر یک مارتینگل محلی نامنفی بهمراه باشد ، بطوریکه  نگه داشته شودبرای  ،پس  یک مارتینگل روی است.
اثبات.
a) انتخاب دنباله ی محلی برای  =   . قضیه توقف براورد میکند :


ازانجاکه  ، اجازه میدهد که در 11 ،  را دریافت کند (برای ).
b)  ها زمان های مارکوف هستند (توسط3.6) ، بر روی است زیرا همه مسیر ها از پیوسته اند .بنابراین، توابع کراندار محلی بر روی اند .اگر یک مارتینگل محلی باشد پس یک مارتینگل محلی است(توسط )، ازاین رو طبق a مارتینگل است . 
c) دراینجا یک دنباله محلیبرای  (توسط) وجوددارد. رابیان کنیدو :
d) 

توسط لم fatou ،
دلیل ما این است که  ب عنوان  ،باشد ودر نهایت، توسط لم برای انتظارات 2.7i اثبات را نتیجه گیری میکنیم :


 (dادعای این قسمت نتیجه فوری از و c است.

توجه میکنیم که میگوید که مارتینگل محلی داده شده ، مارتینگل محلی انتقال دارای دنباله ی موضعی-ساز است بطوریکه  زمانهای مارکوف هستند.این خواص میتوانند 2.9 را نیز گسترش دهند.

1.4.3. ثبات مشخصه مارتینگل محلی
a) اگر مارتینگل محلیباشد پس یک مارتینگل محلی برای هر فیلتر است بطوریکه برای هر نگه داشته میشود.
b) اگر مارتینگل محلیباشد پس یک مارتینگل محلیاست.
c) اگر مارتینگل محلی باشد و مارتینگل محلی باشد،پس مارتینگل محلیاست ک مشخص میکند فیلترهای مستقل اند.
اثبات. قسمت های aوb توسط 2.9 و نشان داده میشوند. اگر مانند c باشند فرض میکنیم  بدون اینکه از کلیت کم کنیم(نگاه کنید به ) و دنباله ای محلی ساز انتخاب میکنیم بطوریکه زمانهای مارکوف هستند.طبق  ، مارتینگل هستند.توسط نشان داده میشود که  مارتینگل اند و همچنین یک دنباله محلی ساز برای هستند.
طبق 1.5 ب یاداورید که تنها فرایند پیوسته با تغییرات محدود و با تغییرات درجه دوم محدود این است که: برای همه باشد. مارتینگل های محلی پیوسته این متغیرهای محدود روش های مشابهی دارند.
1.4.4 قضیه .هر مارتینگل محلی پیوسته از متغیر محدود تقریبا ثابت ، برای خارج از مجموعه تهی است.
اثبات. بدیهی است که ممکن است خود را در این مورد محدود کنیم که است.ابتدا فرض میکنیم که فرایندهای کراندار اند،مثلا، را بیان  میکند و یک دنباله از انتخاب میکنیم.سپس ب دلیل افزایش مارتینگل ، متعامد اند(طبق )،



ازاینرو، ،طبق قضیه همگرایی غالب و پیوستگی یکنواخت از هر بر روی .این ادعا توسط پیوستگی دنبال می شود.
 را یک مارتینگل محلی پیوسته قرار میدهیم.میگوییم فیلتر و متغیر ان است.سپس پیوسته است (طبق) و سازگار است (طبق1.3).طبق  مشخص میشود که یک دنباله محلی ساز برای تعریف میکند بطوری که فرایندهای کراندار باشند.ازاینرو طبق قسمت اول از اثبات ، داریم یک برای هر و حد را دریافت میکنیم و اثبات تمام است.
قضیه ی بالا مارا به مارتینگل های محلیو فرایند هایی از متغیرهای محدود توسط ترکیبات خطی دعوت میکند 

فیلتراسیون یک فرایند تصادفی نیمه مارتینگل نامیده میشود اگر درجاییکه فرایند سازگار پیوسته از متغیر محدود باشد و مارتینگل محلی پیوسته باشد.درواقع نیمه مارتینگل پیوسته و فرایند سازگار است.



برای اهدافمان دراینده،یادداشت های زیر را داریم:







بعضی اوقات ممکن است بخواهیم درباره ی فرایندهایمان واضح تر صحبت کنیم،پس ممکن است همچنین را بنویسیم.همچنین، اشاره میکنیم که برخلاف مارتینگل ، مارتینگل محلی و نیمه مارتینگل فقط ب عنوان فرایند پیوسته هستند.

1.4.5 .هر نیمه مارتینگل میتواند ب فرم  زیرنوشته شود:

که تجزیه (طبق4.4)منحصربه فرد است که   ها جفت های فرایندهای معادل اند اگریک تجزیه دیگر باشد(12).
به جای (12)باید را بنویسیم و قسمت راست مشتق تصادفی را بخوانیم.
بدیهی است که هرکاری ک  به نفع مارتینگل باید انجام دهیم (جاییکه ) یک فیلتراسیون کلی است.برای اهداف بیشتر ما از ثبات اصلاح برخوردار نیستیم :
(13)   اگر   اصلاح از سازگار  باشد پس سازگار اند.
بدیهی است که فیلتراسیون را نیاز داریم بطوریکه هر  شامل هر مجموعه تهیP در ا ست درجاییکه  فضای احتمالی است.یعنی باور میکنیم که هر چیزی که قطعا اتفاق بیفتد در زمان است.
 را یک فضای احتمالی تام قرار میدهیم.فیلتراسیون  از sub جبری از  یک فیلتراسیون تام نامیده میشود  اگر  باشد درجاییکه باشد.
توجه کنید که فیلتراسیون تام تعریف میشود فقط ب عنوان فیلتراسیونی از فضای احتمالی تام(کامل) که تضمین میکند  یک کلاس از مجموعه ها است.اگر یک زیرمجموعه از  باشد پس همچنین  است.مشابه تمرین مسئله زیر را حل میکنیم تا ببینیم چگونه فیلتراسیون تام چقدر راحت است:

1.4.6.تمرین. فیلتراسیون  را بیان کنید.سپس
a) اگر  یک فرایند سازگار باشد و  بطوریکه  نگه داشته شود برای همه  ها،سپس یک فرایند سازگار است.درواقع (13) نگه داشته میشود.
b) اگر  یک فرایند سازگار باشد و بطوریکهنگه داشته شود برای هر ،سپس یک فرایند سازگار (سازگار)است.

یک تست برای فرایند که سازگار است:
1.4.7.  را به عنوان فیلتراسیون تام قرار میدهیم .درنظر میگیریم را برای و دنباله ی از زمان های مارکوف را بطوریکه  مسلم است.
a) اگر  یک فرایند سازگار باشد ،سپس  یک فرایند است که همچنین سازگار نیز هست.
b) اگر  یک فرایند سازگار پیوسته باشد ،سپس  یک فرایند است که همچنین سازگار و پیوسته نیز هست.
c) اگر برای همه  باشد،پس یک فرایند معادل با فرایند است.
برای aوb لازم نیست که  ها زمانهای مارکوف باشند.
اثبات.
a) بدیهی است که و را براورد میکند.
b) طبق a نشان داده میشود که  بدیهی است یک تابع پیوسته بر روی باشد اگر .
c)   یک فرایند سازگار است که خارج از مجموعه پیوسته است(طبقaوb).پس پیوسته وفرایند سازگار است بطوریکه  و  برای همه n ها .طبق  ، دنباله محلی ساز  برای  است ، پس .
فرایندهای سازگار ممکن است توسط فرایندهایی ساخته شوند که بر  تعریف میشوند تنها اگر باشد.

1.4.8. را یک فیلتراسیون تام  و را یک دنباله از زمان های مارکوف قرار میدهیم بطوریکه  باشد. را یا دنباله ای سازگار  یا فرایندهای سازگار پیوسته  یا فرایندهایی در قرارمیدهیم بطوریکه :


ازاینرو دراینجا فرایندهای  وجود دارد که سازگار  ،سازگارپیوسته  و در  هستند،بطوریکه در همه موارد نگه داشته میشود (برای همه ).
لازم است که زمانهای مارکوف باشند ،فقط برای بخشی که ب خواص مارتینگل های محلی مربوط است.
اثبات. طبق 14 مشخص است که برای جاییکه  و برای همه ها
.
قرار میدهیم  را برای همه ها و .دوباره طبق 14،  زیرا فرایند های سازگار  ،سازگارپیوسته و در هستند.
قرار میدهیم  را فضای احتمالی دلخواه و  فیلتراسیون دلخواه باشد.توسط  مجموعه ای از همه برای هر مجموعه تهی  موجود نشان داده می شود بطوریکه نگه داشته می شود.مشخص است که اگر  فضای تام باشد.  را توسط نشان میدهیم و  را یک توسیع منحصربه فرد از  نشان میدهیم.توجه میکنیم که تکمیل استاندارد از  است.درنهایت را برای  نشان میدهیم تا فیلتراسیون تام از فضای احتمالی تام  بسازد.باید  را یک تکمیل از بگوییم.

1.4.9.  را فیلتراسیون از فضای احتمالی قرار میدهیم.سپس
a) اگر  فرایند وینر dبعدی باشد پس یک فرایند وینر  است.
b) اگر  یک مارتینگل یا مارتینگل محلی یا نیمه مارتینگل  باشد،پس اگر را با  جاب جا کنیم، باز این موارد درست است.
